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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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При составлен1и настоящаго курса я илгЬлъ въ виду двЬ цЬли: 1) дать 
студснтамъ химическаго отд'Ьлен1Я Варшавскаго Политехническаго Инсти- 
тута, слушающимъ мои лекши, печатный курс'1. наибол'Ье близкШ къ тому, 
что Я имъ читаю и 2) предоставить возможность болЬе широкой публике 
пользоваться этимъ курсомъ, въ которомъ я обращаю особое внимаше на 
равнов*с1е и движен1е твердаго гЬла. 

По моему мн'Ьшю ^аилучшимъ руководствомъ для техника, изучаю- 
щаго теорет1{ческую механику, сл+.дуетъ признать прекрасные трактаты 
Раута (Кои^Ь): статика твердаго гЬла, въ двухъ томахъ (А 1геа118е оп 
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§ 1. Опред'Ёлен1е Теоретической Мехакини. Теоретическая механика 1ЧТ1> 
наука о «хвшкёпш, 

Причины, нроизводяпия дВ11ЖРК1е НЛ11 изм'Ьня1)щ1я его, назынпются 
силами. Если силы д1;Йстпуютъ на гЬло наперекоръ другъ другу такъ, 
что ихъ дЬйстЫя взаимно укнчтожан1ТСя, то тЬло находится те равколлсш. 
Поэтому и равновЪс!» составляеть иредмегь, ииучаемый въ теоретической 
«ехаии);'!'.. какъ частный случай движени!. 

Та часть теоретической иеханипи, которая изучаргь лвижен1с', не входя 
въ разсмотр11Н1е иронзводящихъ его сил, казываетсл Кинематикою. 

Та часть теоретической механилн, которая нзучаетъ д&ижен!е въ за- 
йясииостн оп. производящихъ его снлъ, наливается Кинетикою. 

Кинетина подразделяется въ свою очередь на Статику, изучающую 
только равковЬс1е и Дина.мику, изучающую движение. 

Въ иаетоящемъ курсЬ иы не будемъ, однако, кридерживяться ятоп» 
подразд'Ь1ен1я, ирестЬдуя возможную сжатость изложен1я. 

Нау!':^ о движен]ц можетъ Сыть основана на весьма неболынонъ ко- 
личестве законовъ, выводимыхъ изъ опыта (три закона Ньютона см. § 3). 
И можеть оы1ъ развита изъ этих1. законовъ строго натамати чески иъ нутвиъ, 
Въ тако!1П1 случа'Ь, при неотстуиноиъ нроведенш такого строгаго метода, 
наука о дв1шен1и называется Аналитическою илн Раиюналъною механикою. 

Въ настоящемъ курсЬ излагается Теорапическая механика, допускаю- 
щая въ нЬкоторыхъ случаяхъ (напрнм-Ьръ въ иэученш трешя) обоснова- 
ше свопхъ ВЫВОДОВ!, изъ опытовъ, невошедпшхъ въ основные законы 
1'ашональвпй иоханнки. 

§ 2. ЗначенЕе теоретической нехвнинн въ изучен!» природы. Съ разви- 
Т1еиъ естественных!. нау1П. все Гю.11е и оол1;е кр'Ьпнеп. уб1^ждеП1е ю- 
томъ, что всК Я1)ле1пя неорганическаго М1ра и звачнте.тЫ1ая часть яи.1е- 
Н1Й органической природы иредст;1В.тяв)ТЪ собою результап. движев!я «а- 
тери1: звукъ, теплота, св'Ьтъ, электричество, аагнетизмъ суть проявленш 
различнаго рода мо.1екулдрн^>1хъдвижекШ или в'Ксомой натер1н пли Ц|нра. 
Химическая пзавмод1'.йств1я тоже подчинены чисто механипескиыъ за- 
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конамъ. Въ органической природ* весьма многое сводится къ физикъ я 
ХИМ1Н, хотя основной законъ развит1я организмовъ — законъ наследствен- 
ности—еще не приведенъ въ соотв*тств1ё съ какимъ либо движен1е1П>. 

Отсюда вытекаетъ чрезвычайно важное значен1е теоретической меха- 
ники въ ряду всего строя человЬческихъ знанШ. 

При изучен1и природы человЬчество пользовалось до сихъ поръ мето- 
дами, покояпщмися на одной изъ трехъ основъ: 1) наблюденхе, 2) опытъ 
и 3) математика. 

Ниблюденгемь совершающагося въ природ'Ь челов']^къ всегда занимался, 
но въ качеств*]^ основы научнаго метода наблюден1е было выставлено 
Аристотелемъ. 

Въ опытгь создается особая искусственная обстановка для выд'Ьлешя 
фактовъ и процессовъ, подлежащихъ изучешю. Отцомъ опытнаго (экспе- 
риментальнаго) метода признаютъ Бэкона Верулэмскаго (1560 — 1616 г.). 

Мшпематика прилагается къ изученш природы бол'Ье всего чрезъ 
геометр1ю и особенно чрезъ механику. 

Изучая движен1е, механика не можетъ обойтись безъ опыта, но, не 
доверяя ему, она стремится быть основаной на наименьшемъ числЬ поло- 
женШ, данныхъ опытомъ. Поэтому, и по своему методу, механика занн* 
маетъ какъ разъ переходное положен1е от* чистой математики къ* фи- 
зике, астроном1и и другимъ наукамъ бо.гЬе экспериментальнаго и наблю- 
дательнаго характера. 

Ращональная механика довольствуется только самымъ необходимымъ 
числомъ положен1й выводимыхъ изъ опыта, называемыхъ основными за- 
конами механики. Они могутъ быть сгруппированы разлнчнымъ образомъ '^), 
но наибол1зе удачная ихъ группировка была дана Ньютономъ. 

§ 3. Основные законы Ньютона. Въ своихъ Р1111о8орЬ1ае Nа1;п^а1^8 Рпп- 
С1р'1а та1;Ьета11са 1687 г, (Математичесшя основан1я философги природы) 
Ньютонъ высказалъ основные законы механики въ следующей форм*Ь. 

Законъ I, Каждое т11ло пребываетъ въ своемъ состоян1н покоя или 
равном'Ьрнаго прямолинейнаго движен1я, если д'Ьйствующ1я на него силы 
не принуждаютъ его нзм-Ьнить такое состояше. 

Законъ II. Изм'Ьнен1е движен1я пропор1ионально приложенной действую- 
щей си.т{> и происходить по той прямой лнн1и, по которой д'Ьйствуетъ сила. 

Законъ III, Всякому д'Ьйств1ю соотв'Ьтствуетъ протнвод^йсхв1е равное 
и противоположное, то есть д'Ьйств[я двухъ гЬлъ, одно на другое, всегда 
равны и направлены противуло.10Жно. 

Ко второму закону Ньютонъ добавляетъ, въ видЬ сл'Ьдств1я, правило, 
параллелограмма, согласно котором}^: д!>йств1е двухъ силъ, приложенныхъ 
къ точк'Ь и составляющихъ нФ.который уголъ, равносильно д1\йствш равно- 



*) См. НеНг^ Вхе Рг1п21р1еп (1ог Мсс11а111к, 1894. ВоНгтапп. УоНеапп^еп 
йЪег сИо Рп11с1ре (1ег МесЬашк, 18')7. 
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д^Ьйствующей равной, по величин!) и по направлен1ю, д1агонали паралле- 
лограмма, построеннаго на данныхъ составляющихъ силахъ. 

Эти законы представляютъ собою выводъ изъ вс^хъ извЬстныхъ опы- 
товъ и наблюденШ. 

§ 4. Однородность фориулъ. Въ механике приходится им1^ть д']^о съ 
единицами разныхъ изм'Ьренхй: длины, времени, массы, площади, объема, 
в'Ьса, и т. д. Необходимо обезпечить себя отъ возможности ошибокъ, ко- 
торый могутъ произойти отъ неправильнаго понимания формулъ. 

Прежде всего нужно помнить, что всякое уравнение долоюно быть одно- 
родно въ томъ смысхЬ, что об4 его части должны быть выражаемы въ 
одинаковыхъ единицахъ. 

Наприм4ръ такое уравнен1е 

р=гаЬ-ч-с-+-5н- аЬс 

въ которомъ р объемъ, а, й, с длины, 3 отвлеченное число, — не имЪетъ 
^какого смысла. Такое же уравнеше 

р = 8 . а-л-иЬс 

вполн'Ь возможно, если р объемъ, а, Ь, с длины, 5 площадь, потому что 
въ немъ, по отношенш къ длин*, лЬвая часть 3-го изм'Ьрешя, на тоже 
3-го изм-Ьренхя, аЬс тоже 3-го изм4рен1я. 

Возьмемъ еще прим^ръ изъ геометр1и. Известно, что площадь Р пря- 
моугольника измеряется произведен1емъ его основангя а на высоту Ь, 
Обыкновенно это выражается такъ: 

Р = аЬ (1) 

Результатъ однако будетъ нев1>ренъ, если при основан1и равномъ 
5 метрамъ и высогЬ равной 24 сантиметрамъ, мы, для опред'Ьлешя пло- 
щади, помножимъ 5 на 24. Онъ будетъ даже нсл4пъ, оставляя полное 
недоум'Ьнге относительно того, въ какихъ м*рахъ выражена площадь. 

Формулу (1) надо понимать такъ: площадь прямоугольника содержитъ 
такое число единицъ площади, которое равно произведенш числа еди- 
ницъ длины, содержащихся въ основан1и, на число шгьхъ же единицъ 
длины содержащихся въ высогЬ. 

Для изб'Ьжан1я ошибокъ, особенно въ числовыхъ задачахъ, удобно 
иногда пользоваться бол'Ье полнымъ обозначешемъ, въ которомъ единицы 
разныхъ изм^решй вводятся явно. Въ этомъ обозначенш, напримЬръ, 
• длина 5 метровъ выражается произведен4емъ 

5 . [метръ] 

отвлеченнаго числа 5 на единицу длины «метръ». 

При такомъ «полномъ» обозначен1и формула (1) можетъ быть выра- 
жена такъ: .между числомъ р единицъ площади, заключающихся въ пря- 
моугольник'Ь Р числомъ а единицъ длины, заключающихся въ его осно- 
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ван1и а и числомъ ^ единицъ длины, заключалощ)ЦШ:1У;4т .|П1СПЪ 1. 
должно быть соотношеше. -ч- 

р . [единица площади] = а . [единица длины] , р • [едвннф Дхнвн] 

:=а^ [единица длины] ^ 
= ар [единица площади] 
или 

гд4 

Р = ;? [единица 1и10щади] 

а = а [единица длины] 
й = р [единица длины]. 

Въ приложенш къ чиатенном)' примеру прямоугольника, ивгЬюшаго 
основан1е 5 метровъ и- высоту 24 сантиметра это можетъ быть выра- 
жено такъ: Р=^ [квадр. метръ] 

а=-Ь [метръ] 

Ь = 0,24 [метръ] 

Р=р [квадр. метръ] = 5 . 0,24 [метръ]^ = 1,2 [квадр. метръ] 

Р= 1,2 квадратныхъ метровъ. 

Можно определить площадь V иначе, наприм^^ръ въ квадратныхъ 

сантиметрахъ, такъ: 

Р=1р^ [квадр. сантиметръ] 

а = 500 [сантиметръ] 

6 = 24 [сантиметръ] 

Р = р' [квадр. сантим.] = 500 • 24 , [сантим.]' = 12000 квадр. сантим. 

р'= 12000 
Р=12000 квадр. сантим. 

Это обозначен1е въ особенности понадобится намъ при опред'Ьдениг 
разм'Ьровъ различныхъ единицъ по отношение къ основнымъ единицамъ. 
Пока мы знаемъ изъ геометр1и, что 

разм'Ьръ 1 площади = [единица длины] ' 
разм'Ьръ 1 объема = [единица длины]'. 

Единицы площади и объема по отношетю къ основной единице длины 
называются слооюными единицами. Въ моханикЬ гораздо больше слож- 
ныхъ единицъ, ч^мъ въ геометрш, и полное обозначеше иногда облег- 
чаетъ д'Ьло, хотя бо.тьптую часть форму.1ъ мы будемъ представлять въ 
обыкновенномъ обозначеши. 
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ванш а и числоиъ р единицъ длины, заключающихся въ его высот* 
должно быть соотношен1е. 

р . [единица площади] = зс . [единица длины] . р . [единица длины] 
= ар [единица длины]'' 
= 11? [единица площади] 



1 



гд4 

Р:=р [единица площади] 
й = а [единица длины] 
А = Р [единица д.1ины]. 
Въ приложеши къ численному прим'Ёру иряноугольника, ни^ющаго 
освован1е 5 метровъ и' высоту 24 сантиметра это ножеть быть выра- 
жено такъ: р^^, |-двадр „^^] 
а = 5 [метръ] 
Ь = 0,24 [метръ] 
Р=р [квадр. метръ] = 5 , 0,24 [метръ]' = 1,2 [квадр. метръ] 
Р— 1,2 
Р=1,2 квадратныхъ метровъ. 
ЛГожно опрсдйшть площадь 1' иначе, наприм^ръ въ квадратныхъ 
сантниетрахъ, такъ: 

Р^р' [квадр. сантиметръ] 
а = 500 [сантиметръ] 
6^24 [сантиметръ] 
Р^ р' [квадр. сантим.] ^ 500 . 24 . [сантим.] * = 12000 квадр. сантак. 
р' = 12000 
Р^12000 квадр. сантин. 
Это обозначен!» въ особенности понадобится наиъ при опред'Ьлвшв 
рази^ровъ раашчныхъ единицъ по отношенш къ основньгаъ вднннцанъ. 
Пока иы знаемъ изъ геометрш, что 

разм'Ьръ 1 илощади = [единица длины] ' 
разм1^ръ 1 объема = [единица длины] ^. 
Единицы площади и объема по отношенш къ основной единице длины 
называются слояемыми единицами. Въ механике гораздо больше слож- 
ныхъ еднннцъ, ч^иъ въ геометрш, и полное обозпачен1е иногда облег- 
чаетъ Д'Ьло, хотя большую часть формулъ иы будемъ представлять въ 
обыкновенноиъ обозначешн. 



ОТДЪЛЪ I. 
Механика точки. 



ДвияЕеще гЁла ниолн!» опред1иено, есди изгЬстнй двнжен1е каждой его 
точки. Поэтому мы разсиотрнмъ прежде всего движение точки н начнсмъ 
(.■ъ 11рямолин1^11наго движ(.'н1я точки. 



Прямолинейное движен1е точки. 

§ 5. Равком^рко-прянолннейнае движен1е точки. По первому за1^ону 
Цьютон;1 пе:11;'1Н1'чн11 м;ьтая частица мат(?р1И, которую мы будемъ яазм- 
шъ шащпалшот точкою, при отсутсташ какихъ бы то ни было силъ, 
Хоторыя на нее бы д11Йствовали, движется равномерно прямолинейно. Раз- 
снотрнмъ такое движете. 

Равномщто-прямолинейнымъ движетгжь низываепиж такое доажгнк, 
1 яото/юмь матер^а.гьмая точка аь равные прамгок\рпки времени прохо- 
\дить равные прнмолынеймые пути. 

Отсюда выводимъ сл'Ьдуищое: если прнмеиъ прямую, по которой двя- 
№тся {которую описываегь) точка, за ось яксовъ, изберемъ на этой пря- 
мой какое-нибудь ^ачало о. умовимся 011ред'1иять положен1е движупц.*йся 
Рочки на атой нрамоВ разстояН1емъ е1Г х огь начала о н условимса отно- 
сительно того, въ какую сторону оп. о считать эти разстоян1я положн- 
(гельными и въ какую -отрицательньгаи, то путь х—х^, проходимый точ- 
кою въ течев!и промежутка времени ( — /„, иропорц1оналенъ въ равно- 
1ГЬрно-прямолинейномъ движении йтому промежутку, такъ что 

x-x„ = V^^~^^} (1) 

ГДФ V некоторая постоянная величина. 
Отсюда 

„ = ?:=?• |2) 

отн01пен1е нройденнаго пути х -.г,, ко времени (— 'ц, въ теченш кото- 
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раго онъ пройденъ, называется скоростью равном'Ьрно*прямолинейнаго 

движен1я. Изъ самой формулы (2) видно, что разм'Ьръ единицы скорости 

таковъ 

[единица длины] 

[единица времени] 

наприм4ръ, если точка проходить равномерно въ 3 часа 90 верстъ, то 
скорость ея равна 



90 . [верста] Г верста 

3 , [часъ] I часъ 



= 30 верстъ въ часъ. 



Итакъ: 1) Скорость равиомтьрнаго прямолинейнаго движенья есть ве- 
личина поспюянная для даннаго двиоюенгя. 2) Скорость равномприо-пря- 
молинейнаго движенгя выражается отногтнгемъ проиденнаю пути ко вре^ 
мени, въ теченги ктпораю этотъ путь пройдень. 

§ 6. Общее уравнете равнои'крно-пряиолинейнаго движен1Я точки. Всякое 

уравнеп1е вида 

х=1аЬ-\-Ь , , . . ' ... . . . . (3) 

гбгь X пройденный прямолииойный путь^ ^ вррмя, а и Ь постюянныя. вы- 

ражаеть собою равномгьрно-прямолинейнос движенье точки. Действительно 

изъ (3) сл4дуетъ: 

Ах = а . Ы (4) 

то есть: пройденный прямолинейный путь пропорц10наленъ времени, въ 

течен1и котораго онъ пройденъ — основное свойство равномЬрно-прямоли- 

нейнаго движен1я. 

Полагая въ (3) 

1 = 
получимъ 

X =^Ь 

Следовательно Ъ есть то разстоян1е, на которомъ находится точка отъ на- 
чала координатъ при ^ = о, то есть въ началгь времени. Это разстоян1е 
называется начальнымъ, Началомь времени называется моментъ, отъ ко- 
тораго отсчитываемъ время. Положен1е, занимаемое движущеюся точкою въ 
начале времени, называется начальнымь положенкмь точкп. 
Изъ (4) сл'Ьдуетъ ^ 

Следовательно а выражается отношен1смъ пройденнаго пути ко времени. 

въ теченш котораго этотъ путь пройденъ. Согласно сказанному въ пре- 

дыдущемъ параграфе а есть, следовательно, скорость. 

Итакъ: уравненк 

х = а1 -+ Ь (3) 

выражаетъ собою такое 2^авном7ьрно-}1рямолг1Нрйное движенье точки ^ въ 
которомъ а есть скорость^ Ь начальное разстоянк. 



Уравнем(я. саязытющгя [подобно щмвн^нт (ЗУ] каординтиы пю^т со 
Л]1еменем1., называются г/рпвненгями движенгя. 

Лс/Ь обетоятельстса движошя и иоложешя точки въ каждый данный 
моментъ вполне определяются уравнешяни двлжеЕия. 

Иримгьръ. Онррд-Ьлнть гкорость, начальное положсше тошш и пилижс- 
Н11' |'я ВЪ конц'к 10-й секунды, цос.г1; прохожден1я чрезъ начальное поло- 
к^'Н!''. 1п, дццженш, уравж'ше котораго таково: 



скорость г : 



[метръ] 
"[секунда] 

[С1ч:увда] 



{ -Н Ь [метръ] 



: Л метра въ секунду. 



Н|1ча,1ьноо положоше находится на разстоянш 5 метровъ, въ иоложа- 
тыьную ст01Юну, отъ начала координатъ. 

Точка движется въ сторону возрастаюшихъ положнтельныхъ иксовъ. 
Въ конц* 10-И секунды она находится на разстояши отъ начала коорди- 
нагь равн1}гь: 
[метръ] 



ж=3. 



У — — — =- . 10 Ссекуида]-1-Г1 [мгтр1.]=;(3 . 10ч- 5)метръ=^35 метр, 

§ 7. Прямолинейное двктенСе съ переменною скорость». Подъ дЬОствшмъ 
силы. матер1а.1[.иа11 точка можетъ двигаться цсраниоч^рно, то рсть съ изм^Ь- 
ня1ошеюсл скоростью. По 2-ыу закону Ньютона наарав.1ен|с из1гЬнен[н дви- 
Ж('Н1Я совнада^'П. съ направлек^емъ силы. Есаи сила направлена пъ тс- 
Ч('н1н всего движен1я по данной прямой, то и изм^нете дпижен1я будсть 
направлено въ 1;аж,1Ый данный номентъ по атой прямой (которую мы ирц- 
мемъ за ось ипеовъ). Точка поэтому но сойдеп. съ атой прямой л нам*- 
нсше двнжен1я будетъ 'состоять только въ изм-Ьненш Лыстроты его. Такнмъ 
образомъ иолучается прямохинейное двиокенк сь иергмпнною скоростью. 
Спрашивается, что сл'^дуетъ называть С1Шростью такого движенЦ!? 

Отв1.ть на это даютъ обЩ1е принципы дифферет11альнаго нсчислеН1я. 
Движете есть явлен!^ подчиненное аакопамъ непрерывности. Мы разс«а- 
трнваемъ только так1я дви;кен1я, вт. которыхъ скорос1ъ не мЬняетсл вне- 
запно, а лишь постепенно. Поэтому прямолинейное движен1е а пг/н-мгьн- 
ною скоростью моя№ТЪ быть разсматринаемо состояшимъ нзъ рядд по- 
сл'Ьдовательаыхъ безконечно малыхъ ^ювномщшо-прятлиневьихъ даиженШ. 
Въ течев1И весьма ма-иго времени Д( всякое дннженде почти равном1;рно, 
всл*дств1е чего отношен|е ^, называемое среднею скоростью, довольно 
точно изм'Ьряегь быстроту движен1я въ течении времени Д(, Средняя ско- 
рость зависнтъ однако не только огь I, но и отъ Д(. Но пред1-.лъ 
-^. къ которому стремится отнон]ен1е ^7 при уменьшенш промежутка Д(, 
з^внситъ '1'олько огь I. Этотъ пред^лъ и называютъ скоростью точки въ 
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раго онъ пройденъ, называется скоростью равном'Ьрно-прямолинейнаго 

движен1я. Изъ самой формулы (2) видно, что разм^ръ единицы скорости 

таковъ 

[единица длины] 

[единица времени] 

наприм4ръ, если точка проходить равномерно въ 3 часа 90 верстъ, то 
скорость ея равна 



90 . [верста] „^ Г верста 

V = , г :р = 30 

3 . [часъ] I часъ 



= 30 верстъ въ часъ. 



Итакъ: 1) Скорость равномщтаго прямолинейнаю движетя есть ве- 
личина поотянная для даннаго движенгя. 2) Скорость 2)авномгьрнО'Прл- 
молинейнаго движенгя выражается (тгногиенгемъ щуойденнаю пути ко ег/;^'- 
мени, въ упечети котораю эттиь путь пройдень. 

§ 6. Общее уравнен1е равнои'крно-пряиолинейнаго движен1я точки. Всякое 

уравнеп1е вида 

х = а(-+-Ь , . . . • . . . • . . . (3) 

гОгь X 'пройденный прямолииойный путь, ( время^ а и Ь постюянныя. вы- 

ражаеть собою равномгьрно-прямолинейное движенье пючки. Действительно 

изъ (3) сл4дуетъ: 

Ах = а , Ы . . , (4) 

то есть: пройденный прямолинейный путь пропорщоналет» врсменп, въ 

теченш котораго онъ пройденъ- -основное свойство равномЬрно-прямолп- 

нейнаго движен1Я. 

Полагая въ (3) 

1 = 
получимъ 

X = Ь 

Следовательно Ь есть то разстояше, на 1соторомъ находится точка отъ на- 
чала координатъ при ^ = о, то есть въ начал^ъ времени. Это разстояше 
называется начальнымъ, Началомъ времени называется моментъ, отъ ко- 
тораго отсчитываемъ время. Положен1е, занимаемое движущеюся точкою въ 
начале времени, называется начальнымъ положенгемъ точки. 
Изъ (4) следуетъ д^ 

Следовательно а выражается отно1пен1емъ пройденнаго пути ко времени. 

въ течен1и котораго этотъ путь пройденъ. Согласно С1»азанному въ пре- 

дыдущемъ параграфе а есть, следовательно, скорость. 

Итакъ: уравнеше 

х = а1 -л Ь (3) 

выражаешь собою такое равномгьрнО'Прямолинейное движете точки^ въ 
которомъ а есть скорость, Ь начальное разстояше. 



У^ювненгя, саяммающгя [гкиШно ц/юемгнт ( Щ кщ/динюпы нючкнсо 
в}>еменемъ, жиываются уравт-нгями движтн1я. 

ПсЬ ойстоятедьства дв1(жс1пя и 1шлож1'Н1я точки ш- каждыА данный 
Ж'мснгь внолн* 011ред1^ляются уравнениями даижрН1Я. 

Ирымпрь. ()пр<'д11.1ить скорость, начсШ-ное полоЖ('Н1с точки и положг- 
Н1е м въ коицЬ Ю-П секунды, иослЬ прох1>жден1я прел, папальнос поло- 
агейс. въ движси!». уравве1Г1е котораго таково; 

I [ЫРТрЪ] 



скорость V - 



^ [цет|>г] 
[секунда] 



- Л метра въ секунду. 



Нач;иьнос полии;ен1е находится яа разстоянш 5 мстровъ, въ иодожн- 
тельную сторону, оп^ начала координагь. 

Точка дыижотсн въ сторону возрастаюшихъ положнтольныхъ иксовъ. 
Въ концЬ 10-й секунды она находится на разстояти отъ начала коорди- 
латъ равнонъ: 

яг = 3 -р!— ^— ^— Ц- . 10 Гсркунда1-1-Г. [мстръ] — (3 . 10ч- 5) метръ = 35 мстр- 

§ 7. Пряколиненное движете съ переменною скоростью. Подг дМст111смъ 
1Ч1,1и, маТ1'р1а,1Ы1аи точка можгп. донгитьсн неравномерно, то пгп. съ нзм!- 
н(Лпшеюся скоростью. По 2-му закону Ньютона нанравлоя1с измЬпетя дви- 
жешя совпадаегь съ в»правлея1е1п. силы. Если сила направлена в-ь те- 
Ч1'нш всего ДННЖСН1Я но данной прямой, то н нзы1.непк' днии{рн1Я йудетъ 
направл)?Н1) въ каждый данный ноиентъ но этой прямой (которую иы ири- 
мемъ 311 ось иксовъ). Точка поэтому не соЯдстъ съ этой црлвой н изм*- 
нсн1е динжен1я будетъ -состоять только нъ нзн')^ионш быстроты его. Такнмъ 
ййразомт, получается прямолинейное даиженк съ пе1>емп,нн(т скоростью. 
Спрашннаотся, что сл^Ьдуеть называть скорость»! такого ДВИЖСН1Я? 

Опг^тъ на это даюгь обЩ1<; прянцицы дифференщальнаго нспислитя. 
Движони" есть Я1!Л0В10 подчииснно1> закояаиъ вепрерывностн. Ми разсма- 
трцваомъ только так1я движения, въ поторыхъ скорость нр меняется вне- 
запно, а лпшь постепенно. Поэтому прямолинейное движете съ псремпн- 
нон> гкороапью ыожетъ быть разсматрнваеио состоящнмъ изъ ря-ш ио- 
схЬдова! ельныгь бсзконочно малыхъ 11авном*ьрно-П2>ямолинрйныхъ движепШ. 
Въ течепш весьма малаго времени Д( всякое движепш почти равномЬрно, 
вс14дств1е чего отно1нен[е ^ , называемое среднею ско/юстью, довольно 
точно нзм+.ряетъ быстроту движения въ течен1и вр*'меяи М. Средняя ско- 
рость заниснтъ однако не только отт. (, но и чтъ Д/. Но пред11лъ 
-^, къ которому стремится отношеше ^ при уменьшении промежутка Д/. 
заниснтъ 1'олько отъ (. Этотъ пред-к1Ъ и назиьаюгь скорос1ък1 точки вч. 
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хоть моментъ, до котораго протекло время Ь отъ начала времени. Итакъ: 
скорость какого бы то ни было прямолинеинаго движенья выраа9С(1ется 
прог43водною 

I И) 

отъ пути по времени. 

Поэтому, если движете дано уравнен1емъ 

^ = /(0 (5) 

то скорость V будетъ выражаться формулою 

§ 8. Ускорен1е въ прямолинейноиъ движенЫ. Положимъ, что въ тече- 
нш безЕОнечно малаго промежутка времени сИ скорость увеличилась на ' 
с1у, такъ что изъ V обратилась въ г; -ь ^V. Тогда, на основанш формулы 
(6), им'Ьемъ: 

ЛV = а (^) = Г{^)-си (7) 

Такое приращен1е получаетъ скорость V въ течен1и промежутка сИ. 
Если бы точка двигалась загЬмъ съ тЬъп> же приращешемъ (IV скорости 
въ каждое последующее сК, то въ единицу времени скорость получила бы 
приращен1е 

^ = /«(0 = -'' 



= Г(0 = ^ (8) 



"Ар/р^^^г^. д^)1а величина^ равная приращенгю скорости отнесенному кь единить 
^^^'^У^времени, называется ускоренгемъ. Мы будемъ обозначать ускореше бук- 
'^'^Лу-вою ^. 

1Г и^ ^,<р 






г Итакъ: , = -^=/'(0^-, (О) 

ускоренге измгьряется первою производною о)пь скорости по времени или 
впюрою производною отъ пути по времени, 

Ускорен1е и есть то самое, что Ньютонъ назвалъ изм'Ьнен1емъ дви- 
жев1я. 

§ 9. Рази'кръ ускорен1я. Мы знаемъ изъ ;§ 6-го, что разм'Ьръ единицы 
скорости таковъ: 

[единица длины] 
[единица времени]. 

Изъ (9) видно, ЧТО ускорен1е измеряется отнои1ен1емъ '^- . Сл'Ьдова- 
тельно разм'Ьръ единицы ускорен1я таковъ 

[единица длины] 
[единица времени]^. 



10. Сшла. По второму основному закону Ньютот (§ 8) ишЛнстпе двя- 

Ж1'Н1Я, ТО гсть ускорен1е 7, пропоршонально спл'Ь действующей на мате- 
р^ал^>ну||> точку. 

Следовательно и наоборотъ: сила Р. действующая но нанрав-юнш дви- 
жешя, пропорцюнальва ускорен1ю ^, то есть; 

Р=»13 (10) 

гл'|1 т а^Ькоторое постояиаоц, называемое массою. Ита1п.: сила выра- 
жаапся щюизведию'емъ массы на ускоренге. 

Силы, д'Ьйствуюпия по направлешю осей коордннатъ, мы будемъ обо- 
значать большими буквазш, соответствующими назван1ямъ осей. Тогда, 
согласно (9) и (10), нмеемъ; 

Х=т] (Ша) 

^■ = '»^ <!■' 

или X =^т -^т * ■ ■ (12) 

Уравнешя (И) и (12) называются диффоронщальными уравнен!ян11 
прямолинсйнаго движен1я. 

§ 11. Масса. Наблюден1е н о[[ытъ (нанрин^ръ опыты на Лт^удовоЙ 
мапшн'Ь) показываютъ, что для возбуждения того же ускаретя требуется 
паьмъ большая сила, чгьмь больше матерш заключается вь пчьлп. Но 
уравнев1е (9) ноказываетъ, что для возбуждешя того же ускорещя ^ 
нужна г1'.мъ больгаая сила Р, ч11мъ больше масса т. Следовательно масса 
цредставляетъ собою ве.1нчину изм-Ьряюную количество матерш. Нзъ пер- 
дыхт. двухъ законовъ Ньютона видно, что материя обдадаетъ способностью 
сопротивляться изменевЁю движед|я. ^Зта способность называется инернгею. 
Масса выражаетъ инерпдю матери!. Инер1уя — сто основное свойство ма- 
тер1и. 

Во избЬжан1е недораэуменШ заиетнмъ тутъ же следующее. Вся1ия 
гЬла больи11я и нальгя, тяжелыя ц легия паданпт. въ данной местности 
земной поверхности, аъ пустотЬ, съ одинаковыш. ускорен1емъ именно по- 
тому, что Нмъ тяжелее тело, тЬжь больше его масса ш. но зато во 
столько же разъ и весъ его, то есть действующая на него сила, больше, 
а если мы въ формул* С9) увелнчииъ въ одинаковое число п разъ силу 
1' н массу иг, то по,тучимъ: 

Р» = мну, 

откуда } определится тою же величиною ^^ 

какъ и нзъ (9). ^^И 
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§ 12. Абсолютныя единицы. За основный единицы принимаются: еди- 
ница длины, единица времени и единица массы. Изъ этихъ единицъ со- 
ставляются сложный единицы, подобно тому какъ мы уже составляли еди- 
ницы скорости и ускорен1я изъ единицъ длины и времени. Такая система 
единицъ называется абсолютною. 

Въ дальн'Ьйшемъ изложеши мы примемъ сл^дуюпця обозначен1я 

[X] = [единица длины] 
[Т] = [единица времени] 
[Л/] = [единица массы]. 

Тогда, согласно сказанному въ §§ 5 и 9, получимъ: 

[единица скорости] = ^ , -^ = [ЬТ^^] 

[единица ускорешя] = |^^ = [ЬТ-^] 

§ 13. Разм'Ьръ едини1;ы силы. Согласно такому обозначенш и фор- 
муле (9) заключаемъ, что разм-Ьръ единицы силы таковъ: 

[единица силы] = [М^Т'-^]. 

Если за основный единицы приняты [Ь], [Т] и [Л/], то за единицу 
силы мы долоюны уже принять такую силу, которая, действуя на единицу 
массы, производить единицу ускоренк. 

§ 14. Сантиметръ — грамнъ— секундная система едини1;ъ. Въ современ- 
ной физик1^ получила широкое распространеше такая абсолютная система 
единицъ, въ которой 

[Ь] = [сантиметръ] 

[Т] = [секунда] 

[Ж] = [граммъ] = масса содержащаяся въ I грамм* вещества. 

Эта система называется С.д.з система абсолютныхъ единицъ. Изъ 
основныхъ единицъ образуются сложный 

[единица скорости] = [1/2^^] = скорость точки, проходящей равномЬрно 

1 сантиметръ въ 1 секунду, 
[единица ускорешя] = [ХТ"^] = ускорен1е такого движешя, при кото- 

ромъ въ 1 секунду скорость увеличи- 
вается на единицу скорости, 
[единица силы] = [Л/1/Г-^] = сила, подъ вд1ян1емъ которой масса 

граммъ пр1обр*таетъ ускорен1е, равное 
единиц*. 
Эта единица силы называется динъ. В'Ьсъ одного грамма равенъ 981 дину. 

§ 15. Ускорен1е земного тягогЬн1я. ВЪсъ. Ускореше, производимое си- 
лою тяжести на земной поверхности въ разлнчныхъ м'Ьстностяхъ раз- 



Л1РПГ0. НО успореп1е вт. одной агЬстнпстн мало отличается огь уссоре!Йя 
въ другой. Въ среднемъ оно равно 981 едииицъ ускорей1я"1 п обояип- 
чается чрсзь д. СхЬдоинтельаи влсь р гЬла, то есть именно сила воа- 
йуждаюшая усьорсше д, связана съ массою т^1а, согласно (!)), такою 
форз1улою: 

Т = »'д 03) 

гдЬ , = 981 ГсантнмотрЧ ^ [ШЩ^ 

[секунда]" [секунда]'. 

§ 16. Системы единкцъ отлнчныя отъ абсолютной. Иногда, напршгЬръ 
ьъ пракпшчмгаП мехапик^, нринимашть за основкыя единипы: единицу 
длинг! 1 метръ, единицу времени 1 секунду, единиц)- силы В'11съ 1-го кн- -. 
.юграииа. Тогда уже масса гЬда опред'Ьдяегся нзъ (13) такъ 

•" = 5^' '"' 

, касса содрржаш1и1С8 въ квпогр. 
гд11/> пие.10 килограммовъ, 1М1Ш1]ца аассы = ' - др. ^ 

Изъ этого 11рии'11ра видно, что выборъ единит^ есть дЬло условное, 
но необходимо ихъ выбирать такъ, чтобы уравнен 1я, связыиаюадя раз- 
лпчныя величины, удовлетворялись. Такъ: въ примФр'Ь настоящаго пара- 
графа можно бм.1о произвольно выбрать дв1; единицы (д.1ины и силы), но 
тогда третья единица (массы) должна быть выбрана уже такъ, чтобы 
уравнение (14) удовлетворялось. 

§ 17. Различные типы задачъ на прямолинейное двнтен1е точки. При 
нзслЬдонан! и прямолиж.'Йнаг^- Д1)НЖ(.'Н1Я точки г<стр1.чаются задачи глав- 
н1йшниъ образонъ двухъ типовъ: 1) По данному уравнению движения 
определить скорость, уС1;орен1е и силу, производящую это движете. 2) По 
данной снл'!^ найти ускорсше, скорость и уравнена' двнжен1я. 

Задачи 1-го тина решаются весьма просто дифференцнрованшмъ. Р'Ь- 
шешв ато можетъ быть представлено въ общемъ вид-Ь сл-Ьдующимъ об- 
разомъ. 

Дано ураввея1ц прямолннейнаго двил:еН1Л но оси нксовъ 

! = /(') (1-1) 

Отсюда по (Г)] получаеиъ дифферснцировашемъ скорость 

V=^т (16) 

Дифферинцнруя еще разъ, получнмъ по (8) ускореше 

' ./=/"(') (П) 

11омнож:и1 на массу, получимъ по (11) силу 

Х = п>Г [I) С1&) 

*) Сила тяжести увеличяваеп. сноросп. оодающаго тЬло в*ь кашдую се- 
. кувду иа величину, рнваую „9й1 саптпметръ въ секунду". 



Х = т ^ = т 1ба^ ч- 2Ь). 
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Примтьръ I. Огфед'кшть скорость, ускореше и силу въ* прямолиней- 
номъ движен1и, выраженномъ зфавненхемъ 

X = а1^ ч- Ы^ -^ (^ -^ к 

Находимъ: г = -— - = За^^ ч- 2Ы -^ с 

аг 

Л' 

Оказывается, что въ этомъ движеши сила X съ течешемъ времени 

нзм'Ьняется. 

Примтьрь II. Определить скорость, ускорен1е и силу въ прямолиней- 

номъ движеши 

а: = о/^ -+- й^ ч- с. 

Находимъ: V = -,^ = 2а^ ч- Ь 

а1 

•^ = ^ = 2" 

А = т -— ^- = 2ат. 
аг 

Зд4сь сила, действующая на точку, оказывается величиною постоянною. 

Перейдемъ къ задачамъ 2-го типа, решающимся интегрироваваемъ и 
разсмотримъ прежде всего такхя задачи, которыя сами по себ* им^ють 
большое значеше. На этихъ задачахъ мы познакомимся еще съ некото- 
рыми основными П0НЯТ1ЯМИ механики. 

18. Общ1й способъ р'Ъшеная задачъ 2-го типа. Задачи 2-го типа, то 
есть так1я, въ которыхъ по данной силгь X ищется ускореше, скорость 
и уравненхе движен1я, решаются инпгегрировангемъ дифференц1альнаго 
уравнешя движешя: з 



^ 
^ 



X ^=^ ^П -^^72' ' (1^) 



а именно: ускорен1е находится, согласно (10а), по формуле: 

3 = ^ (20) 

Затемъ по формуле (9) и (20) имеемъ: 

- = - Р1) 

т (11 ^^^^ 

Интегрируя это уравнеше, получаемъ скорость V. 
Далее по (6): 






Интмтируя его, находимъ х какъ функтш времени, то есть ттсомое 
уравнрН1е лвижев1я: 

л = /ЧП (2^) 

% 19. Движен!е тяжелой точки падающей въ пустотЬ. Представпкъ 
ссб!., что въ начал!; 1;оордннап. П рпсполпжепноыъ на небольшой (не 
бол'Ье кыломмтров'!. 10) ьысогЬ ол. гл'мной поверхности находится тяже- 
лая точка массш т. Въ н^котормИ номенть. огь котораго будемъ стятап. 
время, предоставляемъ точк-Ь свободу падать подъ вл1ян1емъ своего в+,са 
{то есть подъ вл1ян1емъ земного првтяжен1Я^. Оиред1'.лпть двнжен1е точки «. 

Зд^сь дана д'ЬЙстпующая сила =^ В'Ьсу падающей точ1:11. Эта снла 
постоянная *). В'Ьсъ точки кассы т по (13) рявевъ тд. Следовательно, 
избравъ ось П|.-совт> по верт11ка,1Н внизъ отъ нач;иа О, пм'Ьемъ: 

Х = тд = т^ (21) 



ИЛИ, согласно (21): 



I е/<И=- I Лр. 



Ннтеграшя ввсдетъ произвольное иостоянное с, такъ что по интегри- 

рован1и получнмъ: 

'^ ^ д1 -\- с= V (26| 

Это произвольное постоянное определяется нзг начпльныхъ данныхъ, 
а именно, согласно услов1ямъ задачи, при / ^ О скорость а равняется 
нулю. Сл'Кдовательно (26) для начала движенЫ им'Ьегъ видъ: 

5 . О -)- с = 0. 
откуда: с = 0. 

Но (! постоянное. (.'л11довательно, если оно равно О при нача.1+. дви- 
жения, то и въ течеа1я всего двнжешя оно равно нулю 
Поэтому (26) прннимаетъ вндъ: 

. = я (2?) 



Сщшапь п'1111нЫ точки пропориюнальна времени. 



ЗаНмъ (22) даегь: ,, = у1 = - ^ (28) 



/'"" = /' 



*) Ёслнбы точка падала съ высоты иного бо.1ьше!$ 10 нилоиетро) 
пришлось бы нш4ть д-Ьяо съ перем'Ьннов силой, потому что при1Я1кен1е ж 
ослп&Ьваегь по >гЬр1 удаленЫ огь йен точки. До высоты 10 кнаоиетров'ь (вы- 
соты самцх'ь высоквхъ горъ! иои:во цревебречь изи'Ьвен1екъ вкса, вавися111ииъ 
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Интегращя введетъ произвольное постоянное с^. По интегрировати 
подучимъ: 

V -+■ ^1 = ^ (2^> 

Опред'Ьлимъ с^ изъ иачальныхь данныхъ. При ^ = О точка находится 
въ начал^Ь О, следовательно х = О при I = 0. Вставляя въ (29), полу- 
чимъ: 

откуда: с, = О 

Следовательно (29) им-Ьемь видъ: 

^ = ^ (30) 

Это и есть искомое уравнен1е движешя. 

Задача, какъ и всякая задача этого типа, потребовала двухъ инте- 
грированШ. Каждое интегрированге ввело произвольныя постоянныя, кото- 
рый опред'Ьлены были изъ начальныхъ данныхъ. Ускорен1е въ этомъ двн- 

гк..^ [сантиметръ] ^ 

жеши есть величина постоянная а = ^Ы —. %-. Скорость, какъ 

•^ [секунда]^ ^ ' 

ЭТО ВИДНО изъ (28), пропорщональна времени. Такое движен1е называется 
равнолпьрноч^скореннымъ, 

§ 20. Изсл'Ьдован'ю движен1я тяжелой точки, падающей въ пустотЬ. 

Изъ уравнен1я (30) находнмъ, что пути, проходимые точкою отъ начала 
координатъ, будутъ *) 

въ конц4 1-ой секунды х^ = — ^ = 490,5 сантиметровъ = ^ 

981 ^2 о 4 

2.0Й э х, = -^^ =1^(у2 э =^ 

3-ей э X, = -V- = -1414.^ * = Ч^ 

. « 981. 4^ пажа 9-^^ 

> 4-ой » X. — — ^ — = 7848 * = -^-5— 



Сл^.довательно: 
въ теченш 1-ой секунды точка проходить х^ = 490,5 сантиметр. = | 

1 

> 2-ой » > > х^ — х^ =- 1471,5 > = '^ 



') Уравн. (30) въ полномъ вид!', таково: 

[сантиметръ] 

[секупдаГ- 1^81 х'^ 

X = ^ — "^ ^ — (' [секунда]' =: - -^ [сантиметръ]. 
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въ теченш 3-ей секунды точка проходить лгд — ^а = 2452,5 сант. = ^ 
э 4-ой » » » ^А—^г = 3433,5 э = ^ 



Изъ (30) и изъ 1-ой таблицы настоящаго параграфа видно: 1) пути, 
проходимые падающею точкою отъ начала, при ея равно1гЬрно-ускорен- 
номъ движеши пропорщональны квадрату времени протекшему отъ на- 
чала движетя. Изъ таблицы 2-й настоящаго параграфа видно: 2) пути, 
проходимые точкою въ теченхи ряда посл'Ьдовательныхъ секундъ, пропор- 
щональны посл4довательнымъ нечстнымъ числамъ 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 

Изъ (28) находимъ скорости, 1соторыми падающая точка обладаетъ 
въ различные моменты: 

въ начал* движен1я V^ = 0. 

въ конц* 1-ой секунды V, = 981 сантнметръ въ секунду. 

> > 2-ой » ^2 = 981 . 2 = 1962 сантим, въ секунду. 

> > 3-ей )► Гз — 918.3 = 2754 » > > 
» > 4-ой > г;4 = 981 . 4 ~ 3924 > > > 

§ 21. Работа. Работою Г, которую производить сила, действующая 
на свободную точку, называется произведете: 

Р .Н .=Т (31) 

силы Р на путь пройденный точкою въ разсматриваемое время. 

Если точка не свободна, а принувдена двигаться по определенному 
пути (напримЬръ, если она заключена въ прямолинейной трубк*) и если 
сила направлена по пути, проходимому точкою, то работа тоже выра- 
жается произведен1емъ РА. 

Если же направлен1е пути состамяеть съ направлешемъ силы уголь 
Ф, то разсуждаемъ такъ: разлагаемъ силу Р на силу р, направленную 
по пути, и на силу ^, перпендикулярную къ пути. Сила ^ только лри- 
жимаеть точку къ тому, что препятствуетъ ей сойти съ пути; ^двигаеть 
же точку только сила р равная проложешю Рсоз^ силы Р. на направле- 
н1е пути. Следовательно въ этомъ случае: 

Т = р . 5, 

где 5 путь пройденный точкою въ разсматриваемое время или 

Т= Р ,С08^ 8 (32 ) 

При 9=0 получимъ формулу (31). 

Итакъ общее определен1е работы таково: работою называется произ- 
веденге пути $ на проложенге Рсо8':р дтьиствующей силы Р. 

Делоне. — Курсъ теоретической механики. 2 
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1Трим1ьръ 1. Работа силы тяжести тд при прохожден1и падающею 
точкою пути (хт— л^о) равна: 

7ЛГ/ (х — х^, 

Примгьръ 2. Работа силы тяжести тд при прохождети падающею 

точкою разстоян1Я X равна: 

тд . X. 

§ 22. Единт^ы работы. За^единицу работы обыкновенно принимают!» 
килогхшммегпрь, Килограмметромъ жхзывается работа силы равной впа! 
одного килограмма на пути равномь мет}уу, проходимому* точкою по на- 
правленгю эт^и силы подь исключительнымъ ея вльянгемъ, 

Въ абсолютной 0.8 систем'Ь одиницъ за единицу работы хфини- 
мается эргъ. 

Эргомъ называе^уюн работа силы равной одному дину на пути /мв- 
номь сантиметру, проходимом}, точкою вь направленги этой силы. 

Мы видЬли въ § 1 3-омъ, что разм'Ьръ единицы силы таковъ {МЬТ " -). 
Следовательно изъ (31) заключаемъ, что разм^ръ единицы работы таковъ 

1000000 эрговъ называется €мегаэр1ъ», такъ что: 

мегаэргъ =10^ эргамъ 
10 мегаэрговъ называется ^джауль^, такъ что: 

джауль = 1 0^ эргамъ 

о 

§ 23. Живая сила. Произведете -^ массы на половину квадрата 
скорости называется живою силою. 

Живая сила = — (3 

% 24. Уравнете живой силы. Во многихъ случаяхъ (въ какихъ имен- 
но — будетъ указано впосл'1аств1и) оказывается в1>рнымъ уравшшге, назы- 
ваемое уравнен^ем7^ э/сивой силы и заключающееся В7> томъ, что 2^<^^отп 
равна приращенгю оюивой силы 

2=7,- - ■; (351 

гд'Ь V И г'о скорости въ как1е либо два момента. 

§ 25. Уравнен1е живой силы въ движен1и точки, падающей въ пустот'Ь. 

Пусть VI и Го суть скорости въ моменты /, и (^ (то есть въ моменты, дс» 
которыхъ протекло время ^, и 1^ отъ начала времени;. Прирапммпе иси- 
вой силы за разсматрньаемый промежутокъ времени 1^- /„ Г)удет7>: 

тг\'^ шуд- 

Работа, совершенная силою тя;кестп :за это время будетъ: 

Т = тд (а?! - х^). 
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Для сравнен1я этихъ величлнъ выразимъ и ту и другую чрезъ I. На 
основаши (28) имЬемъ: 

Следовательно: 

'^-'^='^^^^-^г) (36) 

На основанш (30) им-Ьемъ: 

X - ^^1 



_ 9^0 
Следовательно: 

" = тп (х. — хЛ = — 



ч = 



'1 

Т = тд {х,-х,) =-^~ {1,'-г,^) (37) 



Сравнивая (37) съ (36) видимъ, что: 



У ^ тг^" т^о' 



• 



2 2 

Уравнен1е живой силы оправдывается въдвижеши падающей точки. 

§ 26. Некоторый пояснен1я понят1я «работа». Впосл^дстиш (§ 139) 
мы увидимъ, что уравнен1е живыхъ силъ оправдывается для всЬхъ силъ 
природы. Во многпхъ случаяхъ недоразуменхя, возникающ1я по поводу 
понят1я «работа», устраняются, если припомнимъ, что работа равна при- 
ращен1Ю живою силы. 

Такъ наприм'Ьръ опред'Ьлен1е кплограмметра, какъ работы произво- 
димой при П0ДНЯТ1И одного килограмма на одинъ метръ, встр-Ьчающееся 
во многпхъ руководствахъ, не совсЬмъ точно. Действительно, работа силы, 
поднимающей одинъ килограммъ на высоту одного метра зависитъ еще 
отъ того, съ какимъ ускорешемъ она его поднимаетъ. При такомъ под- 
нят1и, на массу килограммъ дЬйствуютъ две силы: поднимающая Р и сила 
тяжести тд. Если эти силы равны, то поднимаемая масса будетъ (со- 
гласно 1-му закону Ньютона) двигаться равномерно подъ вл1ян1емъ со- 
общенной начальной скорости, такъ какъ равныя и противоположный 
силы Р и ту взаимно уничтожаются. Въ этомъ случае работа подни- 
мающей силы въ точности равна отрицательной работе силы тяжести и 
равна, следовательно, той положительной рабогЬ тяжести (веса 1 кило- 
грамма), которую тяжесть ироизводитъ при падеши массы одного кило- 
грамма, пронсходящемъ на протяжеши 1-го метра высоты, и потому въ 
точностп равна 1 килограмметру. Но ес.1и сила Р больше тяжести одного 
килограмма, то поднимаемая масса будетъ подниматься съ ускорен1емъ и 

раоота при поднятш одного килограмма на 1 метръ равная ^^ — 

будетъ зависеть огь того, до какой скорости у^ доведено будетъ подни- 
маемое гЬло 110 проход'Ь одного метра. 
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Въ случае равновгЬрнаго движен1я поднят 171 = Го ^ и работа сово- 
1{упности двухъ равныхъ и противоположныгь силъ Р и тд равна нулж), 
ибо 



2 ^«. 3 

= 0. 



тУ(^^ тV^ 



т»,'' тгг 



Въ случа* неравном^рнаго поднят1я -~ 2^ не равна нулю: ра- 

'бота силы Р не равна рабогЬ силы шд и сл^^довательно не равна кило- 
грамметру. 

Иногда силу тд разсматриваютъ какъ сопротивлен1е, побтьждаемое 
силою Р. Но всякое сопротивлен1е есть тоже сила и несравненно удоб- 
нее вводить вс4 сопротивлешя какъ силы, — тогда будемъ всегда приво- 
.дить движете къ движен1ю свободной точки и не буде!п> вводить ника- 
кихъ выражешй, страдающихъ неопред'Ьленностью. Тогда: работа сово- 
купности всЬхъ д'Ьйствующихъ на точку силъ (въ томъ числ-Ь и сопро- 
тивлешй) при равномпрт'Прямолинейномь дваженги точки всегда равна 
нулю по 1-му закону Ньютона. 

§ 27. Мощность. Не надо смешивать съ понят1емъ «работа» понят1е 
«мощность». Слабый двигатель можетъ произвести въ теченш большого 
времени такую же большую работу, какъ и сильный двигатель въ течеши 
малаго времени. Величина, определяющая способность двигателя произ- 
водить данную работу въ течеши даннаю времени, называется мопщостью. 
Мощность равна работгь производимой двигателемь въ единицу времени, 

Въ практической механике за единицу мощности принимается лота- 
диная сила или паровая лошадь обозначаемая такъ НР, отъ англШскаго 
слова Ног80 Ро^чгег = лошадиная сила. 

НР = 1Ъ килограмметровъ въ секунду (38) 

Обыкновенная крестьянская лошадь, при 8 часовой рабогЬ въ сутки, 
даетъ несколько меньше, именно около СО килограмметровъ въ секунду. 
Средней силы челов'Ькъ, при рабогЬ по 8 часовъ въ сутки, можетъ дать 

около ■=- НР, 

«Паровая машина въ 5 паровыхъ лошадей > (или въ 5 лошадиныхъ 
силъ) значить: паровая машина, способная производить работу по 5 . 75, 
то есть по 375 килограмметровъ въ секунду^ то есть, можетъ поднять 
равном'Ьрнымъ движен1емъ вь течете одной секунды или 375 килограммъ 
на высоту 1 метра, или 25 килограммъ на высоту 15 метровъ, и такъ 
дал'Ье, — вообще можетъ въ течент секунды произвести работу равную 
П0ДНЯТ1Ю такого вЬса р на такую высоту Л, что 

р . Л= 375 килограмметровъ. 

Такая машина можетъ въ течент п секундъ произвести п . 375 килограм- 
метровъ работы.* 
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Въ С С . 8 систевгЬ единицъ за единицу мощности принимается 
мощность машины, способной произвести одинъ эргъ работы въ секунду. 

Въ физик*, особенно въ электротехник'Ь, весьма распространена осо- 
бая единица мощности уаттъ (или ваттъ). Уатть ото мощность^ даю- 
гцая 1 джауль въ секунду. 

Уаттъ = джауль въ секунду = 10^ эрговъ въ секунду = 0,102 кило- 
грамметра въ секунду. 

Сл'Ьдовательно: уаттъ = у-^ паровой лошади (39) 

§ 28. Дв11жен1е точки брошенной вверхъ въ пустоте. Приложимъ ска- 
занное въ предыдущихъ параграфахъ къ весьма интересному прим1^ру: 
иза1'Ьдуемъ движете точки брошенной вертикально вверхъ съ данною 
скоростью V^ и находящсйся подъ д'Ьйствхемъ земного тогогЬшя. Задача 
эта выражается бол-Ье точно въ сл'Ьдующихъ словахъ: по данному уско- 
ренш у земного тягогЬшя и по данной скорости V^, направленной вер- 
тикально вверхъ, найти движен1е точки, полагая что т есть масса точки 
и что точка брошена въ моментъ ^ = О, отъ котораго считаемъ время. 

Примемъ за начало координатъ ту точку пространства, изъ которой 
выбрасывается точка т. Возьмемъ ось ^ по вертикали вверхъ. Сила тя- 
жести въ настоящемъ случае, на основаши (10), равна 

2 = — тд . . . .' (40) 

Она д-Ьйствуетъ по вертикали, но въ сторону отрицательныхъ ^г. Ни- 
как1я друг1я силы на точку т не дМствуютъ. 

Поэтому точка т не сойдетъ съ оси ^:. На основаши (12) им4емъ 



2 = — гид = т 



ЛЬ 



«^" -^ = Ть ^^^^ 

ИЛИ е?|; = — дд,1. 

Откуда / йV = — д I Л1 

ИЛИ V = — д( -^Су^ (42) 

гд* с^ постоянное интегращи. Опред^ляемъ его изъ начальныхъ данныхъ: 
при ^ = О скорость V = ю^\ сл*довательно въ начальный моментъ (42) 
им'Ьетъ видъ: 

Откуда с^ = Го- 

Поэтому въ течеши движенхя (42) ив«4етъ видъ: 

^ = ^ д1^^^ (43) 
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Но по (6) скорость равна производной отъ пути по времени. Следо- 
вательно: ^^ 

или й^ = — дЬ (И -н 1\йЬ. 

Интегрируя находимъ 



I й^ = _ ^ / ^ й^ -4- 17о / ( 



9±' 
2 



то есть: ^ =: - ^ -\- Vо^ -\- с^ (44) 



-^ = V — ^ С45) 



гд'Ь Са постоянная интегращи. Опред^ляемь ее по начальнымъ даннымъ: 
при ^ = О по условш е = 0. Следовательно при ^ = О уравнеше (44) 

даегь: 

с^ = о. 

Поэтому, въ теченш движеи1я, (44) им-Ьеть видъ: 

2 

Вотъ гсакой видъ им^еть уравненхе изсл^дуемаго движея1я. 

Опред-Ьлимъ наибольшую высоту, до которой поднимается точка. Иначе 
говоря, найдемъ максимумъ для 0. Для этого приравняемъ нулю произ- 
водную по ^ отъ правой части уравнен1я (45). Получимъ: 

^0 — ^ ^ О, 

V 

откуда: ^ = - = времени подняйя до наибольшей высоты. 
Вставимъ эту величину — вместо ^ въ (45), получимъ: 

^г тах1т 



^0 9 /^'о\^ ^0^ 
С1т. = г*п • -■ — ^ • I — I = 7г- • 



Назовемъ наибольшую высоту поднят1я буквою Л. Тогда: 



V ^ 

г тах1т. := /* = -5- . . (46) 

2д ' 



откуда: V^ = \ 2дЬ (47) 

Формула (46) определяеть высоту наибольшаго поднят1я брошенной 
точки по данной начальной скорости V^, 

Формула (47) опред'Ьляетъ ту начальную скорость, съ которою надо 
бросить вертикально вверхъ точку въ безвоздушномъ пространстве, чтобы 
она поднялась на высоту 7/. 

Обе эти формулы имеютъ весьма важное значенхе въ механике. Урав- 
неше (47), въ применеши его къ двнженш жидкости, называется форму- 
лою Торнчел.1И. 
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При большихъ начальныхъ скоростяхъ величины, вычисляемыя по 
формуламъ (46) и (47), значительно разнятся отъ гЬхъ, как1я получаются 
для движешя точки въ воздухе, который оказываетъ сопротивлен1е дви- 
женш; но при небольшихъ нача.1ьныхъ скоростяхъ эти величины мало 
отличаются отъ поду.ч4емыхъ для движен1я въ воздухе. 

§ 29. Потенц1альная функц1я. ^ я всЬхъ сид ъ^ природы^ существуютъ 
так1я функщи Т1 (координатъ движущейся точки), производный которыхъ 
по этимъ координатад1Ъ равны проложен1ямъ силы на оси координатъ, 



такъ что: 



дх 
дЦ_ 

дИ _ ^ 



X 



^ Г 



(48) 



Такая функц1я V называется поупенщальною или силовою, Наприм'Ьръ, 
въ движен1и точки брошенной вверхъ (§ 28), потенщальная функп1я 
равна у; 



; — тдг = II . 

и проложешя силы тягогЬшя на оси равны: 

ОХ 



(49) 



^У 
дв 



— —Щ 



(Г>0) 



§ 30. Законъ сохранен1Я живой силы. Во всЬхъ т1^хъ случаяхъ, когда 
точка свободна (когда ея движете нич'Ьмъ не сгЬснено) или когда она 
принуждена двигаться по поверхности или линш не изм^няюпшмъ своей 
формы, — существуетъ законъ: окгшан сила равна суммгь погпемцгсиьной 
((>упкцги и постояннаго количесупва: 



тV' 



^и-^^с 



(51) 



Законъ этотъ пров'Ьряется на всЬхъ существующихъ наблюден1яхъ. 

Такъ какъ 17 есть функщя только координатъ х, /у, 5 точки, то (51) 
показываетъ, что при возвращен1и въ прежнее положенхе живая сила 
пр1обр'Ьтаетъ величину, которую им'Ьла при предыдущемъ прохожден1и 
чрезъ это положеше. Поэтому законъ выражаемый формулою (51) назы- 
вается закономъ сохранешя живой силы. 

Впосл'1>дств1и мы подробнее остановимся на этомъ закон'Ь, а пока про- 
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в^римъ его существоваше на разобранномъ въ § 28 движенш точки бро- 
шенной вверхъ. 

Въ этомъ движеши какъ мы указали при формуле (49): 

и = — тдг (52) 

Выразимъ и чрезъ время, подставляя въ (52) вм^^сто е его выражеше 
чрезъ I, данное формулою (45). Получимъ: 

^=--ЩШ—~]=-—тдV^^'^-^. . . .(53) 

Выразимъ теперь живую силу -^ чрезъ I пользуясь формулою (43). 

Получимъ: -у = — (го — д\У^ ~ ^^ тV^д^ -ь -^ . . . (о4) 

Сравнивая (53) съ (54) получимъ: 

— — С-'""» >^ • • • • • • • "\*-»^1 



2 

Но при данной начальной скорости г^ посл'Ьдн1й членъ уравнешя (55) 
постояненъ; сл-Ьдовательно (55) им'Ьетъ видъ (51). Законъ сохранен1я 
живой силы оправдывается въ разсматриваемомъ движен1и. 

Вставляя въ (55) вместо Л его величину — шдг, получимъ: 

-7Г- = -^ — ^"9^ (^Ь) 



Эта формула (56) ясно показываетъ, что всякхй разъ какъ координата г 

пр1обр4таетъ ту же величину, какую им4ла превде, такъ и живая сила -^ 

прюСр-Ьтаехъ прежнюю величину. Когда, наприм'Ьръ, при восходящемъ 
движен1и брошенная точка была на высогЬ 2 = Н^ то по (56) живая 
сила была » 

—^ тдН, 

Когда, опускаясь внизъ, точка придетъ опять на высоту Н, то живая 
сила, согласно (56), опять сделается равною -2^- — ^пдН. 

§ 31. Законъ сохраиеи1я энергж. Живую силу -^ называютъ также 
кинетическою энррггею движущейся точки. 

Величина же С^ — V (57) 

гд* С^ есть некоторое постоянное, называется потенцшльною энерггею 
движущейся точки. /..,,. ;. 

Сумма энерпи потенц1альной и кинетической называется 1юлною энер- 
4«ею движущейся точки. 



01|ред11лнмъ тапое постоянное С„ чтобы 

Тогда пзъ (51) получимъ 

?^=Г/ч- С,- С, 



-(С, ~ ю = 



. СбР) 



Это уравнеше согласно С1. оиррдЬлен1е)1ъ всппшам (57) показываегь, 
что сумма кинетической и потгнщальной эперпи движущейся точки есть 
«/•ли-тна постоянная. Другими словаыя: полная энгрг1я двиясущейся точки 
есть в''Личина посткяпная. 

Иъ этомъ состоитъ самое простое выражен!» заамоннтаго закона со- 
хранен1я энерги), о которомъ подробнЬе будетъ сказано вностЬдстоЕп. 

По тому — какъ мы его «ыве,1И— видно, что ааконъ сокраненЬа энерпи 
тождествен!, съ закономъ сохрааен1я живой силы. 

Уравнеше (.')8) показыыаегь, что съ уведичеа1емъ кинетической энер- 
пи потенц1альная уненыпа(.'тся (и обратно), но изм'Ьнеше оО'Ьихъ знергШ 
ироисходип. такъ. что сумма ил. осгаетса иостоянною. 

В1. движен1и точки брошенной вверхъ. нялримЬръ. съ подняпеыъ 
ТОЧКИ у]|еш>шается V, сл-Ьдовательно уицньшается кинетическая энерпя 
-^ , но зато сотенщальная энерпя (О, — С,) равная (С, -1- »»//«), уве- 
личивается. Вг писходншент! движешв д-Ьло происходить обратно. Но въ 
каждый моиенть полная энерг[я, равная сумы'Ь экергШ кинетической в 
потенщальной. им'Ьетъ одну и ту же величину. 

Впос]+.дствш мы увидимъ, что и уравнение жичыхъ силъ представ- 
ляегъ собою тотъ же законъ сохрапен1я энерпи. выраженный то,1ько въ 
другой фораЬ, 

§ 32 Гарионическое прямолинейное дв11жеН1е. Чрезвычайно важное 
знячен1е им'Ье'п. прямоливейное дпижеп1е, производимое точкою подъ д11Й- 
ств1емъ иритяжен1я къ неподвижной гочк-Ь 1!роиорц1ойа.1ьнаго разстоянш 
движущейся точки огь неподвижной лритягиваннией точки (центра при- 
тяжешя). Это движен1е называется прямолинейными ырмоничгскимь До- 
статочно сказать, что въ гакоиъ дви»!ен1И находится частица св1.товаго 
эфира, ковецъ камертова, точка колоОлющейся струны, чтобы дать по- 
нять какое важное зяачец1е ии'Ьетъ это движение въ физике. Изсл^дусмъ 
йто движение. 

Пусть А есть притнжете оказываемое центромъ ирптяжен1я на раз- 
стоянш равномъ единицЬ. На разстоян1и х притяжен1е будетъ /«. При- 
мемъ центръ притяжении за начало координагь; возьмеиъ огь х по пря- 
мой, соединяющей въ какой-либо моментъ центръ притяжен1я съ двигаю- 
игеюся точкою. Когда х положительно, то притяжеше направлено противо- 
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1ЮЛ0ЖН0 наиравленш возрасташя иксовъ. Следовательно проложенхя дМ- 
ствующей силы на оси будутъ: 

X = — Ьх 

Г = О 
X =0, 

Если точка не получаетъ никакой начальной скорости, а прямо изъ 
С0СТ0ЯН1Я покоя подвергается притяжешю къ началу координатъ, то дви- 
жение ея будетъ прямолинейнымъ и можно ограничиться разсмотр'Ьн1емъ 
только 1-го изъ только-что написанныхъ уравнешй Согласно (11) диф- 
ференд1альное уравнеше движен1я будетъ таково: 

т ~ = —11Х=^ X (59) 

Положимъ, д.™ .фаткости: А ^ «« (60> 

Тогда (59) приметь видъ: ,— - = — п^х • . (61) 

Обпцй интегралъ этого уравнен1я будетъ: 

./ = А С08 (т) ч- В 8гп (п1) (02) 

Интегрирован1е производится по теорш линейныхъ уравненШ съ по- 
стоянными коэффипдевтами *). Но, и не будучи знакомымъ съ этою тео- 
р1ею, можно убедиться въ справедливости формулы (62) дифференцируя 
ее два раза и приходя такимъ образомъ обратно къ (61). 

Изъ (62), согласно съ (6), имЬемъ: 

(^Х 

V = -^- = — пА згп (л^) ч- пВ С08 (»//) (63) 

Положимъ, что въ начале движешя, при ^ = О, притягиваемая точка 
находилась на разстоян1и х^ отъ начала координатъ Сл11ДОвательно: 

х^ = Асов (0) -ь В 87 п (0) — А 
В =0 

и уравнен1я (62) и (63) им-Ьють видъ: 

Х = Х^С08Ы) (64) 

г ^::^ — пх^ 8гп {и1) (65 ) 

Формула (65) можеп> быть подлечена также изъ (61) простымъ диф- 
ференцировашемъ. Уравнен1е двпжен1я выражается формулою (64). 

Разсмотрнмъ, для уяснешя гармопическаго движен1я, довольно про- 
стую задачу, приводящую къ тому же дв11/кеп1к). 



* 



) Штурмъ. Анализъ, § 584. 



§ 33. Геометрическое представлен1в прямол1иейнаго гармничесиаго дви- 
мен1я. Представимъ себ* (фиг. 1), что некоторая точка Л" движется по 
данной окруасвости, опясанной рзд1усо11ъ а нзъ центра О, равноы'Ьрно, то 
есть такъ, что въ равныя вреиена проходить равнма дуги по наяравле- 
Я1Ю движеВ1я стр'Ьлкн часовъ. И.1сл1>дуенъ, движен1е точки Ж, служащей 
основан1емъ перпендикуляра опущеннаго изъ Д^ на нЬкоторый Д1аметръ 
данной окружности. Не трудно Ьид1&ть, что, при равнон'Ьрноыъ двнжен)и 
точки Л' по окружности, точка Ы будегь двигаться взадъ а впередъ по 
д|аметру, Изучимъ подробн'Ье это движен1е точки .1/. Будемъ отсчитывать 
время отъ того момента, когда точка М 
проходить чрезъ О, двигаясь въ нанра- 
влен1н ОВ. Обозначилъ чрезъ р тогь уголь, 
который составляется рад1усомъ ОЛ съ 
перпендикуляромъ ОС возставленаымъ нзъ 
О къ Д1аметру ЛВ. 

Время Т, въ течении котораго точка 
^Уопнсываетъ одинъ разъ полную окруж- 
ность, назьшается перюдомь . Сл-Ьдовательно 
въ теченш одного пер1ода точка N про- 
х:одитъ путь 2-а равный длннЬ даввой 
окружности. 

Обозначая чрезъ х разстоян1е ОМ точки М отъ центра, им'Ьемъ нзъ 
треугольника ОМК: 

Х = М . Я1В р (66) 

Въ течен1и времени ( точка Л' ироходнтъ дугу аР; въ течен!н вре- 
мени Т она проходить окружность 2па. Следовательно, при равнои^рномъ 
движен1и точки Л'' по окружности 




Фиг. 1. 



" 2т.а ' 



.(67) 



(68) 



Вставляя эту величину р въ (6(>), получимъ; 



.(69) 



Воть каково уравнен!е двнжен1я точки М. Въ немъ два пере!гЬнны1ъ: 
X V {; перюдъ же Т есть величина постоянная для даннаго движен1я. 

Если будемъ отсчитывать время отъ того момента, когда точка М 
находится въ какомъ-нибудь положен1н М^ (фиг. 1), то получимъ сле- 
дующее, Обозначимъ уголъ С0\ чреэъ Ро, уголъ СОК чрезъ р, уголъ 
Л'оОЛ' чрезъ р^ по.1агая, что въ теченш времени ( точка Л" проходить 
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дугу Д)Ж Тогда вместо (67) будемъ ивгЬть: 



27: Т 



(70) 



Изъ чертежа видно, что р = р^ ч- Эо 
Вставляя эту величину въ (66) получимъ: 

X = азгп (р, н- ,3^) (71| 

Вставляя сюда, вместо Э', его величину опредКленяую изъ (70), по- 



лучимъ: 

X 



а.5г» |2тг - -ь Ро| . . . • ... .(72) 



Наконецъ если будемъ отсчитывать время отъ того момента, когда 
точка М находится въ Д то есть, когда р^ = |^, то изъ (72) получшгь: 

X = и ,соб{2т. -\ (73) 

Сравнивая эту формула съ (64), видимъ, что (64) принимаетъ видь 
(73) если положить 



^0 = « 



'1т. 



л=2Г (74) 

Следовательно точка, совершающая гармоническое движенге подъ дЬй- 
ств1емъ притяжешя къ притягивающему центру, пропорщональнаго раз- 
СТ0ЯН1Ю отъ этого центра, движется такъ, какъ точка М — проекцю на 
д1аметръ точки 2У равном'Ьрно движущейся по окружности. 

Обыкновенно время отсчитываютъ въ гармоническомъ движен1и оть 
прохождешя точки чрезъ притягивающ1й центръ и потому движен1е вы- 
ражаютъ уравнешемъ (69). 

Крайнее разстояше а, на которое удаляется точка М отъ центра, на- 
зывается амплитудою гармоническаго движешя 

Время Т полнаго колебашя называется (какъ мы уже сказали) ие- 
ргодомъ. 

Уголъ р называется фазою. 

Уголъ ро называется начальною фазою. 

§ 34. Графическое изображен1е пряюлинейно-гармоническаго движем!!. 

Пользуясь уравнешемъ (69) 

х = а. 8П1 (2-^1 (69) 

гармоническаго движен1я возьмемъ систему прямоугольныхъ координатъ 
и примемъ время (; за абсциссы, а разстоян1я х за ординаты кривой, 
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выражаемой уравнешемъ (69). Получимъ синусоиду (фиг. 2), которая 
наглядно изображаетъ законы гар- ^ 

моническаго движешя. Необходи- 
мо при этомъ им']^ть въ виду, 
что эта синусоида не предста- 
вляетъ собою траекторш гармо- 
ническаго движешя, которая пря- 
молинейна. Синусоида эта пока- 
зываетъ точько. какъ, съ тече- 
темъ времени изм'Ьняется раз- 
стоян1е точки, отъ притягивающаго 
центра. Фиг. 2. 

§ 35. Кинетическая эиерНя гарионическаго двитеи1Я. Дифференцируя 
уравнеше (69) получимъ: 




вх а . 2т: 



,(.. . А) 



Следовательно [см. (6)] скорость будетъ: 

а . 27Г 



г; = 



Т 



С08 



[2. . -^) 



(75) 



Кинетическая энерг1я или живая сила будетъ: 



~2~ "" Г> 



. СОб'| 21Г . «?) = 



ти^ 2-^ та^ 27г^ 



та' 27Г» ш . 27г' 



51ПМ27Г~ = 



^■)= 



гр2 



т» 



X' 



(76) 



§ 36. Потен141альная энерпя гарионическаго движен1я. Согласно (59) 

Х = — }1Х (77) 

Потенцгальная функщя будетъ (согласно § 29) такова, что произво- 
дная ея по X равна X. Согласно (77) производная потенщальной функщи 
по X должна быть равна— Аг. СлЬдовательно потенщальная функщя будетъ 
такова: ^ , 

пХ 

кхах = — ^ ч-С (78) 



— / 



гд-Ь С постоянное интегращи. Но при х=о, согласно съ (77) проложеше 
Х = о. Следовательно, при х=о потенщальная функщя Л = о. Следова- 
тельно на основаши (78), постоянное С^=о, 

Изъ (60) им'Ьемъ: Л = тп^. Вставляя сюда вместо к его величину изъ 

(74), иилучимъ А = . Вставляя эту величину въ (78), въ которомъ 

С = о, получимъ: ^ ^^а 



и= — 



•2.Т 



х\ 
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Следовательно 110тенц1альная энерпя, на основан1и (57), будегь: 

потенц. энерг. == 6\ ч ^ 

§37. Полная энерпя гармоническаго движетя. Въ § 31 -мъ мы вид1ан. 
что полною энерпею называется сумма энерг1Й кинетической и потешцаль- 
ной. Следовательно, на основан1и выводовъ §§ 35 и 36, подучимъ для 
полной энерпи гармоническаго движен!)! величину: 

полная энерпя = —ггг ^ "* т^з" ^ "*" ^1 

пли, по приведен1и: 



полная энерпя = — —^ -^ С^ (|9) 



та^ . 2?:' 
Г 

Впоследствш мы увидимъ, что полною энерг1ею измеряется способность 
данныхъ силъ въ данной систем'Ь производить работу: чЬмъ большая ра- 
бота можетъ быть произведена силами действующими въ данной систем! 
точекъ, темъ больше полная энерпя системы. 

Изследуя полную энерпю гармоническаго движен1я происходящаго въ 
системе, состоящей изъ движущейся точки и изъ центра иритяжен1я, за- 
мЬтимъ, что при амплитуде равной нулв), то есть при а = о никакой ра- 
боты не можетъ быть произведено силами системы, потому что въ этомъ 
случае движущаяся точка находится въ центре притяжен1я п уже ни- 
куда не притягивается; предполагается также, что она не подвержена нн- 
какимъ внешнимъ вл1ян1ямъ, то есть на нее не действуютъ никакая силы 
кроме притяжен1я къ центру и она не получаетъ никакихъ начальныхъ 
скоростей. Поэтому, при « — о, полная энерпя = о. Сл'^Ьдовательно С1=о. 
и окончательно получается для полной энерпи гармоническаго двнжея1я 
такое выражеше: 

г» 2 2 

полная энерпя = .^ (80 1 

— величина, какъ и следовало ожидать, постоянная для даннаго движе- 
н1я, то есть при данномъ а. Это надо понимать такъ: если мы отведемъ 
точку отъ центра притяжен1Я на разстоян1е а и затемъ предоставимъ ей 
двигатьсл подъ вл1ян1емъ притяжен1я этого центра, то полная энерг1я ея 
будегь величина постоянная: въ каждый моментъ она будетъ иметь одну 
п ту же величину. Чемъ дальше точка находится въ такомъ движеши огь 
центра (чемъ больпю абсолютная величина х) гЬмъ больше ея потендкиьная 

2т7:^а:- . . 2т7Г-«^ 2ттгя'' 

;»нерпя - ...^ — п Нмъ меныпе ея кинетическая :шерпя „,2 ^а- • 

По сумма этпхъ энерпи постоянно равна " ^^^ • 

§ 38. Движен1е конца гибкаго прутика. Если зажать конецъ тонкаго п 
гибкаго (напрпмеръ стального) прутпь'а въ тискахь, а загЬмъ отклонить сво- 
бодный 110нецъ Л прутика отъ положен1я равновесия, то известно, что упру- 
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г1я силы прутика, стремящ1яся привести его опять въ иоложен1е равнов'Ьс1я, 
иропордюнальны разстоянш конца А отъ его положешя равнов'Ьс1я. По-' 
этому если загЬмъ оставить двигаться прутикъ иодъ вл1яшемъ силъ упру- 
гости, то конецъ Л будетъ двигаться такъ, какъ будто бы онъ притяги- 
вался къ своему положен1ю равнов'Ьс1я съ силою пропорц1ональною его 
разстоян1ю отъ этого иоложен1я. СтМовательно если первоначальное откло- 
нен1е достаточно мало для того, чтобы дугу описываемую точкою А можно 
было принять за прямую, то конецъ А будетъ совершать гармоническое 
движен1е. Явлен1е это будетъ искажаться сопротивлен1емъ воздуха въ томъ 
смысл1>, что амплнтута будетъ уменьшаться, колебан1я будуп. « затухать > 
и прутикъ довольно быстро придетъ въ состоян1е покоя. Но всетакп его 
движете въ течен'ш одного полнаго колебан1я можно разсматрпвать 1сакъ 
гармоническое. 

ГЛАВ А II. 

Криволинейное движен1е точки. 

§ 39. Уравнеже движежя точки. Траектор1я. Если даны уравнен1я: 

^ = /(0 ] 

?/-/'Ч0 (81) 

въ которыхъ X, у. л- суть координаты движуидейся точки а стояпця въ 
правыхъ частяхъ функшн даны явно, то движен1е точки вполн1> опредЬ- 
лено этими уравнон1ями, потому что по нимъ мы знаемъ, гд'Ь въ какое 
время находптсл точка, такь какъ они даютъ ея координаты Х1я каж- 
даго задаваемаго значеш'я /. 

Если мы исключпмъ время I пзъ этнхъ уравнен1й, то получимъ два 
уравнения, въ которыхъ перемЬнными останутся только координаты х, у, г. 
Оти два уравнен1я представятъ собою кривую служащую гсометрическимъ 
м'Ьстомъ всЬхъ т'Ьхъ точекъ пространства, чрезъ который проходить дви- 
жуп^аяся точка. ТаксШ кривая (такой путь), проходимая точкою въ ея 
двпжен1И, называется траекторкю движущейся точки. 

Примгьръ. Опред'Ьлпть траектор1ю точки по уравнен1ямъ движешя: 

X = К С08 (^ . О 

у -- Я 8т (Ш) \ (82) 

Возводя въ квадрагь и складывая первыя два изъ этихъ уравнен1й и 
принмая во вннмап1е 3-(» уравпен1е получимъ таюя уравнен1я траекторш: 

X' •-*-у'' = Е^] 

^ ! (83) 

2 ^-^0 
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Изъ нихъ мы видимъ, что траектор1я представляетъ собою окруж- 
ность, описанную рад1усомъ -К около начала координатъ въ плоскости 
(х, у). Данныя уравнен1Я движешя (82) показываютъ, что, при ^ = о, 
должно быть а: = -К; у = о; ^г = о. Значить время считается отъ момента 
прохожден1я точки чрезъ пересЬченхе круговой траекторхи съ положи- 
тельною осью иксовъ. Изъ уравнен1й (82) видно еще, что уголь, со- 
ставляемый сь осью иксовь рад1усомь проведеннымь вь движущуюся 
точку вь конц* времени ^, равенъ Ы. СлЬдовательно дуга, проходимая 
точкою вь течеши времени ^, равна -Кю/ — она ыропорщональна вре- 
мени; следовательно вь равные промежутки времени точка проходить 
равный дуги. Такое движете называется равномпрнымь двиоюенгомь т 
окружности. 

§ 40. Скорость въ криволинейио1Ъ двмжен!!! точки. Пользуясь анали- 
зомъ безконечно малыхь, мы принимаемъ безконечно малый элементъ с1^ 
траектор1и за прямолинейный и движете по этому элемену за равномер- 
ное. Прилагая кь такому движен1ю формулу (6), получимь для скорости 
криволинейнаго движвн1я формулу: 



ас 



(84) 



Итакь: во есякомь движенги точки скорость равна п^'рвой производной 
отъ пути по времени. 

§ 41. Изоб|ИМН|^2г^"^Р®^^'^ векторо1Ъ. Скорость, которою обладаегь 
движу^цмся точка въкй||Ц'Ь времени ^ изображаютъ, проводя касательную 
кь траекторш вь той ея точк*, гд'Ь вь этоть моменть находится движу- 
щаяся точка, и откладывая на этой касательной вь сторону движен1я 

векторь, длина котора- 
^ "^ го содержитъ столько 

единидь длины, сколь- 
ко скорость точки, со- 
ответствующая этому 
моменту, содержитъ 
единнць скорости (фи- 

а: гура 3). 

§ 42. Проло111ен!я 
скорости на оси ко- 
ординатъ. ЗЦравнев!» 
движетя (81) можно 
разсматрявать какъ три отдЬльныя уравнен1я движен1я проложенШ .^, В 
и С движущейся точки на оси координатъ (фиг. 4). Именно: х = /{1) 
уравпен1е движете точки А; у = !'{() уравнен1е движетя точки />; 
^ = Ф (() уравнеше движен1я точки С. Каждая изъ точекь Л, -В, С со- 
вершаегь прямолинейное движен1е по той оси координатъ, на которой она 





'у 



ЧП^ 



Фиг. 3. 



Фиг. 4. 
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находится. Примемъ тат обозначешя: 

«7^ = скорость точки А 

1;^= скорость точки В 

!;^ = скорость точки с 

(зд*сь Гх, наприм'Ьръ, есть буква г со значкомъ а:, а не произведенге). 
Для прямолинейныхъ движенШ эти скорости, по формул* (6) суть: 

Лх 



V. 



V. 



V. 



й1 

_ йу 
ЛЬ 



(85) 



Эти уравнешя выражаютъ, что ири всякомъ движенш точки скорости ея 
проложешй А, В, С равны первымъ производньшъ отъ соотв'Ьтственныхъ 
координатъ движущейся точки по времени. 

§ 43. Теорема о скоростяхъ про^ожен^й. Скорость V самой движущейся 
точки направлена по элементу (1б траектор1и. Следовательно проложен1я 
этой скорости на оси координатъ будутъ: 



V . С08 {Ь\Х) = V , СОЗ {€18,Х) = 



V . С08 (17,2/) = У , СОВ {с18,у) = 



Лз Лх _^Лх 

~аь ' 18 ■" л"""^' 

й8 йу Лу 

"л ' а8~~й1^^^ 



V , С08 (V,г) = V . С08 {йз.г) = 



из йг йг 

д.1 из й1 



г. 



Итакъ: 



. • . (86) 



V . СОЗ {V^X) = Г, = 



V . СОЗ (г;.!/) = г^ = 



V . СОЗ {V^В) = Г, = 



Ах 
~йЬ 

Лу^ 

йг 



• 



. . . (87) 



Эти уравнен1я (87) выражаютъ следующее: Теорема: проложенгя ско- 
рости дшокуущейся точки равны скоростямъ пролооюенш этой точкщ то 
есть: проложенхя скорости г точки т (фиг. 4) равны скоростямъ точекъ 
Л, В, С. 

и гЬ и друг1я равны первымъ производнымъ отъ соотв*тственныхъ 
координатъ по времени, какъ это видно изъ (86). 

§ 44. Опред'Ьлепее скорости движущейся точки по даннынъ уравнен1Я1ъ 
движеш'я. Возводя, поч.1енно, уравнен1я (87) въ квадратъ и складывая, 

Делоне.— Курсъ теоретическое механики. ^ 
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получимъ: 



,2 „ 2 



.. 3 



V' = V/ ■+- г/ -Ы/ = ( -^у I ■+- 



йа;\« /йу\2 /й;г^\' 



сИ 



си 



У 

I • • « • • 



(88) 



Отсюда: 



«=/(1)*-(1М1) 



(89) 



Радикалъ этотъ всегда берется со знаком1> -+- . О направленш же ско- 
рости скажемъ въ сл'Ьдующемъ параграфе. 

Формула (89) даетъ возможность по даннымъ уравнен1ямъ движешя 
найти скорость V движущейся точки, иотому что, дифференцируя уравне- 

(1л (^1/ 3/2 

шя по Ь найдемъ производный -т^\-^\-^\ вставляя же ихъ въ (89), най- 
демъ V. 

Пояснимъ это на томъ же равном'Ьрномъ движенш по окружности, ко- 
торое намъ служило примЬромъ въ § 39. 

Примгьръ, Найти скорость по уравнен1ямъ двнжен1я (82)? 

Дифференцируя эти уравнетя по ^, получимъ: 



(1х 



= — Е . (й , згп (Ш) 



= -Ь -К . со . С05 (<1)0 



= 



(00) 



Вставляя въ (89) получивтъ: 

V = УЕ^ю^ [згп^ (Ш) ч- С08^ (10^)] = Лео 



§ 44. Направлен1е скорости въ криволинейиомъ движеи1И точки. 

(87) и (89) сл-Ьдуетъ: 

с1х их 



(91) 
Изъ 



С08 {Г,Х) - 
€08 ('йЛ) = 


V 

Ля 

_й1 _ 

V 

Лг 
_<И _ 


лу 
си 


€08 (ь\0) - 





• *• 



('92) 



V 



]/{^)'-т-т' 
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Эти формулы определяют, косппусы угдош. на|Елонев1я сквроспг къ 

ослмъ копрдина'гъ, которым» опред11,1я>.'тся направлен!!- скоро».-™. 

Пояснимъ прпложс'юр ятихъ форяулъ на томъ же пр11«'{1р1^ равном11р- 
наго Дш1жен1я точки по окружности. 

и^мящл. Определить направдеН1е скорости по уравнен1ям !> диплсН!!! 
(82)? 

Дифференцируя ураниешя (82) по ( полупимъ вы|(ажив1я (40); вста- 
Ь.«1Я 11Х1> въ (92), получимъ; 

|_^ /.. _, _ — Лш . «т Ш) _ 
II 



С08 {^,Х) = 

СО) (г.у) = 
ео8 (в^) = 



Вю 



« («./) , 



Ею 




51И {г.у) = соа {Ы) \ 

соя (е,е) ^^ о I 



■ (93) 



Прппомипая. что 



1-ш (90" 
.«п (90" 



■ Ср) = 81П^ 

- ф) = Ч- «№ф 



впдимъ, ЧТО уравн(.'1пями (93) показывается иерпендикулярпость скорости 
1^ къ рад1усу. Это впрочеит. ясно и само по соб*, потому что скорость 
аъ этот. двнжрв)|1 нацравлена по Еясательнов къ окружности, а каса- 
тельная къ окружности перпендикулярна къ радусу. 

§ 45. Ускорен1е въ криволкнейкоиъ Д8ижен1и точкм. Положню., что 
кривая ^Ш' (фиг. 5) представлпоп. собою траентор1ю точки Л/; Л/Т' 
спорость в-|, концК времени/; М'Р"' ско- 
рость въ конц1; времени * -\- Д/, когда -гу , 
точка приходить въ Л1'. 

Проведемъ М'У^ равную и параллель- 
ную вектору Л/Г. Соодинииъ V, съ У. 

Весторъ V, V' называется *и>л^мт 
геолктрнигскимъ «ри/милсш'смъ скорости. 

Отложимъ на Ж'Р" отъ точки Л/' длину _ , . 

М'Р равную скорости Л/Г. Веьторъ РУ 

вазьтаетсл щтратрн'ьемь ско^юсти по величинп. Векторъ Т^Т назы> 
влетел щтращсм^рла скорости ио направленш. ^{"Ьмъ мен'Ьс Д/, гЬш. 
бол!'.? уголъ VI РУ стремятся приблизиться кь прямому. Изъ прямо- 
угольнаго треугольника У^РУ ии'Ьеиъ: 




Г. Г'= »/(?'Г)'-н(Г,Р)' 
то есть; полное геометрическое нрирашен1е скорости равно Iсолети^>мVс- 



— ЙО — 

ской еумм9ь првращенш скорости по величин^ь и приращенш скорости по 
напр(1еленыо, 

Пред41Ъ ит (— Ь-| 

отвошен1я по^паго геометрическаго приращешя скорости къ Л^ называется 
ускоренгемь въ криволпнейномъ движети. Итакъ: 



ускорен1е = Ыт | -— - 1 . 



, . (94) 



Это есть то самое, что Ньютонъ во второмъ основиоиъ законе механики 
называетъ изм'Ьнешемъ движешя. 

По м'Ьр'Ь приближены А^ къ нулю (если разсматриваемъ все меньшШ 
и меньшШ путь МЖ) разсматриваемъ точку М все ближе и ближе къ 
точк* Ж Вм4сгЬ съ этимъ полное геометрическое приращеше Т^ V ско- 
рости стремится къ определенному направленш, которое и принимается 
за направленге ускоренгя. Ускореше изображается векторомъ, выходящимъ 
изъ точки Ж", им4юпщмъ сказанное предельное направлеше и длину 
равную , 

§ 46. Теорема о проложеи1яхъ ускорен1а Обозначимъ чрезъ х, у, г 
координаты движущейся точки М. Припоминая, что скорость МУ напра- 
влена по элементу Лз траекторги и что косинусы угловъ, составляемыхъ 
элементомъ кривой съ осями координатъ, соответственно равны: 

их д,у ^ йл 

заключаемъ, что коорджжаты конца V скорости будутъ: 

х-^-МГ.^; уч-МГ.^; ^-ьЛГГ.-^. . . .(95) 
аз аз ,аз 

Но МУ изображаетъ у насъ скорость, которая по (84) равна -^ . Под- 
ставляя въ величины (95), вместо МУ, эту скорость, навдевгь, что коор- 
динаты точки У соответственно равны: 

(?5 с1х Й5 йу Лз йг 

^'^'Ж'1^'' ^"^"Л'й^' ^'^'Ж'Ъ 

их ву йе .^^. 

Координаты точки У^, вследствие равностн и параллельности некто- 
ровъ МУ п М'У^, будутъ равны координатамъ точки 7", прнращеннымъ 
на их, йу, йг, то есть буд1'тъ равны: 

их ^ Ау ^ йг ,^„ 
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Координаты точки V' равны координатамъ тофш Г, лриращеннымъ 
на дифференщалы этихъ координатъ, потому что V' есть та самая точка, 
въ которую приходить V, когда ^ обращается въ (Л ч- К Итакъ, коорди- 
наты точки V' суть: 



У 



г 



их 
'01 



их 



йу ч- й 



(2^ 



их 
'Ж 

_Ду 
'ЛЬ 



(98) 



Но проложетя вектора Т^Г на оси координатъ должны быть равны 
разностямъ соотв-Ьтственныхъ координап» его концовъ. Мы получимъ эти 
проложен1я, вычитая (97) изъ (98). Следовательно проложен1я вектора 
V, Г на оси координагь будугь: 



их 



йи 



или 



^х Д^ 

,3 »*> л,2 "*1 



^г- 



А1- 



ей 

бРг 
(11* 



сИ 



(99) 



Таковы проложен1я полнаго геоиетрическаго приращенк СЕорости на 
оси координагь. Д'кш игь на (И, получимъ согласно онред^енш (94) 
цроложенья ускорен1я на оси координатъ. Итакъ, проложен1Я ускоренк на 
оси координатъ соотв'Ьтственио равны: 






ОЙ» 



(И* 



(100) 



Но эти величины представляютъ собою, на основаши (9), ускорешя 
проложенШ А, В, С (фиг. 4) движущейся точки на оси координагь. Та- 
кимъ образонъ 1Ш получили следующее: Теорема: проложетя ускоренШ 
рссвны ускоренгямъ проложенш деаоюугцейся точки. 

% 47. Центростре■I^^е^ьное и тангенц1а)1ьиое ускореи1я. Известно, что 






с1х 
йГ 



М 



Помножая и д^ля на Лз стоящую подъ знакомь Л часть числителя дроби, 
стоящей въ правой части этого равенства и самую дробь, получимъ: 



а^х 



Ах йа 



) 



Аз 
Л" 



38 ^ 



Это можно, обозначая скорость чрезъ с, написать еще с^[^^дующиxъ 
образомъ: -^^ . 

ас аз 



. V. 



Производя въ дМствительности указанное зд'Ьсь дифференцирован1е про- 
издеден1я ^ . 1; по 5, получимъ: 






их (IV 



. V 



а^х 



-,— « . V 



,3 



йь 



или, переставляя множители и изм1^няя видъ одного изъ нихъ помножешехъ 
и д-Ьленхемъ на й1 и завгЬною V чрезъ -^ : 



Л^х 



их йV а Л8 



Л'х 
7/? 



. V' 



или 



а^х 



их (IV 



а^х 



V 



(101) 



Припомнимъ, что косинусы угловъ а, р, 7 составляемыхъ элементомъ 
Л8 съ осями Еоординатъ вьфажаются формулами: 



Лх 
соза =. -— ; соз р 






и что косинусы X, |л, V угловъ, составляеиыхъ рад!усонъ кривизны р съ 
осями координатъ выражаются формулами: 

а*х \ 
созк ^ р . 



ео8 1* = р 



еозV = р 



Й8" 

• аз' 

а'е 

' Оз' 



(103) 



(1оС (мЗС 

Вставимъ въ (101) вм'Ьто -^ ^ -ш величины опред'Ьляемыя изъ (102) 

и (103), 

(1^х йV « соз 'к 



получимъ: 



~чн = ^-, * соза ч- V' . 
аг сИ 



Подобный же формулы можно получить для -^ и -^-, . Сопоставляя 
эти форв1улы вм'ЬстЬ, получимъ: 



ой« 



йг сИ р 

(Ру (IV ^ „ С09а 






(П 

(IV 



= -- . (ЮЗУ -\- V\ 



Р 



(104) 
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Эти формулы показываютъ, что полное ускореше есть геометрическая 



</» 



V' 



сумма двухъ векторовъ: ^ направленнаго по касательной и — направ- 
леннаго по нормали. Эти векторы носятъ так1я назван1я: 



Л 



= тангенцгальное ускоренге (105) 



V 

— = нормальное или центростремительное ускоренге, . . (106) 
Р 

Называя буквою ^ полное ускореше и припоминая, что, какъ мы это 
сейчасъ вид-Ьли, оно предетавляетъ собою геометрическую сумму ускоренШ 
тангенщальнаго и нормальнаго, выраженныхъ формулами (105) и (106) 
заключаемъ, что: 



'■=^©'-(7)' 



. (107) 



§ 48. Опред'Ьлен1е усиоретя по данныаъ уравнеи1явъ Авижен1я. По 

даннымъ уравнен1я1[ъ движения: 

х=/(0 

У = -^'(0 (81) 

легко опред'1лить двукратнымъ дифференцирован1емъ вторыя пронзводныя 
отъ координатъ по времени: 

й^х а'у й\ 



а ' 



аг^ ' и'^ ' ль 



который суть ускорешя проложеЕ1й на оси координатъ движущейся точки. 
Но эти же вторыя ороизводныя, на основаши теоремы § 46-го суть про- 
ложешя ускорен1я у движущейся точки на оси координатъ, такъ что: 



} . соз и, ^) = 

У . С08 и, у) = 



у . ео8 О", 'I) = 






(108) 



Отсюда сл-Ьдуеть: 



• ^ 



=]/т-т-\м "°" 



Опрсд'Ьливъ изъ уравненШ движен1я вторыя производныя отъ коорди- 
натъ по времени и вставивъ ихъ въ (83), — получимъ величину ускорешя. 
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§ 49. Направлеи1е ускорем'т. Изъ (108) сл'Ьдуетъ: 



С08 О', ^) = 






]/т-т-т 



со» 0'> у) = 






сое О', ^) = 






> . 



/(^^У 






й»^\« 



(^') 



. (110) 



Этими формулами и определяются косинусы угловъ наклонен1я уско- 
решя къ осямъ координатъ. 

§ 50. Ускорен1е и его 11аправлен1е въ равио1'Ьрио1Ъ движен111 точки по 
окружности. Мы уже неодноЕратно разсмат])ивали это движен1е въ качс- 
ств* прим^Ьра. Посмотримъ, каково ускореше въ этомъ движенп! и какъ 
оно направлено. Первыя производный отъ координатъ по времени нами 
уже выведены въ § 43 подъ нумеромъ (90); дифференцируя ихъ еще 
разъ, получимъ: 






= — Еа)^ . С08 ((оО 



си 



г = -К Ш* 8191 ((О^) 



(111) 



-~— = о 
си' 

Вставляя въ (109) получимъ: 

^ = ^/Д'ш* [ш' {(о^) ч- бш^ (0)^)] = Еи)\ 

Итакъ ускореше въ равном-Ьрномъ движенш точки по окружности 
определяется формулою: 

^ = ^г<^^ (112) 

Оно не изм^няеть величины скорости, но измЬняетъ ея направлен1е 
загибаетъ въ окружность траекторхю, которая безъ этого ускорен1я была 
бы, по первому основному закону Ньютона, прямолинейна. Уже самое это 
обстоятельство указываетъ на то, что ускореше это направлено не по 
касательной къ окружности. Посмотримъ, 1сакъ же оно нахфавлено. Встав- 
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ляя найденныя вторыя производный изъ (111) въ (110), получимъ: 

— Ви>^ . соз (Ы) 
сов О, х) = -^^^ '- = — соз (соО 

с^г>' О, 2/) = ^^^2 = —8гп{ь> О 

008 (У, ^8-) = О 

С05 (^*, а?) = — С05 ((о^) ) 

или ' г- л • г *\ \ (^13) 

зт (^, х) = — згп (Ы) ] 

Въ параграф* 39 мы вид'Ьли, что (со О есть уголь составляемый съ 
осью иксовъ рад1усомъ, направленнымъ изъ центра окружности въ дви- 
жущуюся точку. 

Изъ тригонометрш же известно, что 

соз (180® -ь ф) = — соз% згп (180® -ь ср) = — згп (р. 

Сл1^довательно формулы (113) показываютъ, что въ равном^рномъ 
движенш точки по окружности ускорете направлено къ центру. 

Можно определить величину и направлен1е ускорешя въ разсматри- 
ваемомъ движеши иначе, именно по формуламъ (105), (106) и (107). 
Сд^лаемъ это. 

По (91) скорость въ этомъ движеши равна Вт. Следовательно 

с^V с1(Ва>) 

И ~ а * 

Но и Л и (О постоянны; следовательно: 

их 



сИ 



= (114) 



Итакъ въ равном'Ьрномъ движеши по окружности тангенц1альное уско- 
рен1е равво нулю: скорость не изменяется по величине, отчего и движе- 
н1е это называется равномернымъ. 

Для определешя даваемаго формулою (106) нормальнаго ускорен1я 
замЬтимъ, что рад1усъ кривизны окружности равенъ ея рад1усу В. Зам'Ь- 
няя въ (106) р чрезъ ^К, величину же V чрезъ (о^К (по формуле 91), на- 
ходимъ, что нормальное ускореше въ равномерномъ движеши по окруж- 

ности равно —о- или: 

^^ Дсо^ (115) 

Зная что ^ = 0; — = 2? (о^ въ разсматриваемомъ движеши, полу- 

чимъ по формуле (107) у = 2?(о' совершенно согласно съ (112). 

§ 51. Сила и ея проложен1я на оси координатъ. Зная массу точки ш 
и ускорен1е ^ определяемъ, на основаши 2-го основного закона Ньютона, 



, подъ д-вйствюнъ которой 

-Р = №> (116) 

Мы !1ид'11лн, что 11ролижен1я ускореа1я яа оси коордиаатъ равяи 
'> ' 7^ * ~а^ (формулы 10(0- С-гЬдовательяп. 11ролонкн1я X, У, 2 силы 
Р на оси координатъ определяются но формуламъ: 



X -^ 






. (117) 



Можно сказать, что (117) ирсдставляютъ собою самыя важныя фор- 
мулы механики. ОнФ позводяютъ по данной сил* опр1'д11лять донасешс 
двукратныиъ ннтегрированьемь, подобно тому какъ мы ато д^^али нъ 
прямолинейноиъ движен1и. Но формулы (117) годятся м вт. гомъ слл'ча*., 
когда траектор1Я оказывается криволииейнок!. Эти урапнрн!Я (117) налы- 
ваштся диффереац1альными уравнен1Я11н двнженш свободной тотен. 

§ 52. ДвиженЕе точки брошенной въ пуетотЪ наклонно нъ горизонту. 
Покалсемъ, какъ устанацлиьаип'ся въоирод'[^лцаной задач'Ё д11фф|^р1'Ш(|}Ш>- 
ныя уравнен1я движения данния вь обтечь видгь иъ (117) н какъ двов- 
нымъ ннтсгрнровашенъ иолу чаются конечныя уравнс-н1я движеигя, на 
ирим'Ьр11 двнжен1я точки брошенной подъ угдонл! къ гориуонту н движу- 
щейся затЬмъ подъ вл1яя1емъ силы земнаго тяготЬнЫ. .Мы не будеп 
входить въ разсмотр'Ьн1е вл!ян1я оказываомаго сопротивленгемъ возд)'х&, 
и потоку будемъ изсл-Ьдовать двнжеше точки въ пустотЬ. Движеше" точки 
въ воэдух+. мало будетъ отличаться отт. разсматриваемаго, еслн начальная 
скорость не велика. 

ПримЁМъ начальное положен!? тяжелой точки т уа начало коордн- 
натъ. Плоскость (^■, г) изберемъ такъ, чтобы она проходила чре:1ъ на- 
правлеи1е начальной скорости и чтобы горизонтальная ось нксовъ соста- 
вляла съ начальной сноростью острый или прямой (но не тупой) утол!.. 
Ось е возьмемъ по вертикали вверхъ. На точку, полечившую начальную 
скорость «о направленную подъ угдомъ у къ оси иксовъ, д^йствуеть 
только постояиная сила --- тд тяжести, которую мы беремъ со зна- 
комь ( — ), потому что, при нашемъ выборе осей коордннатъ, сила тя- 
жести направлена въ стс^ову отрпцательныхъ г. Это число — тг и бу- 
дегь представлять собою 1гроложен1е действующей силы на ось г: проло- 
жешя же ея на оси нксов1> и игрековт> равны нулю, такъ ка1:ъ сила тя- 
жести составляетъ съ этими осями прямые углы. Сл-Ьдовательно въ раз- 
сматриваемомъ двшкенш днфференц1альныя уравнен1я (117) примутъ влдъ: 



(?(" 



= 0: т 






0; т 



^ - 



- тд 



• (Пй) 
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Интегрируя ихъ, получимъ: 

их йу Л2 . ,,,^. 

й<- = ''' л = '»' л^"^-^'» ^^^^^ 

Постоянныя интегращи с^, с^, с^ опред^лимъ по начальнымъ даннымъ. 
Именно: въ начал^^ движен1я проложен1я начальной скорости V^ были: 



(5), = Ч ^ов ср; (1)^ = 0; (|)^ = V, . .ш ф 



. . . (120) 



Изъ сопоставлешя этихъ уравнешй съ (119) при ^ = видимъ, что 

с^ = V^ С08 ф; с, = 0; с, = V^8^п ф. 
Подставляя эти значен1я постоянныхъ въ (120), получимъ: 



Лх йу ,^ йа 



— = VоСО$%^ = 0^,-^ = Vо8гп(р — д^. . . .(121) 



Интегрируя эти уравнения, получимъ: 

у^с, ...... .(122) 

г = « . 1>о . «Ш (р V -*- «в 

Опред'Ьлимъ постоянныя интегращи с^, с^, с^ изъ начальныхъ данныхъ. 
При ^ = О мы имЬли: 

а; = 0; I/ = 0; дг = 0. 
Сл1^довательно, на основаши (122): 

Поэтому (122) обращаются въ 

У = (123) 

Вотъ каковы конечный уравнешя разсматриваемаго движен1я. Второе 
изъ нихъ показываетъ, что траектор1я лежитъ въ плоскости (аг, ^е^). Для 
опред'Ьлешя траекторш исключимъ I изъ остальныхъ двухъ, получимъ: 

^ = х.(д^^--^^- (124) 

2V^ С08^ Ф 

Опред^лимъ координаты х, г точки высочайшаго поднятхя. Для этого 
приравняемъ (какъ это делается при опред'Ьленш максимумовъ) произ- 
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водную отъ правой части (124) нулю. Получимъ: 



^9^9 — 



дх _ 



V, 



еов*^ 



= 0. 



Отсюда соотв-ЬтствующШ наибольшей величин* зеда иксъ будетъ: 

- V^^^ . згп^ . сов<р 
X = —^ ^• 

Вставляя эту величину, ввгЬсто х, въ (124), получимъ: 

е = -^ • 

2д 

Перенесемъ начало координатъ въ точку (ж, е) высочайшаго подъема. 
Старый координаты выразятся чрезъ новыя (а?', е^) такъ: 

3 



д; = а?' -ь Ж = ж' -ь 



г^ . $гп ^ . С08 ^ 



^е^ = л' н- ^е^ =: / -Ч- — - . згп^ ср. 

2д 



Вставляя въ (124), получимъ: 



Отсюда: 






х'' = - 



2ь^^ С08^ 9 



. X 



г' 



ГЗ 



(125) 



Полагая 



9г^ 



^^^— = 2я въ (125), получимъ: 

х'^ = — 2^ . г' 



(126) 



Итакъ траекторк, представляемая уравнен1емъ (126), есть парабола 
съ вершиною въ точк* х наивысшаго подняйя и съ осью направленною 

вертикально внизъ (фиг. 6). 

Опред'Ьлимъ дальность полета О А, 
то есть разстояше отъ первоначаль- 
наго положен1я точки до пересЬчетя 
параболы съ осью иксовъ. Полагая въ 
(124) ^5'=0, получимъ для икса два зна- 
чешя: нуль, соотв'Ьтствуюпцй началь- 
ному положен1го движущейся точки и 

^^-^ 8гп 9 . С05 ср = ОЛ 




Фиг. 6. 



или 



3 



0А = -^ агп (2<р). 
9 



Такъ какъ -^, при данной начальной скорости V^, есть величина 



о 



постоянная, величина же згп (2:|р) прпнимаетъ наибо.тьтее значете при 



Гф = 45%то следовательно, П1ш дввженш точки въ оустотЁ. наябашша 

дальность полета получается пря накловен1и начальной скорости къ п-- 
рнзонту въ 45°. 

Центральный движеы1я. 

^ 53. ОбЩ1Я свойства центральныхъ движен!й. Изсл^луенъ двшкеше 
; свободной ТОЧКИ, прнтяпшаемой 11.1и отгалкнваеиой неподвижною точкою, 
вазывас'мою цснтромъ притяжснгя или отталкиБая1я. Так1я движения на- 
зываются центральными. Если точка не им'Ь.и иача.тьной скорости, то 
она вапраиитсл къ центру прнтяжешя; но если она им-кт начальную ско- 
рость, направленную не по пряной соединяммцей ее съ центромъ, то д+ао 
будетъ происходить иначе и траелтор1я можетъ быть криволинейною. Къ 
шряду центральныхъ движешй относится и движен1е планегь и комеп. 
МО солнца, служащаго центромъ [фитяжен!», потому что ра:1СтояН1я 
■ планетами и солнцеиъ столь велики сравнительно съ дтаяетрами 
. гЬлъ, что и солнца и планеты могутъ быть разсматрнваемы какъ 
Г натерьяльныя точки. 

Ноложииъ, что точка ш притягиваете^! яеиоднижньЕиъ цеитронъ, на- 
ходашимся въ иачал1'> координатъ. Въ случае притвж1ш1я на точку ю 
дЬйствустъ сила Р. направленная къ началу координагь О. Въ случа! 
0'П'ал.иваН1я на точ1;у ю д-Ьйствуетъ си.1а вааравдеввая ио иродолжешю 
~ 1уса- вектора От. Если 6уде.чъ разсматривать и прнтяжешя и оггал- 
1анш. то направлеше силы Р будетъ опре Нляться уравнев1яхи: 



сов (Р, х) - 



: - ; соз (Р. у) =^ —. - ; сой { Р, г) = =п - , 



(127) 



гд* чрезъ г обозначенъ рад[усъ-векторъ От. Зд11сь звавн (—) соотв'Ьт- 
ствують притяжен1Ю, знаки (-н) отталкивашю. Если-же будемъ считать 
самую силу Р отрицательною въ случа-Ь притяжен1я и положительною въ 
случае отгалкиван1я, то въ (127) можно удержать то.«.ко знакъ ( -I- ). 
Днфференц11иьныя уравнев1Я движешя получимъ, на основав1Н (117), 
въ видЬ: 

X = Р . ш [Р, X) ^ Р . - =^т ~ 



Г = Р ш{Р,у)= Р .-=№ 
У.^Р а)з(Р, е}= Р -' =ш 



Отсюда им'Ьемъ: 



- 1 ^ — 1 ^!!^ — 1 ^^ 

X Ц- V /И' Я 0,1' 



. пт 



тлх 



^у 



Л^х 



м7 • -ш.ч 



у 



ас' 


у • 


ар 


а?' 


— г . 


а'у 


а^х 


т . 


д?г 



аь' 



с1е 



= 



= о 



= 



(129) 



Пнтегрируя эти уравнешя, находимъ: 



л - 



X , 



у 



г 



^1 

аг^ 
а(, 

ах 



- у ■ 



ах 
'Ж 



= с. 



ау 



. . (130) 



с,^ -4- СзД; -ч- сзУ = О 



Умноживъ 1-ое изъ этихъ уравненШ (130) на г, второе на х, третье 
на у, сложивъ и сд'Ьлавъ приведен1е, получимъ: 

(131) 

Это есть уравнеше плоскости, проходящей чрезъ начало координатъ. Итакъ 
траектор1я точки т лежитъ въ плоскости (131), проходящей чрезъ дентръ 
притяжешя. 

§ 54. Законъ площадей. Мы взяли направлен1е осей координатъ со- 
вершенно произвольно. Примемъ плоскость (131) траекторш за плоскость 
(х, у). Тогда будеп»: 

Вм'ксто системы уравнешй (130) получимъ одно уравнен1е: 

Лу (1х 

аЬ ш 

Принимая ось иксовъ за полярную ось, начало О за полюсъ поляр- 
ныхъ координатъ (г, ср), им-Ьемъ: 



1д^ = 



X 



(1331 



Дифференцируя это уравненхе, получимъ: 

б/9 X Ау — у их 

С08' ср 



х'' 



(1341 



По со8^ = -. Следовательно (134) прнмеп, видъ: 

г- г?Ф X йу - у их 



X' 



X' 



или 



X (1у -- у их ^= г^ср. 



(135) 
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Дифференщалъ сектора равенъ площади безконечно-малаго сектора 
0313Г (фиг. 7) и отличается на безконечно-малую величину 2-го порядка 
отъ площади кругового сектора ОМВ^ который, въ свою очередь, можетъ 
быть принять за треугольникъ съ основан1емъ г й^ и высотою г. По- 

этому площадь сектора ОММ' равна -^ г^<:р или -^* . Сравнивая съ 
(135) видимъ, что 

^— = — о"^ = дифференщалъ сектора (136) 

Поэтому (132) можетъ быть написано такъ: 

или г^ с1^ = с^ сИ (137) 

Эта формула такимъ образомъ показываетъ, 
что во всякомъ центральномъ движен1и площади 
секторовъ описываемый рад1усомъ векторомъ 
пропорщональны времени. Въ этомъ состоитъ 
законъ площадей: въ 'ч^енгпральномь деиженги 
радгусъ-векшорь описываешь въ равныя времена 
равныя площади, 

§ 55. Скорость въ центральномъ Авижен1и. На основан1и (88) им1Ьемъ: 




о 

гг = 






Формулы преобразован1я декартовыхъ координатъ въ полярныя таковы: 

X =^ г . €08 ф 

у = Г , згп^. 
Изъ нихъ находимъ: 

с1х = — г . 5шср . е?9 н- созср . йг | пч^^ 

(/1/ =: г . С05 9 . ^9 -+- 8^^ ^ . ^г ) 
Возводя эти уравнешя почленно въ квадратъ и складьгеая, получимъ: 

{аху -^ (ауу = г' (ац>у -^ {агу (но) 

Вставляя въ (138), по.^учимъ: 

г= . (а^У + (с1гу _ . ( с79\' / (1гУ 



V' = 



*^- = - т-- (I) • • ■ '"" 



Но е?г йг (/ф 

(II ^ й^ ' Ш 
Поэтом)^: 



(142; 



— де- 



по закону площадей г^ Л^ = с сИ. СдЬдовательно: 



Л = 



с 



Вставляя эту величину, ввгЬсто Л^ въ (142), полуадмъ: 



(143) 



Это выражете скорости упростится, если введемъ переменное и 
Для этого придется положить: 

йг 1 - 1 (аЛ* /йа\' 



2 

Г 



Тогда (143) приметь видъ: 



„2 



=4«-Ш' 



(144) 



§ 56. Сила въ центральиогь движмии. На основаши (128) шъЛежъ 

/и г 



т ' г сИ^ 



(145) 



Помноживъ первое изъ зтихъ уравненШ на ^х, второе на (2у и сложивъ, 
получимъ: 



Р (х с1х ч- у йу) 



т 



их . 



а^х 



^У • Л.2 



ас- 



(146) 



Известно, что выражеше х их -^^ у ду получается при дифференци- 
рованш уравнен1я х^-^у^^=г^. Именно: дифференцируя его, получимъ: 

X (Лх ч- у Лу = г с1г (147 ) 



Вставляя въ (146), получимъ: 

Р гйг 

т г 



их 



а^х 



или 



, (Рх , (1^у 



т и' 



. • (148) 



Но л*вая часть этого уравнен1я (148) можетъ быть получена дифферен- 

цирован1емъ величины: 

1 
"о 



ШлШ 



4;^ 



которая равна -^ А {с'). Следовательно изъ (148) получается: 

\ ,, ^. Р (1и 

2 т и' 

или Р и' а(V') 



т 2 €1и 

Дифференцируя же по и уравнеше (144), получимъ: 



(149) 



с/и 

Вставляя въ (149), получимъ: 

Р 
т 



^^^"'^ = 20' 






= -'''"'[« -^0]- 



. . . (150) 



§ 57. Кеплеровы законы. Кеплеръ, изъ своихъ собственныхъ наблю- 
ден1й и изъ наблюденШ своихъ предшественниковъ завгЬтилъ сл^дугопце 
законы въ движенш планетъ: 

1) Каждая планета движется по эллипсу, въ одномъ изъ фокусовъ 
котораго находится солнце. 

2) Площади, описываемый радиусами - векторами, проведенными отъ 
солнца къ планетамъ, возрастаютъ пропорщонально времени. 

3) Квадраты временъ обращен1я планетъ относятся между собою какъ 
кубы больпшхъ осей ихъ траекторШ (орбитъ). 

Покажемъ, какъ изъ этихъ кеплеровыхъ законовъ, выражающихъ про- 
сто результаты наблюдаемыхъ фактовъ, вывести тотъ великхй открытый 
Ньютономъ законъ, по которому оказывается, что всЬ гЬла взаимно при- 
тягиваются съ силою пропорщональною массамъ и обратно пропорщо- 
нальною квадратамъ разстоянШ. 

§ 58. Законъ площадей характеризуетъ центральное Авижен1е. Во-пер- 
выхъ покажемъ, что существован1е 2-го кеплерова закона (то есть закона 
площадей) доказываетъ, что двнжен1е планеты происходить подъ д'Ьй- 
ств1емъ притяжен1я къ центру. (Теорема обратная къ высказанной въ 
§ 54-омъ). 

Если движете точки подчиняется закону площадей, то, согласно ска- 
занному въ § 53: 



йу (1х 



1 



йх Лг 

'' (К ~-'~сН- '' 



(151) 



Де^ове. — Курсъ теоретической мехаынкн. 



— 5и — 



Отсюда сйдуетъ: 



Отсюда сл4дуетъ: 







у аь^- 








й'а- 


й'у й'-г 


Л' 


Л' Л» 



> . 



(152) 



X 



г 



Называя величину этихъ отношенШ Тс, иолучимъ: 






= кх 



= ку V 



= ке 



(153) 



Возводя эти равенства ночленно въ квадратъ, складывая и припоинивъ, 



что х- 



у' -ь г^ = г', получимъ: 



( 



с1^х 

си' 



й^У 

а1' I 



ас 



= к'г 



[.3-3 



(154) 



Изъ (153) н (154) сл'Ьдуетъ: 



.МЛ 









^^^« 



($)'Ч§Г-Ш 



3 



х- 



у 



. . (155) 



Но сила равна произведенш массы на усЕореше; поэтому и на осно- 
ваши (109) иы^емъ: 



= ш\ (. 



йР 



( 



ЛГ- 



т 



(156) 



Но на основаши (117) 



Р . сов (Р, х) = т -г-^ 
Р . сов (Р, У) = ^^.- 
Р . со$[Р^г) = т-^ 



\ 



(167) 
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Изъ (155), (156) и (157) (жЬдуетъ: 

сов (Р, х)^= ± 



X 



сов (Р, ^г) = ± — . 

Эти посл4дн1я три уравненхя показываютъ, что сила направлена по 
рад1усу-вектору исходящему изъ начала координатъ, то есть что движе- 
Н1е происходить подъ вл1яшемъ центральной силы. 

§ 59. Выводъ закона ньютон1анскаго притяжен1я изъ заионовъ Кеплера. 

Итакъ, первая часть великаго открыт1я Ньютона доказана: планеты дви- 
жутся подъ д'Ьйств1емъ центральной силы. Остается доказать вторую часть 
какъ д'Ьйствуетъ эта сила? Согласно первому кеплерову закону планета 
движется по эллипсу, въ одномъ изъ фокусовъ котораго находится солнце. 
Уравнеше эллипса въ полярныхъ координатахъ таково: 



г = 



Р 



е . С08^ 



(158) 



Д'Ьлая здЪсь подстановку - = I/, получимъ: 



м = — (1 -ь е . со8Ф) 
р 



(159) 



Дифференцируя, находимъ: 



. 5Шф 



с[и 

Л^и е 

-Ч-Ц= .008^ 



(160) 



(Р^ 



Вставляя определяемый по (159) и (160) величины м и ^ въ (150), 
по.тучимъ: * 



Р С^ (1 -Ь в . С08^У 



т 



1(1 

р 



е С08^) .008^ 



] 



или на основанш (158) 

Р с^ (1 н- е . С08^У 1 



т 



Итакъ: 



Р' 
Р = 



тс* 

р,г' 



(161) 



сила оказывается притягивающею и обратно-пропорпдональною квадрату 
разстояшя. 

Великое открыт1е Ньютона подготовлено было цЬлымъ рядомъ изслЬ- 
дованШ. Древн1е астрономы подготовили своими на6люден1ями богатый ма- 

4* 



{ 



— ^г — 

• 

терхалъ для изсл'Ьдован1я, но для объяснейя движен1я планетъ придумали 
кристальныя сферы и, предполагая, что планеты обращаются около земли, 
считали ихъ истинное движете весьма сложнымъ. Коперникъ(1473 — 1543) 
доказалъ, что земля и планеты движутся около солнца. Галилей (1564 — 1642) 
изсл'Ьдовалъ движен1е падающихъ гЬлъ.' Кеплеръ (1571 — 1630) высказалъ 
свои законы и наконедъ Ньютонъ (1642 — 1727) сд'Ьлалъ свое великое 
открыт1е, окончательно разбившее кристальныя сферы древнихъ. пока- 
завшее, что закономерность и устойчивость солнечной системы объясняется 
тЬмъ же тягогЬн1емъ, которое служить причиною паден1я гЬлъ и открыв- 
шее широк1е горизонты въ д^л* изучен1я природы. Ньютонъ же (одно- 
временно съ Лейбницемъ) изобр^лъ дифференщальное исчисдеше и всю 
механику подчинилъ своимъ основнымъ тремъ законамъ. 

Задача. Опредтьлить движенье 7почки, притягиваемой матергальнымь 
центромь пропорцгонально разстоянгямь. 

Не трудно вид'Ьть, что движенхе будетъ происходить въ н^Ькоторой 
плоскости. Примемъ ее за плоскость (х, у), Уравнен1я движешя будутъ: 



а — — н* у- 



гд'Ь }1^ — коэффищентъ пропорщональности. Для интегрировашя этихъ 

уравненШ положимъ: 

Лх 



= х', 



Тогда 1-ое изъ дифференц1альныхъ уравнен1й задачи дастъ: 



^ 



и 



л г, 



'^ ) = ^/ т/ .- , х' ^х' 



7, 



Интегрируя это уравнен1е, получимъ: 

х' =Г' с^ — [IV. 
Отсюда: , с1х ^/- х— . 

или ,^ Лх 

гь Л = — 



V? — \^'~х' 

Интегрируя, получнзгь: 

нн [1 (^ — '^) = (^^ГС С08 ( -^ 

или: с г /, \Т л ■ \ -■-»»у-«> 

лг = — 008 [|А (^ - т)] = А С08 ^\^•^) -+- Б 8гп (1х^). 
Подобное же уравненхе получимъ для у. Итакъ, уравнешя движешя 
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въ конечномъ вид* будутъ: 

X = Л С08 (1*0 "*" Б ^*^ (Н^О 

Для нахожден1я траектор1и надо исключить нзъ этихъ уравнен1Й ^. 
Для этого опред'Ьляемъ сначала изъ нихъ: 

. , ^. А'х — Ау 
'"* ^^^^ = А'В-АВ' ' 

, ^^ Ву — Вх 
ш (,.0 = ^,д_^д, • 

Возводя этя уравнен1я, почленно, въ квадратъ и сложивъ, получимъ: 

{А^x - АуУ -+- (Бу — В^x^'' = (Л 'В — АВУ 

или (Л'2-|-В^ ») а:'-+- (^»-ь Б») у» — 2 (Л Л' -+- ВВ') ху = (А' В — АВ' у. 

Это уравнеше траектор1и представляетъ собою эдлипсъ, центръ кото- 
раго находится въ начал* координатъ, то есть въ центр* притяжен1я. 
Изъ уравнен1й движен1я въ конечномъ вид* замЬчаемъ, что точка воз- 

вращается на свое вгЬсто въ течен1и времени ^ = -^^ . Итакъ, время Т 

полнаго обращешя точки определяется изъ формулы: 

Т= 

Интересно, каково уравнен1е живой силы въ этомъ движенш. Для на- 
хожден1я его помножимъ 1-ое изъ дифференщальныхъ уравненШ задачи 
на с1х, второе на с1у и сложимъ. Получимъ: 

^^-^-^с1у -^ = — [1^ (хахч-у ау) 

или: с1 (г;^) „ /,^ , ^ 

— у^ = — \1^(с1х'^у ау\ 

Таково уравнен1е живой силы. 

Уравнен1е площадей, какъ и во всякомъ центральномъ движеши, будетъ: 

г^ = с Л^ 



ГЛАВА Ш. 

Движен1е несвободной точки. 

§ 60. Несвободная точка. Если точка принуждена двигаться по какой- 
нибудь поверхности или по какой-нибудь лиши, то она называется несв(и 
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бедною, Наприм'Ьръ: точка, соединенная съ другою неподвижною точкою 
помощью нерастяжимаго и несгибаемаго стержня, ивЛющаго массу весьма 
малую сравнительно съ массою разсматриваемой точки, принуждена дви- 
гаться по поверхности шара описанной около неподвижной точки рад1у- 
сомъ равнымъ длинЬ стержня; точка, соединенная такими стержнями съ 
двумя неподвижными точками А я Б^ принуждена двигаться по сфер* 
описанной около Л и по сфер-Ь описанной около Д то есть по лиши 
пересЬчешя этихъ сферъ. 

§ 61. Движен1е точки по поверхности. Изсл^^дуемъ сначала движете 
точки по поверхности, определяемой уравнен1емъ: 

/ {х,у, ^) = (162) 

Если точка, принужденная находиться на этой поверхности, подвержена 
д^йствхю силы Р, то, разлагая силу Р на двЬ силы, изъ которыхъ одна 
направлена по нормали, а другая — по касательной, зам^тимь, что сла- 
гающая Т, направленная по касательной, не будетъ давить на поверх- 
ность, но будетъ двигать точку т по поверхности. Напротивъ того нор- 
мальная слагающая ^^ нисколько не будетъ двигать точку, но будетъ об- 
условливать давлен1е точки на поверхность. Поэтому, при вычислеши дав- 
лен1я точки на поверхность, мы должны брать въ разсчетъ только нор- 
мальное давлеше N. 

Обращая же вниманхе на это давлен1е можно свести изученхе движе- 
шя несвободной точки къ изсл^доватю движешя такой свободной точки, 
которая находится подъ д'Ьйств1емъ не только заданныхъ силъ, но еще и 
давлен1я, которое производится на'точку поверхностью и которое явлдется 
противодМств1емъ давлен1ю, производимому точкою на поверхность. 

Обозначая чрезъ ( — 2\Г) давлеше, производимое точкою на поверхность 
и сл'Ьдовательно чрезъ N сопротивлен1е поверхности, мы можемъ разсма- 
тривать точку какъ свободную, находящуюся подъ д'Ьйств1емъ заданныхъ 
си.ть и сопротивлен1я ^V, которое остается пока неопредЬленнымъ. Поэтому, 
на основан1и (117) получаются сл'Ьдующ1я дифференц1альныя уравнен1я 
движенк. 

с1^х 
т -—^ =^ X -\- N . со8 (Л', х) 



сИ' 
т-^=Г -^ N.€08 {N, у) 

ш -г-^ = 2 -^ N . со8 (N, г) 



(163) 



Заключающ1еся въ этихъ уравнен1яхъ косинусы угловъ наклонешя нор- 
мали къ осямъ координатъ определяются известными формулавш диффе- 
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^л 



* зи л т II '(111: 



ренщальнаго исчислешя по (162) такъ: 



С08 (^, х) = 



дх 



1/( 



дх 



[Ш-т 



00$ (Ж у) = 



ду 






^1/»СК(Л-11\ г5^0Л5»_4«1 






Ч' у V 



I.. 
К 



1/(1ГЧ0 




С08 (Л", г) = 



де 



1/(#-ь(|Г-(0 



• . . . '. (164) ^ /<*!"• ^ 



Что же касается N. то эта величина подлежитъ исключенш. Исклю- 
чивъ ^? изъ трехъ уравненШ (163), получимъ два уравнен1я; присоеди- 
нивъ къ нивгь еще уравнен1е (162) иоверхности, получимъ всего три 
уравнешя, которыхъ вполне достаточно для выражешя координатъ х, у, г 
чрезъ время I. 

Примгъръ. Опредгьлить деиженге тяжелой 7помкщ движущейся по по- 
верхности вертикальиаго цилиндра х'^ -+- у^ = ТС^ подъ влгянгемъ силы тя- 
жести и начальной скорости V^^ сообщений въ горизонтальномь напра- 
влети, предполагая, что точка не можешь сойти сь поверосности игр- 
линдра. Ось ^з? беремъ по вертикали внизъ. Зд-Ьсь уравнеше (162) им'Ьетъ 

ви;^: 

/ (х,у,^) = х'^у' — В' = (165) 

Вычисляемъ: 



(166) 



^.о 



%=''■■ |=* 1=^' 

Зд-Ьсь действующая сила есть тяжесть тд\ ускореше, производимое ею, 
направлено по оси е и равно д, Сл^^довательно: 

Поэтому уравнен1я (163) принимаютъ видъ: 

Л^х Кх 



т 


сИ- 




В 


т 


(11^ 




Nу 
В 


т 




^ 


ту. 





(167) 



(168) 



(169) 
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Исключая N изъ (167) и (168), получимъ: 

Ъ" ^ си 



У-Э7Г — ^^ = 0. 



Интегралъ этого уравнения таковъ: 






Въ начал^^ движен1я: 

^ йж ,^ йу „ 

'' = ^' й^- = "' Л^ = ^- ^ = '^- 

Вставляя въ (170), получимъ: 

С = — Лго- 

Сл'Ьдовательно (170) приметь видъ: 



'1-1=-*. <"" 



Дифференцируя (165), получимъ: 






Исключая ~ изъ (171) и (172), находимъ: 



С1х х^ их 



У -3/-^— ' -37 = — ^^0 



с1х 
или (х"" ч- у2) — = — Еь^у 



или Е^^ = — Его \/В,'' — х\ 



их 



Ейх 
Отсюда: — г-^ — =- = — Гг^Ш. 

УВ^ — х" ^ 

Интегрируя, получимъ: 

Х=1 Е . С08\- 



(-Л ""' 



= « • * Ы) 



(174) 



Интегрируя (169) и принимая т=1, найдемъ: 

й« = ^' -*- ''^ 

При ^ = О им'Ьемъ ^ = 0. 
Сл'Ьдовательно: ~Ж ^^ ^' 




При / ^ о нмЬе»ъ 

Следовательно: 

Уравнен1Я (173), (174), (175) суть искомый уралнешя двпжен1Я въ коне!- 
номпл вид1;, Изъ ннхъ мы видимъ, что точка движется по винговоЁ лншн. 
§ 62. Движви1е точки по лин!!!. Есяа точка прпнуждона двигаться по 
Л1Ш1И. то есть по пересЬчен!» поверхностей: 
/ (х, II. г) = О 1 

Г{х,у..^) = ^ \ ""'* 

то, обозначая чрезъ Л'' и Л' сосротивлен1я, оказываемыя этими поверх- 
ностями, получнмг, подобно тому какъ получили (103), так1я уравиеяЫ: 






(11= 



: Г -Н Л" - С01 (Л'. У) - 



■2Г . ш{Ж-,х) 
ео8 (У |/( 



- Л'" 



- ?Г . С05 (Л', г) -4- ^У" . сое (N'' г) 



.(177) 



По 11СОШЧСНШ Л" и Л"" изъ (177), получвмъ одно уравнен1е. ПрН11авляя 
1п. нему дна ураииен1Я (176), получимъ три уравнения, достаточныя для 
выражетя (х, у, г) чрезъ I. 

§ 63. РавнокЬие яанъ частный случай днжен1я. ЛГожетъ случиты^л 
такъ, что несколько сплъ. дЬйствушщип. на точку, взаимно уничтожаются 
и точка находится въ равновЪсш. Это равновЬс1е будетъ статичёскимь, 
если точка не им^етъ начальной скорости; тогда она останется въ покоФ. 
Равнов'Ьс1е будетъ динамическое, если точка им1;етъ нача.1ьную спорость; 
тогда она будегь дпишться такъ, какъ будто никакая силы на нее не 
д4йствуютъ. если въ теп1'1|1н движен1я силы продолжаютъ уничтожаться, 

§ 64. Равнов-Ьс1е свободной точки. Свободная точка, сл^довате.1Ьно. 
будеп. въ равнои'Ьс1и, если равнодействующая вскхъ силъ равна нулю. 
Это услов1е соб^^юдается, ес^и кавдая су>сна 11роложен1Й всЬхъ силъ на 
каждую изъ осей коорднвагь равна кулю. Поэтому уравнен1Я рапнов1'.с1Я 
;(бодноВ точки таковы: 






. (178) 
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§ 65. Многоугольиикъ силъ. На основанш сл1^дстб1я выведеЕнаго Нью- 
тономъ изъ его П-го закона (§ 3), равнодействующая двухъ силъ АВ и 
АС (фиг. 8) равна д1агонали АВ параллелограмма, построеннаго на этихъ 
силахъ. Следовательно точка А находится въ равнов'Ьс1и подъ дейстахемь 
силъ АВ, АС я АВ, изъ коихъ А В равна и противоположна равно- 
дМствующей АВ силъ АВ и АС. Изберемъ какую-нибудь точку Л 
(фиг. 9) и проведемъ А'В' равную и параллельную АВ, В^В' равную и 
параллельную АС, Соединивъ А' съ В\ замкнемъ треугольникъ А'В'В\ 





Фиг. 8. 



Фиг. 9. 



в. 



называемый треуюльникомъ сгмг. Очевидно -4'2)' = АВ. Изъ сравнешя 
фигуръ видимъ: 1) замыкающая сторона А' В' треугольника силъ, счи- 
таемая (при непрерывномъ обход* треугольника по его периметру) въ 
противоположную сторону, представляетъ, по величин* и направлен1ю, 
равнодействующую силъ изображенныхъ остальными сторонами треуголь- 
ника; 2) точка находится въ равновес1и подъ действ1емъ трехъ силъ, 

представляемыхъ въ 
треугольниюь силъ, по 
величин* и по напра- 
влен1ю его сторонами 
А'В\ В'В\ В'А\ счи- 
таемыми въ одномъ на- 
правлеши; 3) точка на- 
ходится въ равнов*с1и 
подъ д*йств1евгь трехъ 
силъ тогда, и только 
тогда, когда треуголь- 
никъ силъ за^гыкается (когда его можно построить) (фиг. 9). 

Если на точку дМствуетъ много силъ (фиг. 10), то можно было бы 
найти ихъ равнодействующую постЬдовательнымъ построешемъ параллело- 
граммовъ, но получился бы сложный чертежъ. Проще можно поступить 
такъ (фиг. 11). Даны силы АВ, АС, АВ, АК Избнраемъ произвольную 
точку А' и откладываемъ отъ нея последовательно прямыя равный и па- 
раллельный даннымъ силамъ, такъ чтобы каждая последующая прямая 
шла отъ конца предъпдущей. Получимъ многоугольникъ силъ А'В'С^В^Р\ 






Фиг. 13. 



Ксли представтп, себ'?. д!агоип;т прпврдешгая кг его в в рд и тшь ия. -А', * 
то нолучнмъ рядъ треуюльникивъ смь. Наъ указаннаго свойства трь'уголь- 
ника снлъ стЬдусг!,, 1) Зимывающая сторона АТ' многоугольника, счи- 
таемая, при обход'Ь периметра, въ наиравлея1|| противуположнонъ осталь- 
ным!, сторонамт., пр(.'дста!ияеп.. но велипинФ п но иалравлрнш, равно- 
действующую АН силъ, представляемыхъ осгальнмии сторонами. 2) Точка 
находится въ равновкми, ес^1н многоугодь- 
никъ СН.П. замкнуть Сфиг. 12 и 13), Надо обра- Л 

тит[> ваииаше на то, 
что на фиг. 10 и 11 
дано 4 силы и мы 
заиыкаемъ треуголь- 
никъ равнод'Ьйствуш- 
тею Л'!"". Тогда как1> 
на фиг. 12 и 13 дано 
5 силъ и онъ самъ 
собою замкнуть. 

Все это сводится 
къ следующему. 

правил} I. Лкюад сторона «ногоугольнвка си,ть нзображап-ь сойою, 
ив величин-Ь и направленш, раннод-Ьйствующую остадьныхъ силг. если 
считается въ сторону имъ протнвуположпую при обход-Ь периметра. 

П/ювило II. Топка находится въ равновесии, если мвогоугольникъ 
силъ оказывается замкнутынъ. 

ЗамЬтнмт., что стороны многоугольннна силъ могуть лежать и въ раз- 
ныхъ плоскистнхъ, такъ что ати иравнла остаются сираведлквымн и для 
сил, ш- .1«кащи.\ъ въ мдной п.10се;ост11. 

§ 66. Равновеие несвободной точки. Равновес1е несвободной точки. 
какъ частный случай движев1а такой точки, оиред■^1Яется такими урав- 
нен!я«и, который получаются нзъ (103) или иэъ (177), полагая въ нихъ 
вторыя щшизводнЕля огь коордннать по времени равными нулю. 

§ 67. 0й|дее услов1е равновесия, выводимое изъ начала возиожныхъ 
перенЬщенЫ. Г'ав11ивк'!е нссвоГюдгюй точки ложно «зстЬдовать, какъ это 
иоказа.1ъ Лагранжъ, другнмъпутемъ, дающимъ оолЬе широкШ и необык- 
новенно плодотворный взглядъ на дело. 

Лаграннп. оснопа.1ъ исв) статику (учете о равновесии) на принцить 
воз/яожныхг, перемпщенйЧ, который состоитъ въ слЬдующемъ: Для равно- «• 
вгшм точки необхоОимо и достаточно, чтобы раинодгшапвующап вспхь ' 
праложеиныхь кь кей силъ не могла произвести »и одного изъ возмож- " 
ныхъ для течки иеремшцекш. 

Для приложения этого принципа достаточно разсматривать безконечно 
малыя порен-кщен1я. которыя, благодаря ихъ ма.10сти, всегда могутъ быть 

ГрИНЯТЫ :(а 11рЯ.М0ЛПН('ЙН1.1Я, 
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Положимъ, что прямая тп (фиг. 14) представляетъ направлеше ка- 
кого-нибудь изъ возможныхъ перем4щешй точки т; такъ что т можетъ 
перемещаться по ней только въ направяен1и тп, но не въ обратномъ на- 
правлеши. Положимъ, что тР представляетъ собою равнодМствующую 
Р всЬхъ силъ, приложенныхъ къ точк* т. Разлагаемъ силу Р на двЬ 
силы, изъ коихъ одна была бы перпендикулярна къ возможному пере- 
мещен1ю 8^ по тп, другая же была бы направлена по б^. 

Первая изъ этихъ силъ не произведетъ никакого 
"ть перем^щетя точки т. Сила же направленная по Ь$ 

^ /V. будетъ равна проложенш силы Р на 8^, то есть 

она будетъ 

(Р . Ш Р, 05). 

Но и эта сила можетъ произвести перевгЬщеше 
Ф^^ ^^ точки т только въ томъ случае, если она напра- 

влена отъ т къ п, а это можетъ быть только въ томъ 
случа*. если уголъ Р съ 8^ острый. Итакъ точка находится въ равновЬ- 
сш, если уголъ (Р, 05) тупой или прямой, то есть если 

С08 (Т, 08)^0 (179) 

Таково общее услов1е равновес1я, но Лагранжъ выразилъ его въ бол-Ье 
удобной форм*. А именно, зам'Ьтимъ, что: 

С08 (Р, 8^) = С08 (Р, Х) . С08 (05, Х) Ч- С08 (Р, у) . С08 (8^, у) Ч- 

-+- С05 (Р, ^) . С05 (85, ^е^) . . .' (180) 

и кром* того 

С08 (Р, Х) = -^^; С08 (85, х) = „ 




05 



С08 (Р, 2/) = р ; С08 (85, у) = ^ 

С08 (Р, ^) = р- ; С08 (85, ^) = 2^ 



(181) 



гд* одг, 8|/, 8^е? суть проложен1я возможнаго перем-Ьщенгя б5. 
Поэтому (179) можетъ быть представлено въ видЬ: 

X 8д; Г 077 Л! Ьг 

^ . -^ -+- 4 • . -*- 4 • -^ < О (182) 

Р 05 Р 85 Р 05 

Но Р и 85 мы принимаемъ за величины положительный. СгЬдовательно 
изъ (182) вытекаетъ 

Хох-\- У оу -+- ^ 0^ ^- О (183) 



Это и есть та форма, въ которой Лагранжъ выразилъ общее услов1е 
равнов'Ьс1я точки. 



./ , 






Зал11княя вг (180) кооипусм правой часта чрезъ игь выраквшя, дав- 
ныя въ (181 ^ и помножая об!; част на Р 5а, полушмъ: 

Р . С08 (Р, г^) . г,^ = X бж н- У 8у Ч- Л гг . . . . 1184) 

В1лражен1е, стоящее въ Л'ЬвоЙ части этого равенства, иредставляегъ 
собою, на основашн (32), работу на иутн возможваго П1'рсмЬшен1я 08. 
Эту работу на безконечно-ма.10)1ъ пути 58 назыв!Ц1)тъ элчмгнтарною. Сле- 
довательно: 

X . йг + 1' ',11 -{- Л Ьг ^ элеиеатарпая работа. 
Поэтому лаграпжево ибщее ^слов1е ^явновп-сгя 

X 1х -{- У гц -^- а Ьг '^ О (183) 

можктъ быть выражено слт/г/ющими словами: пшика иахог)шпся еъ 
ранноипЫи, если элементарная })аботп дпйспщющихь на нее силъ не 



% 68. Выводъ уравненШ равнов'Ьс1Я свободной точки изъ общага усло81я 
равновЪсйя. Если точки спогюдна, то 1и'Я1;1я 1'л 111ф<.'м1.шея1я нозможнм. 
С'лЬдувательно для свободной точки величины ох, '^д, йа совершенво цровз- 
вольны. Но. при произвольности етихъ величвнъ, неравенство 0^3) мо- 
жетъ существовать только въ томь стуча!;, если сшящ1е при нихъ коэф- 
фициенты равны пулю, то есть ес-1и; 

А- = (1; У=0: 2=0 (Шл) 

Уравнен1Я тождественный съ (178) потому, что иъ (185) X Г, Я суть 
прп,]пжен1Я равноД'Ьйству111Щей Р всЬхъ силъ. 

§ 69. Выводъ, нзъ общего умо8!я (183), уравнен1Й равновЪт точки, 
которая принуждена оставаться на поверхности. Если точка прнвуждепа 
ос та ват [.СИ на поверхаоств, то уже ог, 5.»/, 5г не произвольны, н мы сей- 
часъ выведегь зависимость, которая между ними существует-ь. Раллагян 

/ (х -4- 03-. I/ -+- Е(/, г -ь 5г) — / (.г, т/, г) 

въ рядъ по формул11 Тай.10ра и ограничиваясь первымъ членомъ ряда, 
получниъ: 

/^ (яг -I- 5^;, у -»- Зу, г •+- 5г) — / {х, у, ^) = 



дх 









■ (1Я'.) 



Но оба плена .гЬвой части этого раВРНствя равны нулю, такъ кавъ 
точка, и въ начальнонъ своемъ положенш и продтштвшксь на возможное 
1геро1гЬщен1е, остается на поверхности. Сл^цовательно и вторая часть ра- 
венства (180) равна ну.1ю, то есть: 



V '„^^ 



г,- 



''/; 



. (К'Т» 



— ь^ — 

Вотъ какая зависимость суи^ествуетъ между 8я;, оу, Ьа. КромЬ того 
мы им'Ьемъ общее условхе равЕ0В'Ьс1я: 

Ход;ч- Гоу-4- гГ8^^0 (183) 

*' *ч Помноживъ л4вую часть (187) на неопред'Ьденный множитель X и сдо- 

: ^V ^'^'"живъ съ (183), получимъ: 



X. 



|).8.-н(гн-Х.|-Ь'>.« 



■I)--» 



(188) 



Дв1Ь величины изъ од:, 8у, Ьг совершенно произвольны, третья же опре- 
д'Ьляется по этимъ двумъ при помощи (187). Пусть эта третья величина 
будетъ Ьх. Опред-Ьлимъ X такъ, чтобы коэффид1ентъ при Ьх въ (188) быль 
равенъ нулю. Для этого опред^лнмъ X изъ уравнен1я: 



Х-+-Х.^ = 
ох 



(Ш) 



Тогда (188) уже не будетъ содержать Ьх\ остальные же Зу и Ьг со- 
вершенно произвольны, и потому уравнеше (188) возможно только, если 
коэффищенты при оу и Ьг равны нулю, то есть: 

.^.«>,. Л^^^^ у..,-^ ^''^\'^-'-''- ун-х.^ = 

.Л;и..1..^...1 и., /-™ <^У ^^^^3) 

.///•«л-/-.-. Уравнен1я (189) и (190) и представляютъ собою уравнен1я равно- 
'^' - "у в4с1я точки принужденной оставаться на поверхности 

/ (X, у, г) = 0. 

§ 70. Выводъ, изъ общаго ус/10В1Я (183), уравиенМ равнов'Ьс1я точки, 
принужденной оставаться на линж. Если точка принуждена оставаться на 
лин1и, определяемой перес'Ьчен1емъ поверхностей 



Р(х, у, е) = 



(191) 



ТО изъ этихъ уравнен1й по теоремЬ Тайлора получимъ: 



дх 



Ьх 



д1\ 

3— од? 
ох 



ду 



оу 



''У 



бе 



6г = 



ар. 



= о 



»г 



. . (192) 



Кром'Ь того имЬемъ общее услов1е равновЬс1я 



ХЬх-л- Т Ьу -^ гЬг^О 



(193) 
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Помножая 1-ое изъ (192) на л^ второе изъ (192) на Х, и СЕладывая 
съ (193), получимъ: _ 



(--ч?--.^)--(--^.|-.1)^ 



ОУ 



-|-|^н-Х,^-+-Х,^)8;г^0 (194) 



(. 



Опред'Ьлимъ Х^ и Хз изъ требовашя, чтЧ|бы коэффиц1енты при 8.г и 
01/ въ (194) были равны нулю. Тогда остаемся только трет1й членъ въ 
л-Ьвой части (194), и, вслЬдствхе произвольности 8^, коэффищентъ этого 
члена тоже долженъ быть равенъ нулю. Поэтому имЬемъ: 



ду ^ ау 



(195) 



Таковы уравнен1я равнов'Ьс1я точки, принужденной отставаться на лин1и 

/(л?, У, ^) = 
^'{х, 2/, е) = 0. 

§ 71. Уравиеи1я равиов'Ьс1Я точки въ случа-Ь связи, выраженной нера- 
венствомъ. Если точка можетъ двигаться не только по поверхности 

/(X, у, -.) = 0, (196) 

но и въ одну какую нибудь определенную сторону отъ нея, то можно 
сказать, что точка можетъ сойти на соседнюю поверхность 

/(X, у, ;^) = а, (197) 

которая лежитъ, смотря по услов1ю, или въ области 

/ (^, у, ^) > О, (198) 

или въ области: 

/(^, у, ^)<0, (199) 

11рим)ьръ 1'Ый, Точка лежитъ на внешней поверхности твердой сферы 

х" -^у' — В' = 0. 
Такая точка можетъ сойти въ область 

х^ ч- 2/' — -й^ > О, 
вн^шоюю по отношешю къ данной сфер-Ь, то есть перейти на сосЬднюю 

'^Ф'РУ ;г' -н / - ^г« = а 

гд'Ь а положительно. 



— Ь4 



Примуьрь 2^й, Точка лежитъ на внутренней сторон* поверхности сферы 

х^-\'У^ — В'' =^ О, 
Такая точка можетъ сойти въ область 



X' 



у' - В' < О, 



лежащую внутри сферы, то есть перейти на соседнюю сферу 

дл _4_ уЗ _ Л^ = а, 
гд* а отрицательно. 

Связи, выражающ1яся неравенствами вида (198) или (199) называются 
неудероктвающими. 

Зам'Ьтимъ, что услов1е равнов'Ьсхя (183) можетъ быть представлено 

въ вид* 

X бж -ь Г гу -ь ^ 8^ = о?7, (200) 



если подъ обозначешемъ о[7 будемъ разуметь неопределенную безконечно- 
малую величину не превосходящую нуль. Изъ (197) им'Ьемъ: 



ох ду "^ де 



(201) 



Помноживъ это уравнен1е (201) на неопред^леннаго мнозштеля X и 
сложивъ съ (200) получимъ: 



( 



ах 



(гч-Х^|оу-+-(^Ч-Х^Мб;г = Х8ач-8СГ. .(202) 



Дв* величины изъ од:, оу, Ь^г совершенно произвольны, третья же свя- 
зана съ ними уравнен1емъ (201). Пусть эта третья величина будетъ ад. 
Выбираемъ X такимъ, чтобы коэффищентъ при ох въ (202) былъ равенъ 
нулю. Тогда, всл'Ьдств1е произвольности бг/ и о^ ихъ коэффищёнты въ 
уравнеши (202) и правая часть этого уравнен1я должны быть равны 
нулю. Поэтому им'Ьемъ: 



ох 

Г-ьХ^ = 
Л/ 

2^X^ = 
иг 

оТТ -\- Хоа = О 
Первыя три изъ уравненШ (203) даютъ: 



(203) 



Р= X 




дх 



ш - т 



• (204) 






к. 

дх 



у-т^ (1Г- ш' 



р 



Чу 



у \дя) ~*~ \ду) "^ \де) 



2 



> • 



2^ 

I' 



де 



Й! 



дх 



ш - ш 



. . . (205) 



Следовательно, для равнов-Ьсгя точки, дЬйствующая сила должна быть 
направлена по нормали къ поверхности 

/ (л?, У, е) = 0. 
Посл-Ьднее изъ уравненШ (203) имеющее видъ 



Ы1 -+- Х8а = О, 



(206) 



опред^ляетъ знакъ множителя X. Именно: чрезъ Ы1 мы обозначали вели- 
чину, не большую нуля; стЬдовательно (206) ыожетъ удовлетвориться 
только тогда, когда X и оа им*ютъ одинаюе знаки. Такъ какъ сила Р 
есть величина абсолютная, то благод аря уравнеяш (204), множитель X 

и радикалъ у у^ -н (^ -ь (^) должны тЛтъ одинак1е знаки. Сле- 
довательно, знакъ этого радвкала таковъ, какъ знакъ ба. 

§ 72. Задача: найти аолошен1е равнов^е1я тяжелой точки на сфе|гЬ7 

Пояснимъ сказанное въ предыдущемъ параграф*, и особенно правило 
знаковъ при радикал^Ь, на весьма простой задач*, выраженной въ загла^1и 
настоящаго параграфа. 

Возьмемъ начало координатъ въ центр* сферы 

зл ^у^^г^ — В'' =0 (207) 

Возьмемъ ось г по вертикали внизъ. Им*емъ: 

Р=тд, Х = 0; У = 0; 2 = ^)1д: 



Ох 



= 2х; 






= 2у; 






= 2г; 



/.•-^/,К. 



* ]/(5) - (I)'- (I) = - ' у^'^т^-^ ^«- ■ ■ (^ 

5 



Дмоне. — К/рсъ теоретическое нехАннки. 
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Уравнен1я (205) дадутъ 



х = 0; у = 0; 
я = - (=ь В). 



(209) 
(210) 



Уравнешя (209) показываютъ, что положетя равнов'Ьсхя могутъ быть 
только на вертикальной оси сферы (фиг. 15). Уравнеше (210) показы- 
ваетъ, что положешя равнов4с1я могутъ быть только на сфер*]^. Въ (210) 
знакъ при В внутри скобки надо взять такой какъ при радикахЬ, какъ 

это видно изъ (208). 

Если точка не можетъ покинуть 
сферы, то при радикал* надо удержать 
оба знака; изъ (210) получимъ ^зг = :+: А 
положен1я равнов-Ьсгн будутъ въ -4 и В. 
Если точка лсжитъ внутри сферы, 
то оа отрицательно; следовательно при 
радикал* надо взять (— ); изъ (210) 
получимъ = — ( — В) или ^ег = ч- 2?; 
^ ^\ У положеше равнов'Ьс1я будетъ только въ 

Д такъ какъ положительная ось г идетъ 
внизъ. 

Если точка лежитъ вгЬ сферы, то 
8а положительно; при радикал* надо 
взять (-ь); изъ (210) получимъ ^е? = — (-н Л) или ^г = — Я\ поло- 
жеше равнов*с1я будетъ только въ А, 

§ 73. Уравнеи1я равнов'Ьс1я точки въ случа-Ь двухъ связей, выражен- 
ныхъ неравенствами. Если им*емъ неудерживаюпия связи: 

то разсуждая совершенно такъ же какъ въ § 72, получимъ: 

дх 




Х„-г- = О 



>. 



Х^ оа 



дг 



X 



). 



' дх 
дТ 



дР 



= О 



= О 



д^ 



(212) 



§ 74. Начало Далаибера. ЗнаменитыЁ французскхй энциЕлопедистъ в 
математикъ Даламберъ (Ва1етЬег1;, 1717 — 1789) привелъ изучеше дви- 
жен1я несвободной точки къ изученш ея равнов'Ьая при помощи особыхъ 
соображенШ, получившихъ назвате начала Даламбера. Выводъ уравненШ 
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явия№Н1я несвободной ТОЧЕН при помощи начала Даланберя пнФвть пмсъ 
мы увидимъ П110сл11дств1||, чрезвычайно вакыос значили ыъ иехаиик'Ь: онъ 
бол-Ье плодовигь чЬмъ выподъ атлхъ уравнснШ сдкланный нами пъ § 62. 
Г.З и С4. 

Пусть точка т (фиг. 16) не ыожсть покнвуть поперхно1П'и ММ а иа- 
ходится подъ д'Ьйств1емъ силы Р. Разложниъ силу Р на дв-Ь, иаъ коихъ 
одна, X была бы направлена по нормали къ поверхности, другая же Т 
по касательной лежащей въ плоскости силъ Р в Л'. 

Сила Л" уничтожается сопротивлен1емъ повсрхностн; сила же Т йудеп. 
д'Ьйетвопать на точжу т какъ на сво- 
бодную; такъ что пролоя»н1я этой силы 
Т буд1'тъ: 

^х 1Ру в^я 




Фиг. 18. 



-Условимся Бъ сл'Ьдукпцихъ наэватяхг: 

Р = д'Ьаствун1П[ая сила, 1 ^ - 

^ = потерянная сила, > г ^ IV 

Т = ускорительная сила.>' 
Обозначнмъ пролоя;оп1я дЬйствующеИ силы Р чрсзъ X. У, 2. Возь- 
мемъ {_—Т) равную и противоположную снтЬ Т. Достроив!, паршиело- 
граммъ на силахъ Р и (—Т), замФ.тимъ, что сила IV с-тужип. д)агона.1ып 
этого параллелограмма. Следовательно: потерянная сила К есть г^ме- , 
трическая сумма д»>иствух»ией силы Р и сила ускоршпелътюй, взятой 
вь обратномь направлены. Поэтому проложен1я потерянной силы будугь; 

Л" 

Но потерянная сила ураввонЬшивается сопротнвлсвк-мъ сиязи. 

Изъ сказавнаго вытекаетъ: 

Начало Даламбера: ДлИапвующая сила и считаемая въ обратную 
сторону ускоршиельная сила наладятся, вь тсчснги дииясенгя, « /ювно- 
впсги. блашдаря <:о11ротивл*.'Н1111 связи. .'. 

§ 75. УравненЕя движен1я несвободной точки, выввдмыя изъ начала 
Дала|вера. Это начало можсгь быть выражено еще пм.: -//"/'л/чп.! /ыи- 
ясен'Я мгсвоОодной точки суть уравш-нЫ рамновпсгя ч''111'^11янне1й г илы, 
пролож.?ы1я соторой выражаи1Тся форхулахн (213). Пч>71.уу л>- тигочно, 
вместо X Г. /?. подставить въ уравнения равяовАс^я |2оа) величины 



г--«4# 



. (213) 



— б» 



/;•■ 



(213), чтобы получить уравнен1я движен1я несвободной точки, который 
поэтому будутъ таковы: 

а* ох 









^ — т -т^ ч- X -/- = о 

617 -к Хоа = О 

гд* / (х, у, ;?) = о есть уравнен1е связи. 

Если точка подчинена двумъ связамъ, то надо пользоваться не (203), 
а (212). Тогда получимъ: 



(214) 



X — я» 



У — т 



2 — т 






К 



4-х. 



^1 

дх 



с11' • * дг 
Х.8а -+- Х^оЭ 






ш=о 



(215) 



§ 76. Сохран1е живой силы въ движенЫ точки. Ураввешя (215) ио- 
гутъ быть представлены такъ: 






т 



А'у 



дГ 



= Г н- X, ^ -»- X 



'дх 
дР 



(Ц^~^ • ■■> ду ■ "» ()у ' 






^ 
йг 



(216) 



Помножимъ 1-ое изъ этихъ уравненШ (216) на их, 2-ое на %, 3-е на 
(1г и сложимъ. Получимъ: 



/п 






й^^ 






аг 






'] = 



ХЛх ■+• ТЛу н- ЕЛ^ 



-^\^^^-*-^.^у-^^^гЖ-^ (^ 






Л/ 






йж 



дР 
ду 



йу 



^й^)х,. 



(217) 



Два посл^дше члена правой части этого уравнен1я равны нулю всл^Ьдств1е 
существовашя уравнешй связей: 

■■■■■■:..;, . /■ {Х,у,г) = 

Р(х,у,г) = 0. 
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-2~)^ потому ПО (89) 

7ПГ^ 



дифференцируя же (218), получииъ: 

Итакъ (217) принимаетъ замечательный видъ: 

а (^) = Х4х-\'Уау-^гйе (220) 

Въ § 24-омъ мы сказали, что въ большомъ количестве случаевъ при- 
ращен1е живой силы равно рабогЬ. Выведя (220) изъ общей теорш и при- 
поминай, что Хйх-^ Уйу-\- Ейг^ согласно (184), есть элементарная ра- 
бота, заключаемъ что, согласно (220), дифференцгаль живой силы равенъ 
элементарной работть. Это уже похоже на свойство указанное въ 
§ 24-ОМЪ. 

Если данный силы им^нуть потенд1алъ (когда именно он^ им^нуть его 
укажемъ впосл^дствш въ § 136), то 



Х = 



Т = 



2 = 



дх 

дЦ_ 

ду 



(221) 



Сл'Ьдовательно: 

1Г^ Л'^ ^^ ^^л ^^л ^^л 

^ дх ду ^ д;: 

или Хйх -к Тйу -ь Ейг = аТТ (222) 

Сравнивая съ (220), получимъ: 



Ш= 



аи (223) 

Интегрируя, получимъ: 

'^ = и+С (224) 

Мы теперь уже вывели изъ общей теор1и законъ (224) сохранешя 
живой силы, который былъ только указанъ въ формуле (51). 

При этомъ необходимо указать на важное значеше уравнешя (222). 
Оно показываетъ, что дифференц1алъ потенщальной функц1и равенъ эле- 
ментарной работе. 
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Все сказанное въ этомъ параграф* само по себ* изгЬегь ввсьха важ- 
ное значеше, какъ мы это въ особенности увидимъ въ § 134, но Ером! 
того существоваше потенц1альной фзгнкщи обдегчаетъ значительно р*ше- 
ше механическихъ вопросовъ. Такъ наприм^^ръ скорость находится весьма 
просто. Действительно изъ (224) непосредственно сл4дуетъ: 



V=у' 



2 {V ■+- С) 



т 



. (225) 



Приложимъ теорш потснщальноЁ функщи къ изсл'Ьдованш движеш 
математическаго маятника. 

§ 77. Матсматическгй маятникь, Подъ этимъ назвашемъ ра^ум^ютъ 
отвлечете отъ обыкновеннаго физическаго маятника. Именно, математи- 
ческимъ маятникомъ называютъ тяжелую точку ш укрепленную на кони 

нерастяжимой и невесомой нити, другой ко- 
нецъ которой укр^плонъ въ неподвижной 
точке. Задачу о движенш математическаго 
маятника, какъ более простую, решаютъ для 
того, чтобы потомъ перейти (какъ ны это 
и сдЬлаемъ въ § 201) къ изучешю маятника 
физическаго. 

Отоонимъ маятникъ (фиг. 17) на уголь а 

отъ вертикали и предоставимъ ему загЬмъ 

двигаться подъ вл1ян1емъ тяжести тд (беремъ 

ось г по вертикали внизъ). 11отенд1алъ тяжести, какъ мы вид'Ьли въ § 

29-омъ равенъ гпдг. Итакъ 

II = тдг . . ' (226) 




Следовательно (224) приметъ видъ: 



тV' 



= гпдг 



(227) 



Изъ начальныхъ данныхъ, получимъ 

С= — тдго, 

где ^0 есть координата начальнаго положен1я маятника. СтЬдовательно (227) 
принимаетъ видъ: 



или 



—- = П1д {г — хго) 
V' =2д{в- я,) 



(228) 



Вотъ скорость уже и найдена. Мало того, уравнен1е (228) даетъ 
намъ возможность прослЬдить обпий характеръ движен1я маятника. С^Ь- 
лаом1, это. Въ начальномъ положен1И, г ^= г^ м потому по (228) ско- 
рость г = 0. Подъ действ1емъ тяжести я увеличивается, и скорость по 



(228) аоэрастаеть. Она будетъ наибольшая, когда г подучить наибольшее 
.| значен1е равной дли1гЬ I иаятника, затЬиъ иаятникъ буде!^. подниматься 
по дугЬ изъ этого низкаго 11оложен[я, и когда г опять уменьшится до Го, 
скорость 0|щть сделается, согласно (228), равною нулю. Въ этою, лоло- 
.Хев1и, при окончанш иолуколебашя, маятвикъ будегь находиться въ гЬхъ же 
услов1Я1ъ какъ и вначал!. но по другую сторону вертикали, проходящей 
чрезъ точку иодв'Ьса. Онъ произведен, обратное движете и дойдеп. до 
Вачальнаго иоложешя, откуда пойдетъ опять по прежнему и т. д., дви- 
геше его будетъ |;олебаН1е по дуг* окружности, онисанной изъ точки под- 
веса р11Д1уС0МЪ I. 

Изсл'Ьдуемъ одно такое колебан1е. Обозначвмъ чрезъ ср уголъ состав- 
ляемый маятниБОнъ съ осью г въ Еонц'Ь времени I носл^ выхода изъ 
начальнаго положенш. Примент. начальное П010жея1е «*„ за начало дугъ 
описываеиыхъ точкою т. Илъ ятихъ услов1й им'1'.емъ: 









л := / , сок ф 

."о =^ / . «« К. 

. (228), получимъ: 
= 2д\ . {ш-г — с 



Во время лервш'о иолуколебан1я ф 
тельно: гакъ что изъ (229) по.1учимь: 



Оксида 



Л = 



У1 

-уН 



|.'2(совср соаа). 



У'й (секс? — сада) ■ 



Ш-? — Ша} (229) 

уменьшается, поэтому -^ огрнца- 



, (230) 



11нтегрнрован1е этого уравнеяш и, сл^ьдовательно, точное р'Ьшенхе за- 
дачи приводить къ аллнптйческимъ функщямъ. РЬгаимъ ее приблизи- 
тельно, разсматрмвая только налыя колебаи1Я, при которыхъ а и ср доста- 
Хочао малы (напрпм-Ьръ л = 1'). 

Разложивъ СОЕ ср и со:1 а по восходящнмъ степенямъ перем1шныхъ ф и а 
откинувъ члены шестого и высп1нхъ порядЕ0В1>, иолучимъ: 

сое ср = 1 —^--^-^ 



• ы 



С;г1довательно: 






Раздоживъ {\ — ^ ^^ ) 5 по биному Ньютона и откинувъ члены 4-го 
и высшихъ порядковъ, получимъ: 



р — С05а) \ "^^ / 



1^2 (со5 ф 
Подставивъ въ (230), получимъ: 



л 1 / ' у 24 / , 

<^« =— 1/ т • — ./^ — ; — <^? 



=-^'^ "- 



или: 



Л 



- Уд \'^12' 1/а«-(р»^К <? 24 "* 

Интегрируя, получивгь: 

При ^ = 0^ Ф = а, следовательно соп5^ = 0. Поэтому 
,= -;-|,/1.,^^Г1Г^_н|/'1(1ч-^)«.с«,5(~). . (231) 

Вотъ уравнен1е движен1я маятника во время 1-го колебан1я. Оно тЬмъ 
точнее выражаетъ истину, ч^мъ менЬе было а. 

Опред'Ьлимъ продолжительность Т цйлаго колсбан1Я и продолжитель- 
ность Т' полуколебан1я. 

Для опред^летя Г нужно положить въ (231) 

^ = Т; ф = — о. 
Получимъ: 

) (232) 



-V^( 



а' 
1С 



Для опред1&летя Т' нужно положить: 
Получимъ: 



Если бы мы пренебрегли квадратами я, то гтолтталп Ры изв'Ьстгшя 
въ аленентарной физцк*^ формулы: 

Т^'У'] (2341 

'^'=1]/у (2'") 

Данныя эд'Ьсь формулы (232) и (233) точк1;е фораулъ (234) п (23о). 



отдълъ п. 

Равнов^с1е неизм'1^нявмой системы. 



Сложен1е еилТ) и пар-ъ, д-Ьйствующихъ на 
неизм'Ёняемую систему. 

§ 78. Неизи^няеная систена. Неизменяемою системою называется такая 
система точекъ, иъ !;с1торой взанмныя разстолн1Я между точками не изме- 
няются. Такая система можетъ быть иазвана абсолютно твердою. 

Встр1.чаюпияся въ природ'Н тЬла, даже так1я твердый какъ сталь. 
алназъ и нроч., строго говоря, не иредставляюгь собою систсмъ непзм-К- 
няемыхъ. потому что вэанмимя разстоян1я между ихъ частицами нзм1;- 
няются: увеличиваются ири нагр'11ваа1и, нзм'Ьняются црн упругой дефор- 
нацш, а та1;же и встЬдетв1е существующнхъ во всякоиъ т1;д'Ь 
молекулярныхъ движенШ. Какъ и всегда мы сначала упрощаем!, 
задачу, не принимая въ соображенЕе вс^хъ подробяостей, разсуж- 
ден10 же объ атпхъ подробкостяхъ вводпмъ поел!, р11теН1Я вопроса 
въ общемъ вид'Ь. Неизм1;няемая система и представшего собою 
отвлечете отъ понятии о физическомь твердомъ тЫ!. 

§ 79. Переиесеи1е точки прнложешя силы. Учете о равяо- 
в11СШ неизм'Ьняеипй системы основано на слЬдуюЩеиъ положс- 
Н1И: двп }>авныя и протиауполажныя сг1ЛЫ прылпженныя кг, 
точкамь А и В неизм>9мяемой системы н напрааленныя по 
пря.чоы ли взаимно уничтожаются. 

Положена' это приводить въ слЬду^Щ^му важному заключе- Фиг. 18. 
шю; силу Р, приложенную кг> какой-ииСудь точюь А (фиг. 1 8) 
меизмгьниемой системы, моокно третапи, не изменяя ся дгьйсптя, въ любун- 
гпочку В системы, лежащую въ нап/»1влсн1и этой силы. Въ самомъ д 
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"■прилагая ге точгамъ Л п В взаимно ушштожаюпйяся «йн Г^ 
и (ч- Р) и зам'Ьчая, что оказавш1яа1 приложеиными въ точк* Л см 
вааимяо уничтожак^тся, убЬждаемся, что вм'Ьсти данной силы прн.10Ж( 
ной въ Л оста^ась равнал ей сила, приложенная ьъ точкЬ В. что и 
бовалось доказать. 

§ 80. Сложеи!е такихъ, дЬйствующнхъ на нензн^няеиую систему. С№ 
продолтен1Я ноторыхъ взаимно пересекаются въ одной точкЬ. Если I 

1);13ЛНЧН1>Ш ГО'ИЛ! ислам !.НЛ1'.МоГ1 1.Ч1(.'1ГМ111 дЬЙеГИуЮТ!. силы СХ0ДЯ1Ц1ЯСЯ 1 

одиой точкЬ о. то нсЬ он! могуп! бить иоренесоны въ одну точку 
иосл'Ьдовательнымъ 1!р!Ш'1ш(Шк'мъ правили пара-мелогргшма могуть бы 
яам'Ьвены одною раннсд^йствующгю. 

§ 81. Сложен'|е двухъ параллельныхъ и направленных!) въ одну ст 
рону сидъ, Д'Ьйствующихъ на неизн'Ьняеиую систему. Пмложимъ (фиг. И 
чго ыа точку А ш'намЬпяемой 1:ист1?мы д'1;йствуетъ сила Р, а на точку 
той же системы д!йствуетъ сила 
ц:фаллельная сид+. Р а направло! 
нал въ ту же сторону. ПоБаз^е! 
что так1я д^к сиди тоже приво; 
къ одной равнодействующей. 

Положим!., что сила Р Преде* 
в.1яется векторомъ АР. сила ^- 
нскторомъ В^. Прпложимъ пъ А 
В по пря-чой АВ дв11 равный н а| 
типоположныя силм АМ и -ВЛ'; (М 
какъ взаимно уаичтожаюпйяси 1 
изменять равнов!1е1я "). Силы АТ 
и ЛМ могугь быть зам'Ьнецы равно* 
д-Ьйствующею АС. Силы В^ и В1 
мог)'тъ быть заьгЁневи равнод^ейст 
ющею ВТ). Следовательно да1 
силы Ри с можно заменить силами АС и ВВ. сходящимися въ какп 
ннбудь точке / и цриводпщимися поэтому къ одной равнодействующей 
Определнмъ величину и наиравлеи1е этой равнодействуи^щей 
По церенесеши въ 10чку / силы .Л С и ВВ цредставятся, поюж 
векторами 1С а 1Ь. Проведемъ 10 параллельно заданнылъ сияамъ! 
прямую Е1Р параллельно ирямой АВ. Сила /С разлагается на 1Н н У 
Сила 1Ь разлагается на 1К н 1Р. Иаъ равенства нараллелогра! 
и изъ условк АМ = ВИ слЬдуеть; 

1Е = 1Р. 
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*) Въ двльв^Ёшеиъ мы часто будет, ткльзоваться з 
н1я аспоногктепъныхъ взапиво-уннчтоашющв.хса с-аяъ. 



^^Р Эта СИЛ1.1, согласно 5 "?9, взапмво уничтожаются. Крои'Ь того им'Ьсмч.: 

1к = ду = ^. 

РавподМсгвующая оставшихся сплъ Ш к 1К нмЬеп. одно съ Н!1Ю1 
пяпрап-теисе и раина ихъ сулм'1;. 111'акъ: ^/алноОгьйствуютая взаимно чп- 
раллельныхь и иъ одну спюрону напраалекюлхь силь имгьегкь одно сь ними 
напранлснк и главна ихь сумлт. 

Нл основашн § ТУ можно перенести точку приложен!» этой равно- 
действующей въ точку пересЬчени О црямыхъ Ш и ЛИ, 

Оиред-кшмъ ноложуше точки О. 

|Иаъ П0Д001Я треугольниковъ ЮН и ^А0 сгЬдуетъ 
1Н _ Ю 
ОН ~ ЛО' ^_ 

Изъ подоб1я треугольнлковъ 1К1. к 10В сл']1дуегь: ^^Н 

^Л 
кь~ во' ^Н 

Но КЬ ^= Ои. Сл11довательяо: ^^| 

Ш _В0 ^Н 

1К ~ ^Н 

м;; -> 

(236) выражаетъ, что: точка приложенгя рааиодтютующей двцхъ оди- 
наково направлвмныхъ взаимно чараллсАьныхъ силъ, лсжаицт н<1 примой, 
соединяющгй точки А н В приложеи/'я зти.п силъ, находится оть .утиз 
точгкъ А и В аь разстоятять об2>атно-11ро>горци)нальныхь силамл. 

§ 82. Центръ параллельных'ь силъ. Положимъ, что на неизменяемую 
систему д!1Йствует1> н-Ьсколько взаимно-параллельвыхъ одинаково напра- 
влонныхъ силъ Р;, Р„ Р^ . . . (фиг. 20), Будемъ складывать эти силы 
по правилу предыдущаго параграфа постепенно, пользуясь тою формулою 
Аналитической Геонетрш, по которой опред-киются координа1'ы точки, 
д11лящей разстоян1е между точками (х,, у.} и [х^, у^) въ отношеши т 
къ п. Координаты точки С приложенШ равнодействующей силъ Р, и Р^ 
будугь: 

'"-Ч;^ «"» 

^^^ -^^ 
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ОпредЬлимъ теперь координаты точки В приложешя равнодМствую- 
шсй силъ: Р, и равнодействующей приложенной въ С, Получимъ: 



XI) = 



Р. 



2 



Р. 



Ув = 



ев-= 



(Р. -и Р,) у, -^ Р,.у, 
Р,-I-Р,-^-Р. 

(Р, -+- Р,) ;Г, -Ь Р,;Г, 



(240) 



Р.-1-Р,-1-Р, 

Благодаря равенстваиъ (237) и (238) эти формулы (289) преобра- 
зуются въ так1я: 

Р,а;. -ь Р^, -ь- Р,», ) 




Р, -ь Р, ч- Р, 

„ — ;^У>_-*-_Р»у?_-+: Р»^ 

^''~ р;й-р,-«-Рз 



...(241) 






Р.<г 



«*« 



р.^ 



3 



Р,-^Р,-^ Рз 



Фиг. 20. 



ЗагЬмъ находимъ координаты точ- 
ки прнложен1я той силы, которая есть 
равнодействующая силы приложенной 
въ I) и силы Р^, и такъ дахЬе. 
Законъ образовашя формулъ для 
координатъ последовательно находимыхъ точекъ приложен1я равнодей- 
ствующей вое большаго и большаго числа силъ уже выдсняется изъ фор- 
мулъ (237), (238), (239), (241). Уже видно, что координаты точкц при- 
ложешя равнодействующей всехъ заданныхъ параллельныхъ силъ, назы- 
ваемой ^^ентромь параллельныхъ силъ^ будутъ 



X = 



2Ря; 
ЕР 



У 



" ^:р 



(242) 



Изъ этнхъ формулъ (242) явствуетъ, между прочимъ, что положете 
центра параллельныхъ силъ не зависитъ оп> общаго пхъ направления; 
такъ что, если силы, прплагаясь къ темъ же точкамъ неизменяемой си- 
стемы, нзменятъ свое направлен1е, оставаясь взаимно-параллельными, то 
центръ этихъ параллельныхъ силъ не изменип. своего иоложен1я въ не- 
изменяемой системе. 



Прии^роШ) центра парялдрлышгь силъ моясеть служвть цввтръ тя- 
жести. Тяжесть д'!^йствуотъ на всЬ точки гЬла, разн1;ры котораго ничтожны 
съ разм1.раш1 зеитто шара, ио цряиииъ взапнно иараллелышиъ (оти1>с- 
ныиъ): топка ириложен1я всЬхъ этихъ сн,1ъ называ1^тся немтромь »**- 
жести. 

% 83. Сложеже двухъ силъ взвинно-параллельныхъ но налравленныхъ 
въ противоположны» стороны. Возьмеыъ дп1'> таК1я силы Р л р (фиг. 21). 
ВыГр.'1111'М!, на прянчН АЛ, соединяющей ихъ точки ирнложсшя Л а В такую 
тч1;у (,', чтобы: 

^ _ Я 

АВ- ]'-Я 

я чтобы точка Л прилол;ен1я большей силы Р лежала между В я С. 

Согласно § 81-му иожно разложить снлу Р на силу Р— (^ приложен- 
ную въ точк* С и на силу ( — $Л прило- 
жониую въ точк'1'. в. Й 

Силы (.-1- (2) И ( — ^), приложенныя т, (• I Т 

В взаимно унпчтоллются и у насъ останется , ■, ' 

одна сила Р — ^ приложенная въ С, кото- 11 
рая заменила собою совокупность даннихъ р / 

снлъ Р и ^. Следовательно: равнодпйа/шую- ~" Р 

тая двухъ «^аимн<у пщмллелькыхъ но про- фдр ^1 

тивоположио направленных?, силъ Р и ^ 

па^юллелька даниымь силамъ, направлена «ь сторону большей изъ данныхь 
силь^ и точка приложен/я ея нахтНипся на внпгиней части отргьжа 
АВ онредлляемаю точками приложетя данньчгъ тль, еь сторонп боль- 
шей с«лы; ^}ричгмь раанодгьбсгтуюшая равна разности даняыхг, снль. 
КсАН А есть пючка приложетя большей изъ данныхь силъ. С гпочка при- 
ложения равнодчиств^/ющеИ; то 

АВ- р-^ '■^^^^ 

§ 84. Пара силъ. Въ слу'(а11 силъ иараллельныхъ, ноиротивоположно 
навравленныхъ, съ уменьш(!Н1емь большей сплн Р, равнод'Ы!ствр]Ш,ия 
(Р— ф уменьшается. раэстояП1е же АС, какъ видно изъ (213), увели- 
чяиаотся. Наконецъ, при 

р^^ 

разстоян1е АС сдЬлается безконечно большимъ, равнод'Ьйствуюп1ая же 
(Р — О) обратится въ нуль. СлЬдовательно дв* равныя и параллельный. 
но противоположныя, силы приводятся Еъсил1! равной нулю действующей 
ва безконечно большомъ разстоян1и. О такомъ хЬйотвш мы никакого ио- 
НЯТ1Я не ии'Ьемъ. Прнведея1о такой совокупности силъ къ такой непо- 
нятной рлвнодМствующей никакой пользы не приносить. Поэтому знаме- 
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нитый французскШ математикъ Ро1П8о1 предложилъ разсматривать дв* 
равныя, параллельныя, но противоположныя силы какъ особый алементь 
равнов'Ьс1я названный ижъ парою сижъ и далъ теорш паръ, значительно 
упрощающую общую теорш равнов'Ьсгя неизвгЬняеиой системы. 

На основанш сказаннаго въ § 79-омъ можно всегда перенести силы, 
составляюпця пару по ихъ направлешю такъ, чтобы пряная АВ (фиг. 22). 
соединяющая ихъ точки приложен1я, была къ нимъ перпендикулярна. Та- 
кая прямая А В называется плечомь пари. 

Произведете 

Р ,АВ (244) 

одной изъ силъ, составляющихъ пару, на плечо называется моментомь 
пары. 

Прямая, приведенная чрезъ средину плеча перпендикулярно къ плос- 
кости пары, называется осью пары. 

Моментъ пары обыкновенно представляютъ себ'Ь геометрически сл*- 
дующимъ образомъ: откладываютъ равную ему длину по оси пары въ та- 
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Фвг. 22. 



Фиг. 23. 



Фиг. 24. 



кую сторону, чтобы наблюдателю, стоящему на плоскости пары съ туло- 
вищемъ направленнымъ по моменту, пара представлялась стремящеюся 
повернуть систему по направлензю движен1я стрЬлки часовъ. Такимъ обра- 
зомъ для пары (фиг. 23) моментъ надо отложить подъ плоскость чертежа, 
для пары же (фиг. 24) моментъ надо отложить надъ плоскостью чертежа. 

§ 85. Перенесен1е паръ. Докажемъ, что пару можно перенести, не 
изменяя ея д^йств1я, какъ угодно, лишь бы не изменилось направлен1е 
ея оси. 

I) Всякая пара можешь быть перенесена въ плоскость параллельную 
ея плоскости, Возьмемъ прямую С В (фиг. 25) равную и параллельную 
плечу АВ данной пары. Д^йствье данной пары не изменится, если мы 
приложимъ въ точке С равныя и противоиоложныя силы (-н Р) и ( — Р) 
и въ точке В равныя и иротивуположныя силы (-4-Р) и ( — Р). 



I В( — Р) н С ( — Р) сложатсв въ одну сиу ( — 2Р), вриложек- 
ную въ верес^чсши т д1агоналс'й иараллелограмма ЛВСО. Силы АГ и 
^Р сложатся въ одну силу 2Р, и|1илоя1('нн}'ю въ точкЬ т. 

Сила 2Р и {— 2Р), накъ равныяи протнвуположныя, приложеннтля въ 
одной точк'Ь, взаимио уничтожатся. 

Останутся силы СР а В ( — Р) продсгаиллют1Я собою данато иару. 
иереассенную въ плоскость пара,1лольную ея плоскости. 

II) Всякая пара можетъ быть повернута вь своЫ плоскости около 
средины плеча безъ азмлнетя ея длИствгя. Проведемъ чрезъ средину С 
плеча данной пары {фиг, 26) прямую ВЕ равную плечу АВ и д11ля- 
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Фиг. 25, 



щуюся пополамъ ьъ топкЬ С. Въ копцЬ В втой оряноб прнложпмъ дв! 
взаиино уничтожаюпияся силы (+ Р) а {— Р) перпенднкуляряыя къ ВЕ, 
и въ 1>они1'< Л' сдТ'лпемъ тоже самое. Перенеся силы по нхъ направлен! ю. 
подучимъ пару Р ( — Р) съ плечомъ /)1С, хв-Ь силы црвложенвыя къ 1' 
и дв'Ь силы приложеяныя въ О. Г'авиодЬйствующая снлъ цриложенныхъ 
въ в проходитъ чрезъ С и равна и противуполоаша рапнод'Ьйствуюшей 
силъ прнложеыныхъ въ Р, тоже проходящей чрезъ С. Эти рапнод-Ьйсгвую- 
Щ1я в-эанмао уничтожаются, п остается пара съ шечомъ 1)Е, предста- 
вляющая собою данную пару, повернутую около С. 

Пзъ совопупности доказанных!, въ настоящемъ паратраф-Ь теореиъ 
слЬдуеть, что пару можно какъ угодно переносить бсаъ изм'ЬненШ ея 
д!1йств1я, есди тольно не изм*няТ1. направлетя ея ноневта при такомъ 
веренесеин. 

§ 86. Преобразоваже ларъ. Пару можно еше преобразовывать. 6е.1ъ 
изм1;непдя ея д1;аств1я. въ лруг)'". и1гЬютую Другое плечо н другШ силы, 
йшь Оы моменть (ироизведсн1е силы на плечо) оставался тотъ же. 
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Возьмемъ пару (Р, — Р) приложенную къ плечу АВ (фиг. 27); на 
продолженш плеча АВ возьмемъ точку С. Приложимъ къ В дв^Ь равныя 
и противуположныя силы ^ и ( — ^) перпендикулярныя къ плечу. При- 
.южимъ тоже къ С дв4 равныя и противуположныя силы ^ и ( — ^) пер- 
пендикулярныя къ плечу. При этомъ вы- 
беремъ ^ такъ, чтобы 
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Фиг. 27. 



д . ВС == Р . АВ . . • (245) 

Силы Р и ^, приложенный къ А и С 
уничтожаются, по § 81-му, силами ( — Р) и 
( — $), приложенными къ В. Остается 
пара ($, — (3) съ ц.1ечомъ ВС. Данная 
пара (7^, — Р) преобразовалась въ пару 
(^1 — б) съ другимъ плечомъ, но съ мо- 
ментомъ д. ВС, который, согласно (245), 
равенъ моменту Р.АВ данной пары. Что и требовалось доказать. 

§ 87. Общее заключен1е о парахъ. Итакъ пару можно всячески пере- 
носить и преобразовывать безъ изм']^нен1я еяд'Ьйств1я, лишь бы моментъ 
ея сохраняль свою величину и направлете. Следовательно величиною и 
направлешемъ момента пара вполн'Ь характеризуется. 

§ 88. Сложенае паръ^ леишщихъ въ плоскостяхъ параллельныхъ. Пшо- 
жимъ, что намъ дана пара (Р, — Р) съ плечомъ р, и въ плоскости па- 
раллельной къэтой пар'Ь дана другая пара ($, — ^) съ плечомъ д. Вто- 
рую пару перенесемъ въ плоскость первой пары. Приведемъ об* пары, 
по сказанному въ § 86, къ плечамъ равнымъ единиц'Ь длины. Получимъ 
так1япары: (Рр, — Рр) и (^^, — $з), моменты которыхъ Рр и ^д равны 
моментамъ данныхъ паръ. 

ПеремЬщаемъ вторую пару такъ, чтобы плечо ея совпало съ плечемъ 
первой пары и чтобы точка приложешя силы (-к Рр) совпала съ точкою 
приложешя силы (-+- дд). Если направлен1я этихъ силъ совпадаютъ, то 
получимъ равнодействующую пару 



[ [Рр -^ Яо). - {Рр -ь Яд) ] 



(246) 



Если направлешя силъ (ч-Рр) и (-^Яо) противуположны, то полу- 
чимъ равнодействующую пару 

[{Рр - Яа\ - (Рр - Я2)] ' ' ' ' .' у ' (247) 

По построенш плечи паръ (246) и (247) равны единице. Следова- 
те.1ьно моментъ пары (246) равовъ 

Рр-^Яя- 



Яойнгь пары (5477 равепг 

Рр - Яч- 
■'^тотъ ныводъ можао пыразнп. такими (^(звам»: Моментъ рианоотй- 
ствуюгцей пары р<1венъ амейраичмкоА суммл момеитовъ состав.*яющихъ 
парь, если послпднгя лежать вг плоскостлхъ взаимно параллелън^яхь. 

§ 89. Сложение ларъ. лемащихъ въ пересекающихся плоскостя)съ. При- 
всдемг даниыл иарм Ь1. [[лсчамг ранньтъ сдии^пЬ, Полупит, п^ры; 
{Гр, -Рр) 

«?д. —<??). 

Пере1гЬстимъ ихъ такъ. чтобы у 
иип, было общее плечо на прямой не- 
рос'Ьчен)» ихь плоскостей (фаг. 28). На 
точку А д-Ьйствують дв'Ь си.1Ы. склады- 
ваю1ц1яся въ одну силу Л. На точку 
В д-Ьйствуют-ь дв'Ь силы, складываю- 
ицясд въ одну силу (— Д). Вм-Ьсто дан- 
ныхъ иаръ мы получили одну равно- 
лЬйствующую пару 

съ моментомъ 7?. 

Естибы мы построили моменты паръ 
{Рр, —Рр) а {0;д, —Яд), то по.1училн бы параллелограмяъ, у котораго 
стороны суть моменты Рр и ^^■, д1агона.1ь же равна И. 

Этогь выводъ можно выразить с^Ьдующиин словами: момента равно- 
дпйстиуюк^гй пары равенг геометрической суммгь моментовь состтляк- 
щнхь паръ, если послгьдтя лежать еь переаькающихся плоскостяхъ. 




Приведен1е еилъ, д-Ьйствующих-ъ на абсолютно 
твердое т*ло, къ прост-Ьйшимь еиетемамт. силт». 

§ 90, Общее за»|4чан1в. Силы, д^^йствуюиця на точку, всегда приво- 
.щтся къ одной равнод'Ьйствум1шей. 

Силы, Д'Ьйствуюпия на раз.1ичныл точки неизм1'|НяемоЙ системы, не всегда 
приводятся Еъ одной равнод1'.йствующей. Въ посл11дуюшихъ параграфахъ 
мы покажеиъ, что: 

1) СИ.Ш, д'ЬЙствуюпуя на неизм11няемую систему, всегда могугъ быть 
приведены къ двумъ непараллслькыиъ и непересекающимся силамъ; 

2) силы, действующая на веиэи^няеную систеау. всегда могугъ быть 

Диове. — Куреъ тйаретхчеснаВ ненивк». !> 



— ъ'г 



-Р 



^Р 



ириведены къ совокупности равнодействующей силы и равнодМствую- 
щсй пары; 

3) упомянутыя подъ № 2 равнод^йствуюпця сила и пара могутъ быть 
располагаемы одна относительно другой безконечнымъ числовгь способовъ. 
но всегда можно расположить ихъ и такъ, что равнодействующая сила 
и моментъ равнодействующей пары будутъ лежать на одной прямой и 
производить винтовое уеилге, называемое дииамою. 

§ 91. Перенесеи1е силы. Докажемъ прежде всего следующую весьма 
важную теорему: Точку приложенгя данной силы всегда можно перенести. 

безь измгьненгя ея дгьйствгя на неизмтьняемую си- 
стему^ въ любую точку пространства^ если при 
этомъ добавить къ ней нтьктпорую пару. 

Положимъ, что на неизменяемую систему дей- 
ству етъ сила Р (фиг: 29), приложенная въ точь-е 
-Л, и требуется перенести точку приложен1я этой 
силы въ точку О. 

Действ1е силы не изменится, если приложим!, 
въ О две равный Р и параллельный ей взаимно 
противуположныя силы. Полученную совокупность 
силъ можемъ разсматрпвать какъ силу Р прило- 
женную въ О и пару (Р, — Р). 

Данная сила Р оказа.1ась перенесенною въ О, но 
при этомъ припглось добавить еще пару (Р, — Р). 

§ 92. Приведенае къ одной см'Ь и одной пар%. Положимъ, что намъ 
дано какое угодно число силъ Р^, Рд, Рд, Р^ ...., приложенныхъ, соот- 
ветственно, къ точкамъ А у В, С, I) .... неизленяемо^ системы. Пере- 
ренесемъ, по теореме предыдущаго параграфа, все эти силы въ какую- 
либо точку О. Согласно съ упомянутою теоремою при этомъ придется до- 
бавить несколько паръ. Сложивъ все силы, перенесенныя въ точку 0. 
получимъ равнодействующую силу В. Сложивъ все пары, получнмъ равно- 
действующую пару (Р, — Р). Точка 
О, въ которую переносятся все 
данный силы называется центромъ 
приведеигя, 

Итакъ: всякую совокупность 
силъ действующихъ на неизме- 
няемую систему можно всегда при- 
вести къ совокупности равнодей- 
ствующпхъ силы и пары, 

§ 93. Приведеи1е къ двунъ ие- 
параллельныиъ и непересекающимся силамъ. Положимъ, что у насъ (фиг. 30) 
исполнено уже приведен1е къ одной си.гЬ В и одной паре (Р, — Р). 



Фиг. 29. 




-//» 



^1>пк. 30. 
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Сложнмъ приложенный въ точк^Ь О силы В и ( — Р) въ равнод'Ьйствую- 
щую Т. Осталось дв* непараллельныя и непересЬкающхяся силы Т и (-ьР). 

§ 94. Аналитическое выражен1е приведен1я къ одной пар% и одной сил%. 

Представимъ себ'Ь, что на некоторую точку А неизм'Ьняемой систевш 
(фиг. 31) дМствуеть сила В. Выберемъ как1Я-нибудь оси Декартовыхъ 
координатъ. Проведя чрезъ точку Л прямыя, параллельныя этимъ осямъ, 
проложимъ на нихъ силу В. Получимъ три слагающихъ X, Г, 2, 

Займемся пока одною слагающею 2. Перенесемъ 2 по ея направле- 
н1ю такъ, чтобы точка приложен1я N оказалась въ плоскости (х, у). 




-ч 



Фиг. 31. 



Опустивъ изъ N перпендикуляры ЛР, N^ на оси иксовъ и игрековъ и 
обозначая координаты точки Л чрезъ (лг, у, ^), получимъ: 

ОР = х 

о^=у. 

Прнложимъ въ начал* координатъ О силы 2 и { — 2). Изъ нихъ 
силу 2 оставимъ, а полученную теперь пару [2, — 2) съ плечомъ ОК 
преобразуемъ къ плечу вдвое меньшему. Получимъ пару: 

(22, —22) 

съ плечомъ ОМ. Силу 22 приложенную къ М разложимъ на силы 2 и 2, 
приложенный въ Р и ^, Всего теперь осталось: отдельная сила 



2 = Всо8{В,г) 



^* 
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прилоясеннаа въ О и двЬ пары: 

{2, — Я) съ плечомъ X и моментомъ ( — Я!х), 
(^, — 2) съ плечомъ у и моментомъ (ч-^у). 

Поступая точно такъ же съ приложенными въ Л силами X и 1'. 
получимъ: 
силы: В С08 (Л, л?); В сов {В, у); В сов (Б, е) 

приложенный въ О; 

пары съ моментами: (Х^г); ( — X^г]: {Тх)\ ( — Тх); {Яу); ( — 2у). 

Складывая, попарно, гЬ нзъ этихъ паръ, моменты которыхъ взаимно 
параллельны, получимъ пары съ моментами: 

Х^г — 2х 

Тх — Ху. 

• Силы приложенныя въ О дадутъ приложенную въ О равнодМствую- 
щую В. 

Поступая такъ съ силами приложенными не только въ А, но и т» 
другихъ точкахъ неизменяемой системы, видимъ, что всЬ он4 приводятся 
къ одной равнодействующей, проложен1я которой суть: 

2 X; Е Г; 2 ^ (248) 

и къ одной пар^Ь; приложен1я Т., М, ^ моментовъ этой пары суть: 

^ у.:' 'V /■ ^{Х^\:^2х) = М • • ; (249) 

§ 95. Центръ приведен1Я. Мы уже сказали въ .^ 92-омъ, что точка при- 
ложеи1я равнодействующей силы называется цеюпромъ приведешя. При 
вывод'Ь формулъ (248) и (249) мы принимали за центръ приведешя на- 
чало координатъ. Изъ способа, которымъ мы выводили эти формулы, видно, 
что какую бы точку мы ни принимали за центръ приведетя (и за на- 
чало координатъ) равнодействующая сила Р получится той же величины 
и того же напрааленхя. Но для каждой точки приведен1я получится своя 
особая равнод'Ьйствующая пара. 

Приведен1е данныхъ силъ, дЬйствуюпщхъ на неизменяемую систему, 
можетъ быть, следовательно, исполнено безконечнымъ числомъ способовъ. 
Уголъ, составляемый равнодействующею силою Р и моментомъ равно- 
действующей пары Я, определяется формулою: 

сов (Р, Я) = сов (Р, х) . сов (Я, х) -ь {сов Р, у) . сов (Я, у) -ч- 

сов {Г. г), сов (Н, г) (250) 
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прнчемъ изъ (248) имЬемъ: 



со$ (Р, х) 



)ИХ 



со$ (Р, у) = ~р 



С08 (Р, 2) = 



Р 



(251) 



изъ (249) им'Ьемъ: 



С08 (Я. а:) = -ргг = 

М 

С08 (Я, у) = ^ = 
С08 (Я, 2)= — = 



Ь ^{2у— Г^) 



Я 

!: (Х^ — 2 Гд?) 
я 

:^:(Гд?— Ху) 
я 



г 
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Для различныхъ центровъ приведен1я будутъ получаться различные 
углы между Р и Я. 

§ 96. Теорема: каковъ бы ни былъ центръ приведен1я, проэкц'1Я мо- 
мента М равнод-Ьйствующей пары на направлен'ю равнод-кйствующей силы Р 
остается одною и тою же для всЬхъ точеиъ приведен1я. 

Доказательство: Пусть будутъ Р и М равнодействующая сила и мо- 
ментъ равнодействующей пары (фиг. 32). Перенесемъ центръ приведешя 
изъ О въ 0\ Для перенесен1я силы Р нужно (согласно § 91) прибавить 
еще пару (Р, — Р) съ некоторымъ 
моментомъ М'\ такъ что моментъ М ' 
равнодействующей пары для центра 
приведен1я въ О' будетъ: 




Черточки надъ буквами обозна- 
чаютъ, что берется (согласно § 89) 
геометрическая сумма. Но Л/" пер- 

пендикуляренъ къ Р, такъ кахсъ Р есть одна изъ силъ добавочной пары, 
имеющей моментъ М". Следовательно, проэктируя моменты на направле- 
ше Р, получимъ: 

М' С08 (М\ Р) = М . С08 (^I/, Р) -Ь Ж " 008 {М% Р) = 

= М С08 (Л/, Р) ч- М" С08 (90°). 
Следовательно: 

М' . 008 {ЛГ Р) = М , 008 (3/, Р), 

что и требовалось доказать. 

§ 97. Динаиа. Изъ всехъ приведен1й совокупности силъ, дЬйствую- 
щихъ на неизменяемую систему, самое замечательное то, когда моментъ М 
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равнодействующей пары лежитъ на одной прямой съ равнодействующею 
силою Р. Такая совокупность силы Р и пары, изгЬющей моментъ М на- 
правленный по сил!) Р назыется динамою (фиг. 33). 

Пъ динам* пара М стремится повернуть неизмЬняемую систему около 
силы Р, а сила Р стремится подвинуть гЬло по своему направденш: ди- 

нама представляетъ собою винтовое усил1е. 

Если динама состоитъ изъ пары ивгЬющей 

моментъ 31^ и силы Р, направленной по этому 

момен1у, то величина: 




= Р 



(253) 



Фиг. 83. 



называется парсттьромъ динамы. Прямая, по 
которой д'Ьйствуетъ Р, называется г^ентраль- 
ною осью или осью динамы. 



% 98. Теорема: Всякая система силъ, действующая на неизяЪняемую 

систему, можетъ быть приведена къ динами. Положимъ, что система силъ 

приведена къ совокупности силы Р и пары съ моментомъ М при центр* 

приведения О (фиг. 31). Разложимъ моментъ М на два момента изъ коихъ 

одинъ Л/д паправленъ по Р, другой М' перпендикуляренъ къ Р. 

Выберемъ другой центръ приведешя О 

сл'Ьдующимъ образомъ: возставимъ изъ О 

перпендикуляръ къ плоскости РОМ и отло- 

жимъ на немъ 

М' 




±Р 



О' 



00' = 



-? 



влгьво отъ силы Р, если смотреть съ конца 

момента М'. 

Приложимъ въ О' л^ силы ра.вныя и 
параллельный Р, но взаимно противоположный (-ьР) и ( — Р). Теперь 
нм-Ьемъ: силу Р пр^иоженную въ О' и пару (Р, — Р) съ пдечомъ 

00' = -р-. Сл'Ьдовательно моментъ этой пары будетъ ( — Ж'), такъ 

какъ она вращаеп» по стр^лк-Ь часовъ, если на нее смотреть не съ 
конца Л/, а съ конца ( — М'), 

Моменты (ч- Л/) и ( — М) уничтожатсл и останутся: сила Р, прило- 
женная въ О' и моментъ Л/д параллельный ей. Остается его перенести 
параллельно самому сеоЬ и получимъ дынаму при центр-Ь приведешя О'. 

§ 99. Частные случаи приведен1Я силъ, д-Ьйствующихъ на нензм'Ьйменую 
систему. 

•^ **'""= л/о = о, 



то ИЗЪ (253) вндимъ, что парамсгръ р динамы равенъ нулю. Изъ чер- 



|>.'жа (фог. 34) вядпо, что въ общеш. случ&'1^: ^'^^^^^^^Н 

1/„ М . соя [М. Р). ^^^^^Ш 

Пъ пастоящг'М!. глупа!, гл 1.дгшлтрльно ^^^И 

.V . «о- (Л/ . Г) = 0. ^Н 

Ита]ГЬ: совокупность ос/ьхь силъ, ди-йспщютихъ па мнзм1Ьия«м>ро он- 
етему, приводится кь одной еимь, если 31 . соя {М, Р) = О, Такуп си- 
стему можно разсшатривать тикгдниаму, параметрь которой равень пулю. 
II) Если: 

Р = о, 
т« изъ (253) вытеквсп! 

р = со. 

Итакъ: совокупность сил, дЬйствующихъ на ненамЬняемую систему, 
:)квива.1еит1!Цл одной иар'Ь можеп, быть разсматриваеии. какъ двиама. 
пираметръ которой рааенъ бгзконечиости '). 

§ 100. Статичесн1е наиенты. Въ сгатикЬ {теор1И равнов'ЬсШ) ноизи*- 
ыяеаой системы чрезвычайно удойно пользоваться ио[шт1ямл: статтескШ 
момеитъ относите,] |>н О оси и стагичеекШ момон1ъ относительно точки, ' 
Инрсд'Ьлен!*! этнхъ цпнятШ лаетси въ слЬдуюищхъ параграфахъ, гдН Лу- . 
деть выиспсна также ихь гкная связь съ понят1е*гь о иарЬ. 

§ 101. Статичеся1й ноиенть относительно точяи. Статич1>с1;им ь момеи- 
гомг силы Г отиоснтедьно точки О' (фиг. 35) начинается площадь па- 
раллело*рамма 0'01'В, поетроепнто на сила Р и 
няющгй точку приложгп'н силы Р съ данною 
точкою О. 

Не трудно видЬть, что статичсскШ ноиентъ 
относительно точки равенг моменту той пары, ко- 
торая потребна для церенесен1я точки приложешя 
силы Р изъ О въ О'. ДЬйствительно: моиенгь 
этой пары равенъ ф„г 35 

р.аА, 

гд4 О'Л есть перисндиЕсуллръ, онущенный изъ О' на наирав.эин1е силы 1'. 
'Гоппо такжр и площадь упомянугаго параллелограмма равна Р . О'Л, 

Полтому можно ешс дать такое опредЬ^еше: стятич^скмльлюжтлюль 
силы Р относит4'льмо )Ночки О называппсн произведепй Р . С А силы Р 
на пертндикулярг опущенный ип точки О' на нанравлспге силы Р. 

§ 102. Статическ!Й моиентъ относительно оси. Огатическимъ ионен- 
■|о111, счлы относительно ОСИ назыиаетсд пронзяеде/ш счсмаалгнное нэь 




* ^ 



•) Теор1а двваиы получила шярокс 
работамъ Ийкег'а п ВнИ'и. 

Р111к1:г. Пене ПсотеМе Лея Пашне! 
ВаИ. Т1.еогу оГ »тч-н. 






! олпгодарп, ' 



)|'оСе11постп, 
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нрожцги этпой силы на плоскость перпендикулярную кг оси и изъ крат- 
чайшаго разстоянгя между силою и осью, Подъ осью зд'Ьсь разузгЬется 
какал-лнбо данная прямая. 

Изъ этого опред'Ьлен1я вытекаетъ такое: статическШ моментъ сил1|1 
относительно оси равенъ статическому моменту проэкцш этой силы на 
плоскость перпендикулярную къ оси относительно точки пересЬченхя оси 
съ ея кратчайшимъ разстояшемъ отъ силы. 

Следовательно, статичесшй моментъ силы относительно оси равенъ мо- 
менту пары, упомянутой въ предыдуп;емъ парагра^гЬ. 

Следовательно (см. § 88), статическ1е момею'ы относительно данной 
оси складываются въ такой равнодействуюпцй статическШ моментъ отно- 
сительно той же оси, который равенъ алгебраической сумм* составляк>- 
щихъ статическихъ моментовъ. 

§ 103. Статическ1е ноненты относительно осей координатъ совокуп- 
ности силъ, д-Ьйствующихъ на неизменяемую систему. Въ сложенш силъ. 
разобранномъ въ § 94-омъ, 2у есть статическШ моментъ силы у? отно- 
сительно оси иксовъ; — У г есть статическШ моментъ силы Г относительно 
оси иксовъ, и такъ дал4е. Сл-Ьдовательно: 

Х = I; {2у — У г) = статическШ моментъ данныхъ силъ 

относительно оси иксовъ, 
= проложенхе на ось иксовъ момента 
равнодействующей пары. 
3/= 2 {Хг — 2х) = статическШ моментъ даниыхъ силъ 

относительно оси игрековъ, 
= проложен1е на ось игрековъ мо- 
мента равнод'Ьйствующей пары. 
N=^Ъ{Уx — Ху) = статическШ моментъ данныхъ силъ 

относительно оси зедовъ, 
= проложеше на ось зедовъ момента 
равнод'Ьйствующей пары. 

Итакъ, статическ1е моменты совокупности данныхъ силъ относительно 
осей координатъ соответственно равны проложен1ямъ на оси координатъ мо- 
мента равнод'Ьйствующей пары. И гЬ и друпя определяются формулами (254). 

§ 104. Удобства, представляеиыя понят1емъ о статичеснонъ ■ояентЬ. 

Статичесше моменты весьма упрощаютъ д^ло во многихъ случаяхъ при 
изследованш вращающихъ силъ. 

НапримЬръ, вращающая сила р, приложенная къ ободу колеса рад1уса В, 
уравновешивается силою Р приложенною на разстояши г отъ оси ко- 
леса, если 

Ер = гР. 

Проще сказать, что для поворота даннаго колеса требуется моментъ 3/, 
чемъ объяснять, что Д.1Я его поворота требуется такая-то сила,, прпло- 



(254). 
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женная на такомъ-то разстоянш отъ оси. Если же дань моментъ М тре- Чр 
буемый для поворота колеса, то соотношен1е между силою (параллельною 
плоскости колеса) и разстоян1емъ ея отъ оси представляется формулою 

М^Р.г (255) 



ГЛАВА III. 

Услов1я равнов'Ьс1я неизм'Ьняемой системы. 

§ 105. Условае равнов'кс1я свободной неизн'Ьняеной системы. Еслидви- 
жен1е неизменяемой системы нич^мъ не сгЬсняется, то она можетъ быть 
въ равнов^схи только въ томъ случае, если моментъ равнодействующей 
пары и равнодействующая сила, а следовательно и проложешя ихъ на 
оси координатъ равны нулю. Поэтому услов1я равновес1я свободной не- 
изменяемой системы таковы: 

1:Х= О 

2 Г = 
1.x = 



Е {2у — Г^?) = О 

'^{Хе — гх) = 0\ • . . (256) 

Е(Гд:— Ху) = 

§ 106. УСЛ0В1Я равновЪс1я неизменяемой системы, имеющей одну непод- 
вижную точку. Избравъ неподвижную точку за центръ приведен1я, заме- 
чаемъ, что равнодействующая сила, даже и не будучи нулемъ, никакого 
действ1я на неизменяемую систему произвести не можетъ. Поэтому въ 
настоящемъ случае неизм-Ьняемая система будетъ въ равновес1и, если мо- 
ментъ равнодействующей пары, а следовательно и его проложешя на оси 
будутъ равны нулю. Услов1я равновес1я будутъ таковы: 

Е [гу — Г^) = О ) 

1.{Х2 — гх) = (257) 

2(Га;— Хг/) = 

§ 107. УСЛ0В1Я равнов'Ьс1Я неизм-княемой системы, способной только вра- 
щаться около некоторой оси. Примемъ эту ось за ось зедовъ. Ни равно- 
действующая сила, ни проложен1я момента равнодействующей пары на 
оси X или у не могутъ двинуть такую неизменяемую систез^у. Поэтому не- 
обходимое и достаточное услов1е равновес1я въ настоящемъ случае будетъ: 

ЕСГл;— Х|/) = (258) 
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§ 108. УСЛ0В1Я равнов-ЬЫя неизн-Ьняеной системы, способной вращаться 
около некоторой оси 2 и поступательно двигаться по направлеиаю этой 
оси. Зд'Ьсь неизагЬняемая система можетъ быть приведена въ движен1е 
поступательное только проэкщею У^2 равнодействующей силы на ось ^, 
и во вращательное— проэкц1ею момента равнодЬйствующей пары на ось г. 
Следовательно для равнов'Ьс1я необходимо и достаточно, чтобы: 

^^='^ ! (259) 

§ 109. Услов{е равнов'Ьс1Я неизи'Ьнйеюй системы, способной двигаться 
только параллельно данной плоскости {х^). Зд'Ьсь неизэгЬняеиая систека 
можетъ быть приведена въ движен1е только силами параллельными плос- 
кости (а;, I/) и парою параллельною этой плоскости. Следовательно, для 
равнов'Ьс1я необходимо и достаточно, чтобы: 

1:х=о ) 

2У = } (260) 

§ 110. Прин'кръ. Определить положеше равновЬсхя балки ? (фиг. 36), 
опирающейся однимъ концомъ въ горизонтальный полъ, другимъ о верти- 
кальную сгЬну, при чемъ нижнШ конецъ балки удер- 
живается веревкою перекинутою чрезъ блокъ съ на- 
в'Ьшаннымъ на нее грузомъ Р и предполагается, что 
между балкою и сгЬною, а также между балкою и 
поломъ н'Ьтъ никакого трен1я; в'Ьсъ балки равенъ я/. 
Услов1я равнов'Ьсхя будутъ: 

2 У = — т -+- (2^ = О 




Отсюда: 



ш — 1 . 8гп «р . ^, =:= О. 



т1 



1д^ = 



Т7Р 



т 
2Р 



Последнее уравнеше показываетъ, что чЬмъ больше в'Ьсъ балки, тЬмъ 
больше долженъ быть уголъ ф, то-есть— г^мъ круче она должна быть 
поставлена д.1я равнов'Ьс1я. 

Впосл'Ьдств1и мы увидимъ, что существован1е трен1я значительно изм'Ь- 
няетъ д'Ьло. 



о центра тяжести. 



§ III. Общ1й формулы для опред4лен1Я центра тяжести. Цонтръ тя- 
а:1'с1'н (.'сть центръ 11ара.иельвыхъ снлъ тяжести точеьг системы. Поэтому 
киорднваты центра тяжести снстелы, состоящей изъ отдЬльныхъ точккъ, 
|)пред'1ия1Г)тсд формулами (242). 

Посмотркмъ какъ определяются координаты центра тяжести сплош- 
наго гЬла. 

Ойозпачинъ чрезъ р плотность а^ла. ВирЬжсмъ въ вемъ мыс^снни 
Оезконепно иалыб парадлолепнаедъ, съ ребрахи параллельпыш! оыше. 
соординатъ, Ойгемъ такого параллелепииеда будегь: 



(!х . (III . г1г. 



Масса его будетъ 



р {1х . 11у . г/г- 
Шсъ иа;вдл.го такого элеиевта равенъ 

ш^ = // . р . (/лг . йу . йг. 
Сл'Ьдовательно. формулы Д/1Я опред-Ь.1ен1Я коордннатъ центра тяжести 
сплошного тк1а получатся нзъ форхулъ (242) заменою въ нихъ снл'!. Р 
силами г/ . а . <}х /^у г1г а заи'!;ною сумаъ тройными нитегралами. распро- 
страпенныыи на весь объемъ даннаго ткла. Такимъ образоиъ, д.ш опре- 
д-Ьлен1я координапр центра тяжести'^ сйлошнаго т^ла получаются формулы: 

— I I I Х11х(1у1}г 
111 <1хйуйг 
.1 .1 ] У^^'^У^^' 

/_/■/■ ^"<»* 

Пределы интеграц1н выясняются ш. каждомъ отд^^льномт. случа! безъ 
осоОыхъ затруднеаШ. Покажсмъ это на ирнлЬрЬ. 

§ 112. [Центръ тяжести четверти конуса. <)лред'||Л1шъ центръ тяжести 
однородваго т1иа, ни'Ьющаго видъ такой четверги конуса, которая- поме- 
шается мещу плоскостями коордннатъ (фиг. В7), если ось конуса напра- 
влена по оси нксовъ, и осноиани! отстоип. отъ вершины, помещенной въ 
начале координатъ, на разстояв1и а. 




■ (261) 
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Щ Приготовимъ предварительно для настоящаго случая интегралы, вхо- 

дящ1е въ формулы (261). 

Уравнеше конуса таково: 

у^ -н ^-^ = Л^ (262) 

гд* 1с есть тангенсъ угла, соствляе- 
Н маго образующею съ осью конуса. 

Изъ (262) им'Ьемъ: 




Фиг. 37. 



А Прсд^^лы по оси будутъ: о и 

^ V к'х' — у\ 

Пределы по оси у будутъ: о и 1и: 
Пределы по оси х будутъ: о и а. 
Вычисляемъ: 

кх а 



1'ки^-р^ кх а 

/ 1 1'^^^ ^^ ^^ ^ у у V л^'"^' лх йу. 



о 



о о 

Дал'Ье, пользуясь формулою 



и и 



IV Л-" — уЫу = ^ \у УА'- у' -^Л' . агзгп \^^)\ , 

получпмъ 

кх а п кх 

/ / V Рж=— р ах йц — \ I иУк^"-^ -+- А'ж* . аЫп ( ^ Н «/л = 

о V 



О 



Итакъ, въ настоящемъ случае: 



ш 



их йу (Ъ = 



12 



(263) 



кх а 



Вычисляемъ теперь 

/ / / ^ с7хс7у (1^=1 I хУ к'х;^ — у^ их йу = 

о и 

а кх 



о 



=\ [^ [у »/*'^' 



X' — у'^ -н к^х^ . агзгп 



У. 
кх 



о 



о 



Лх = 



:Л-1)--"^- 
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Итакъ, въ настоящемъ случае: 



/ / хахауаг =--—-''■ (264) 



Вычисляемъ теперь: 

УкУ^^' кх а кх а 



/ / / ^ • ^^^^^У^^ ~ I I ^ [/ А;^' — у^ йхйу. 



о и и о и 

Да-тЬе, пользуясь формулою: 



/ 



у\/А^.-уЫу=-~^- {Л'-У')\ 



получимъ: 

кх а а кх 



о 

п 



3*7"*^= 12 • 



Итакъ, въ настоящемъ случаЬ: 



/ / \ уйхЛуйг ^= ~^^ (2С5) 



Наконецъ вычисляем1>: 



Уа«*«-^« Ьх п кх а У*'х»-у' 

/ / 1гйхЛуЛг=1 /у Лхйу=. 



кх я кх л кх а 







Итакъ, въ настоящемъ случа-Ь: 



/я 



'^^»^=^ (^66) 



Подставляя теперь приготовленные въ (263), (2б4), (265), (266) ин- 



тегралн въ (261), получииъ: 






. (26Т) 



Изъ чертежа (фиг. 37) видно, что АВ = Л-а. 

Изъ фориулъ (267) видно, что для опредЬлешя центра тяжести чет- 
верти конуса надо отъ точки С, лежащей на разстоаши -г- » отъ вер- 
шины, отложить С2> ^ - - = — - и изъ X) параллельно оси е отложить 
08= -:_-. Точка 5 и будетъ центромъ тяжести данной четверти конуса. 

Изъ этого приы^ра видно, что формулы (261) иы^ють совершенно 
обпиВ (приложиный ко всякому случаю сплошного тЪла) характеръ, н» 
требуютъ сложныхъ вычислен1в. Поэтому стараются р1;шать задачи на 
01]ред1лен1е центра тяжести бол1>е простыми путями, если это возможно, 
Къ р^шенЬо такихъ задачъ мы и псрейдегь. 

§ 113. 11внтръ тяжести дуги онруншости. Принеыъ биссектрису цея- 
тральнаго угла, опирающагося на данную дугу за ось игреЕОВЪ, нерпен- 
дикулярный Д1аметръ — за ось иксовъ. Пи 
(242) имЬемъ: 

- 2т1/ 

» = ■&• 

гд'Ь т суть элементы массъ пропорщоааль- 
ные В'Ьсу; они пропорщонадьны алвнентамъ 
дуги. Поэтому называя элементы дуги чрезъ 
$,, Яз, Я]. 5, .... и обозначая ихъ координаты 
соотвЬтственными значками, получимъ; 




-1/,Н 



• У»~ 



Фнг. 38. У ^ — — 

, Изъ подобия треугольниковъ аЪо и оар (фиг. Зк) им4емъ: 

аЬ _ оа 
Ьс ар 



■ . (268) 



Обозначая чрезг ■ 
получимъ: 



проложенш на ось иксовъ дугового эленента < 



— У5 — 



Подставляя въ (268), получимъ: 



^ ~ 25 """ дуга АВ ' 

Обозначая чрезъ <р половину центральнаго угла ЛОВу получимъ: 

— 2г. «тер 5т ср 

^ "" * 2г . ф "" «р 
Итакъ: 

у = г.?^ (269) 

По симметр1и же дуги АВ относительно оси у видимъ, что: 

а:= 0. 
Итакъ: Центръ тяжести кругвой дуги леоюить на биссекгпристь со- 
отвтпственнаго щнтрстьнаго угла въ разстоянги г . — ;г- ^^^ центра. 



С5 



§ 114. Центръ тяжести полуокружности лежитъ, очевидно, на рад1ус^ 
лерпендикулярновгь къ ея д1аметру. 

Для опред'Ьлетя его разстояшя отъ центра достаточно въ формул-Ь (269) 
положить: 

Получимъ: 

У = ^ (270) 

§ 115. Центръ тяжести площади треугольника. Разбивая плоп^адь тре- 
угольника (фиг. 39) на безконечно узк1я площади парадлельныя осно- 
ван1ю, зам'Ьчаемъ, что центры тяжести всЬхъ 
такихъ полосокъ лежатъ на прямой, соеди- 
няющей вершину съ срединою основан1я, такъ 
какъ эта прямая делить пополамъ вс4 пря- 
мыя, проведенный въ треугольникЬ парал- 
лельно основашю. Центръ тяжести всей пло- 
щади треугольника есть центръ тяжести цен- 
тровъ тяжести такихъ полосокъ. Поэтому онъ 
лежитъ на кавдой изъ прямыхъ, соединяющихъ 

вершину треугольника съ срединою противуположной стороны. Так1я прямыя 
. называются мсдганами, который, какъ извЬстно, пересекаются въ одной точк1*,. 

Итакъ: Центръ тяжести площади треугольника находигпся на пере- 
стьченги медганъ. 

Изъ подоб1я треугольниковъ имЬемъ: 

ОВ_АВ_^ 
0В~ ПЕ~ " 




УЬ — 



Следовательно: 



В0 = ^ ВВ. 

о 



Поэтов1у МОЖНО сказать также: Центр?, тяжести площади треуюль- 
пика леоюить на медганть вь разстоянги "1 медганы, отъ вергиины, 

§ 116. Центръ тяжести кругового сектора. Разбивъ мысленно безко- 
нечяо близкими радиусами (фиг. 40) весь тсекторъ на безконечно малые 
треугольники, заключасмъ, по предыдущему параграфу, что центры тя- 
жести всЬхъ такихъ элементарныхъ треугольниковъ ле- 

2 

жать на дугЬ описанной рад1усомъ ^ г изъ центра. 

Центръ тяжести всего сектора лежигь, очевидно, въ 
центре тяжести этой дуги, а посд^дшй, согласно § 1 13-му. 
лежитъ на разстояши равномъ произведешю рад1уса 

дуги на отношен1ю — •- . Следовательно центръ тяже- 




Фиг. 40. 



сти сектора лежитъ на разстоян1и 



2 зт ср 

— т 

3 ср 



(271) 



отъ центра. 

§ 117. Центръ тяжести площади полукруга. Полагая въ (271) 



9 = 



7Г 



получимъ, что разстоян1е центра тяжести площади полукруга отъ центра 

равно: 

4 г 

— « -— • 

3 г 

§ 1 18. Центръ тяжести поверхности сферическаго пояса. Изъ геометр1н 
известно, что поверхность сферическаго пояса равна: 

27Г гА, 

гд-Ь г рад1усъ, А высота пояса. Центръ 
тяжести такой поверхности, какъ видно 
изъ симметр1и, лежитъ на радхусЬ, перпен- 
дикулярномъ основан1Ю пояса. Плоскость 
параллельная основанш и проходящая 
чрезъ центръ тяжести должна разс1^кать 
поясъ на части им'1>юпця равный массы 
н, сл1',довательно, на части нм^^ющ1я 
равныя поверхности. Такая плоскость проходить чрезъ средину высоты Ь 

(фиг. 41), потому что она д'Ьлитъ поясъ на 2 части, равныя 21гг-^- 

л» 

Следовательно: Центръ тяжести поверхности сферическало пояса 
лежитъ на срединть его высоты. 




Фиг. 41. 



— у/ — 

§ 119. Центръ тяжести поверхности полушар1я. Изъ предыдущаго пара- 
графа сл1>дуетъ, что: 

Центръ тяоюести поверхности полуишргя леоюитъ на средимь радгуса 
перп€ндику1лярнаю къ ею основангю. 

§ 120. Центръ тяжести объема тетраэдра. Разобьемъ а^траэдръ 
(фиг. 42) на треугольныя пластинки парадлельныя его основан1ю. Благо- 
даря взаимному подобш эти1ф{^пластинокъ 
ихъ центры тяжести лежать на>а|||Ямой, со- 
единяющей вершину М съ центров тяжести 
п основашя NР^. По § 11 5-ому 

пр= ^ Кр. 

Точно такъ же можно сказать, что центръ 
тяжести тетраэдра лежитъ на прямой Nт, 
соединяющей вершину N съ центромъ тя- 
жести т грани МР^ и что: 

рт = -Мр. 

Сл-Ьдовательно, центръ тяжести тетраэдра лежитъ въ точк'Ь пересЬ- 
чешя прямыхъ Мп и Кт, соединяющихъ вершины съ центрами тяжести 
противуположныхъ граней. 

Изъ подоб1я треугольниковъ имЬемъ: 

тп ^ -~ МК, 
о 

от = — ОК, 

о 




Фиг. 42 



ш/» 



Следовательно: 



от = -— N1111. 

4 

N0 = ^- Nт, 



Итак1>: Центръ 'тяжести тетраэдра леоюитъ на прямой, соединяю- 
щей вершину съ центромъ тяжести прфпивуполооктой грани, въразспю- 

янш отъ вершины равномъ . этой прямой. 

% 121. Центръ тяжести нногогранной пирамиды. Разбивъ многогранную 
пирамиду на тетраэдры, им'Ьющ1е общую съ пирамидою вершины, и со- 
гласно предыдущему параграфу, заключаемъ, что: 

Центръ тяжести многогранной пирамиды леоюи'тъ на прямой, соеди- 
няющей вершину пирамиды съ центромъ тяжести ея основан1я, въ раз- 

апояти отъ вершины равномъ -^ эпюй прямой. 

Делоне. — Курсъ теоретической механики. 7 



«ги 



§ 122. Центръ тяжести объема пряного круглаго конуса. Разсматривая 
прямой круглый конусъ какъ пирамиду съ безконечнымъ числомъ граней, 
согласно съ § 121-ымъ находимъ, что: 

Центръ тяжести объема прямою круглаю конуса леоюитш на его еы- 

3 
сошгь въ — &1пои высоты отъ вершины. 

§ 123. Центръ тяжести боковой поверхности прянаго круглаго конуса. 

Разбивая такую поверхность на безконечно малые треугольники, шгЬюпце 
вершины въ вершин']^ конуса и основан}я на окружности его осиовашя, 
заключаемъ, согласно съ § 115-мъ, что: 

Центръ тяжести боковой поверхности прямаго круглаго конуса м- 
оюитъ на прямой^ соединяющей вершину конуса съ центромь осноэангя, 

на рссзстоянги этой прямой отъ вершины, 

§ 124. Теорема Гюльдена-Паппуса о поверхностяхъ. Положимъ, что 
плоская кривая АВ (фиг. 43), вращаясь около лежащей въ ея плоскости 

оси у, описываетъ некоторую поверхность 
вращешя. Разобьемъ кривую АВ пъ. безко- 
нечно малые элементы 5. Разсмотримъ поясъ, 
описанный однимъ изъ такихъ элементовъ. 
Обозначимъ чрезъ х разстояте элемента о 
отъ оси у. Поверхность пояса, описаннаго 
элементомъ 5, будегь 

2т. X .Ь. 
Поверхность всего гЬла будетъ 

5 = 227ГЖ . 8 = 21гЕл: 6 . .(272) 
Разстояте же центра тяжести дуги АВ 



^^-^^ШТ * д 



Фиг. 43. 



отъ ОСИ у, согласно съ (242) будетъ: 

Ъх Л Ъх .Ь 



X = 



2Й 



АВ 



Отсюда: 



5^г . г = а; . АВ. 



Вставляя въ (272), получимъ формулу: 

5 = 27га; . АВ 



(273) 



выражающую теорему Гюльдена-Паппуса: Поверхность тгьла вращенгя 
равна произведенгю длины окружности тгисываемой центромь тяокести 
меридгана на длину меридгана, 

§ 125. Теорема Гюльдена-Паппуса объ объемахъ. Представимъ себ^ 
гЬло вращен1я (фиг. 44), обрагзованное вращсн1емъ фигуры а около оси у. 
лежащей въ плоскости этой фигуры. Обозначимъ чрезъ 5 площадь вра- 
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щаемой фигуры, чрезъ 5 — элементъ этой площади, находящШся на раз- 
стояв1и X отъ оси у. 

При одномъ полновгь оборот* элементъ 8 описываегь путь: 

27га; 
и объемъ: 

27ГХ . 6. 



Объемъ всего гЬла вращешя будетъ: 

Г = 227гж. 8 = 27с. ЪхЬ 



(274) 



Координатъ центра тяжести площади 5, согласно (242) будетъ: 



Еж5 1а;6 



Отсюда: 



^ = -Ё^ = 



ЪхЬ = X . 8, 



Вставляя въ (274) получимъ формулу 

У=21:х.8 



(275) 



выражающую вторую теорему Гюльдена-Паппуса: Обгемъ тгьла вращенгя 
рсшень произведенгю площади врагцаемой фигуры^ лежащей въ плоскости 
меридгана на путь пройденный ея центромъ тяжести въ теченги пол- 
наго оборота, 

§ 126. Прин-кръ: поверхность и 
объемъ тора. Кольцо, образуемое вра- 





Фиг. 44. 



Фиг. 45. 



щешемъ круга рад1уса г около оси у (фиг. 45), лежащей въ плоскости 
этого круга, называется торомь. Обозначимъ чрезъ В разстоянхе центра 
вращаемаго круга отъ оси вращешя. По первой теорем* Гюльдена по- 
верхность тора равна: 

По второй теорем* Гюльдена объемъ тора равенъ: 

2т: В . тгг^ = 2т:^Вг\ 



•^ш^ 



ОТДЪЛЪ III. 

Движете какой бы то ни было системы 

точекъ. 



ГЛАВА I. 

Общ1я уравнен1я механики. 

§ 127. Основная формула Лагранжа. Какова бы ни была данная си- 
стема точекъ, находящаяся подъ д'Ьйств1емъ какихъ бы то ни было силъ, — 
относительно ея можно разсуждать слФ>дующимъ образомъ, прнм^^няя къ 
ней начало Даламбера (§ 75) и принципъ возможныхъ перем^^щвн^й (§ 67). 
Условимся обозначать значками 1, 2, 3... величины, относяпцяся къ 
первой, второй, третьей ... точкамъ. Проложешя потерянныхъ силъ будутъ: 

-Х.1 — Щ 



т 



X, - ш, -^ 



^1- 



(276) 



Обозначимъ проложешя возможныхъ перемЬщенШ на оси координатъ 
чрезъ бл?!, 5у^, б^г,, оагз, 8.У2 ••• Припомнимъ формулу (183) выражающую, 
что для равновЬс1я точки необходимо и достаточно, чтобы элементарная 
работа была бы не больще нуля 

ХЬх ч- Гоу -н ^8^ ^ О (183) 

Начало Даламбера состоитъ въ томъ что потерянный силы должны 
уравновешиваться въ течен1и движен1я. СлЬдовательно проложешя (276) 



потсрянныхъ сал1. должны удоплетво[1Я1ъ услоаш равнов'!1С1я (183). Дру- 
гими словами: чтобы получить усдов1е раьнов1н:и потеряннихъ силъ. ко- 
торое должвр быть всегда удовлетворено, необходимо и достато^но под- 
ставить вмКсто'Х, Г, г выражения (276) въ формулу 

Е [Л'йг ч^ ГЗу н- гЗг] ^ О (277) 

[фадставляющую собою распространешо ка систему формулы (183). 
Полушмъ: 

Ота формула представляегь собою услов1е равновЫи потерапаыхь 
си-п,. &Г0 услоВ1е, согласно иа'1алу Далаибера, должно удовлотворатьсд 
во всякомг движении. Поэтому формула {11^) представляеп. собон! самуш 
общую формулу движения. Она была найдена Лагращкемъ {Ущхъщч 
173(1 -1813) и выражаетъ движен1е какой бы то тг было системы то- 
чекъ, будетъ ли вти система отд'Ьлышхх точекъ или сплошное тЪо — 
твердое, жидкое или газообразное. 

Вс'Ь явлсв1а псорганичссЕаго шра нриводатся еъ движенЕю. Всякими 
движен1яии упрапляегь формула (278). Такнмъ ойразомъ, формула (278) 
уираашеть вскнн явлен1ям11 неорганическаго м|ра — она прсдставлявтъ 
собою общШ м1ровой законъ. 

§ 128. Обобщвн1е поняля о связяхъ. Движояю одео» точки мож{>п> 
быть, какъ мы вид'ктп (й (>0, 01), 1хЬспоно тУмъ, что точка принуждена 
двигаться по поверхности или но линш, цредставляющей собою перосЬ- 
чеше двухъ поверхностей. Так1я поверхности носятъ назван!» семей. 

Но въ снстем-Ь точекъ могугь существовать стЬснен1я другого рода. 
Наарим+.ръ, дв11 как1я-нибудь точки (г,,у1,г,) и {^^:■^■,1^^.е^) системы могугь 
быть подчинены услов1ю, что разстояше между ними К остается въ те- 
чении движевш неизн'Ьнныиъ. Это условие можетъ быть выр;икепо равен- 
ствомъ: 

(г, — 1,)* н О, — у,)' -ь (г, — /,У .Л*=0. . (27!)) 

Стеснен!» движенш ножв!!., наприм'Ьръ, состоять въ томъ, что ра-з- 
стоян1е мея^ду двумя точками системы иоже1"ь сдЬлаться меньше К но ие 
можетъ сцЪлаться больше И. Такому сгЬсненио движенЫ подвергаются двЬ 
точки, связанныя меасду собою гибкою нитью д-шны В,. Это стЬснен1е 
(связь) може1'ь~быть выражено неравенством!.: 

(ж, — г,)' -н (у, — •/,)' -«- (г, - г,)' ^- Л' ^ О . . . (280) 

Формулы, подобпыя (279) или (2^0). а также формулы, относящ1яся 
къ удррживающимъ или неуде ржнвающимъ иоверхносгямъ, иыражающ1л 
сНснешя движев!я системы, называются связями. Синзи. касъ мы видниь. 
могу-1'ь бить выражены равенствами или ш-равенствани. 
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^0. 



§ 1 29. Уравиеи1е Лагранжа въ 1-ой форгЬ. Въ придоженш къ опреде- 
ленной задач'Ь общая формула (278) распадается, какъ мы это сейчасъ 
увидимъ, на ц'Ьлую систему дифференщальныхъ уравненШ, «ыведенныгь 
Лагранжемъ помощью способа неопред'Ьленныхъ множителей. Приведемъ 
этотъ знаменитый выводъ. 

Вместо того чтобы писать 

^ О, 

условимся писать въ формул* (278) 

= 81Г, 

въ связяхъ ^ . 

предполагая, что величины 8тг и 8/ суть совершенно неопред^ленныя ве- 
личины, обладающ1я только т*мъ свойствомъ, что въ случае существовашя 
равенства он* равны (вм*ст* или порознь, смотря по усдов1ю задачи) 
нулю; въ случа* же неравенства он* (вмЬст4 или порознь) отрицательны. 
Положимъ, что услов1я задачи вводить связи 



Ьху^ 






л/. 



8У. 
8У1 



дх. 



Ьх, 



• . = 8/, 
= 8/. 



йЛ 



8^1 



0У1 



Г 



Формулу (278) напишеыъ въ вщк: 



8Д 



(281) 



(х- 



т 



сИ' 



Ьх 



У-^пЩьу^(2-т^Ц=Ь...^2Ь2) 



Помножимъ 1-ое изъ уравнен1й (281) на неопред^^ленный мяохи- 
тель X^, 2-ое на Х, ... и сложимъ нхъ всЬхъ витЬсгЬ и съ уравнешенъ (282). 
Получимъ: 



X 



т 



-к Г — « 



-*-{ г — т 



а" у 



дА . . д/, 



* ОХ ^ 



дА 
-^ ду 



дх 
'ду 
» дг 



н- ... -н X, 



дх 



) 



Ьх 



8у 



' ду) 



т= 



= от: -н Х^д/*! -н ХдЗ/з 



МЛ 



(283) 



гд* Е распространяется на вс4 точки системы, число коихъ обозначимъ 
чрезъ п. Зд'Ьсь содержатся, слЬдовательно Ьх^, 8у^, 8^^, бд?^, ву^, вя^Зх,... 
Выберемъ множители Х^, Х^, Хд ... Х^ такъ, чтобы коэффищенты при Ь 
величинахъ оа;^, Ьу^ ... были нулями. Тогда остальныя Зп — к изъ такихъ 
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величинъ будуть совершенно произвольны, ибо сг]^сняющихъ условШ (281) 
было только к. Поэтому ко^фнщенты при остальныхъ 3» — к проложе- 
шахъ возыожныхъ пере1гЬщен1й должны быть равными нулю для суще- 
ствован1я уравЕен1я (283). 

Итакъ вс4 коэффициенты при 8ж1, 8у„ Ьл^, Зж, ... равны нулю. 

Такииъ образоыъ получается система Зп дифференщальныхъ ураввенШ: 



X. 



т 



Х,-т 



'дх. 






М- 



\ 



Чх, 
Чх. 






Г.-т^ 



<^1.У. . 1 д/х 



аг' 



^ду, 









2, — т 



й'^. . . ^А 



2*ь — л* 






К 






д^е^. 



1 ^ 



... -»- X. ^* = о 



(284) 



КровгЬ того ивгЬемъ систему А; связей: 



(285) 



Исключивъ изъ (284) к множителей X получимъ Зп — к уравнешй, 
который вм-ЬсгЬ съ А; уравн^н1ями (285) дадутъ Зп уравненШ, р4шающихъ 
задачу Обыкновенно пишутъ совместно уравнешя (284) и (285) и на- 
зываютъ эту систему уравненШ уравнен1ями Лагранжа въ 1-ой форм*. 

Теперь мыприведемъ важн4йш1е и наиболее общ1в выводы, кото- 
рые можно сделать изъ основной формулы (282), называемые началами 
механики, потому что каждый изъ нихъ, будучи хотя только частнымъ 
случаемъ закона (282), служить общимъ началомъ для р'Ьшешя обширной 
группы механическихъ вопросовъ. 



) 



ГЛАВА П. 

Начало еохранбн1я движбн1я центра инерц1и. 

§ 130. Дифференфальиыя уравиен1Я начала сохраиен1я двнжен'га центра 
инерцЫ. Та точка системы, которая, въ случа* д*йств1я силы тяжести 
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называется центромъ тяжести, въ случае д*йств1я какихъ бы то ни было 
силъ называется центромъ инерши. 

Прим'Ьннмъ формулу (2«2) къ такой системе, для которой возможно 
всякое пос7пуп41тельное движете. Это значить, что всЬ точки системы 
могутъ им'Ьть общее перем'Ьщенхе имеющее проложен1ями ов, о^, §7 оди- 
наковые для вс'Ьхъ точекъ, и точ1ш могутъ произвести такое перем*щеше 
въ любомъ нанравленхн, такъ какъ поступательнымъ движешемъ системы 
мы называемъ такое ея движен1е, при которомъ всЬ траекторш взаимно па 
раллельны, вс'11 проходимые одновременно пути равны и всЬ скорости равны. 

Если, согласно такому предположешю, возможный перем'Ьщен1я всЬхъ 
точекъ им'1>юп> одни и гЬ же проложен1и оа, 6^, оу, то ихъ можно въ 
формул'Ь (282) вывести за знакъ суммы, и тогда получимъ: 



8а>: Х-ш 



г)-'?^( 



т 



ей' 



8^5: (^—«1 ^) = 8к.(286) 



Ыо мы предположили, что всякое поступательное движен1в системы 
возможно. Следовательно величины ох, 6//, ог совершенно произвольны: 
он1> НС связаны между собою никакою зависимостью. Формула (286) не 
выражаетъ никакой зависимости между ов, зр, 8тс только въ томъ слу- 
чаЬ, если коэффиц1енты при этиха» величинахъ порознь равны нулю. Сле- 
довательно: система, для которой возможно всякое персм'Ьщен1е, должна 
удовлетворять уравненгямъ: 



2 X 



'" ЙГ 



^) = '\ 



.(у_.^^) = о 



1: {2- 






(287) 



Эти уравпен1я равносильны такимг: 



^т 



Лт - 



Л'у 
(11'' 



^:г 



= 1.2: 



(288) 



Уравнен1я (287) и.ги (288) называются днфференщальными уравне- 
ниями сохранен1я движен1я центра тяжести. Причина такого назван!я 
будеп. выяснена въ сл1;дуюп1;емъ параграфе. 

§ 131. Начало сохранежя движен1Я центра инерцм въ случн'Ь сущест- 
вован1я вн'Ьшнихъ сидъ. Въ томъ случае, если на систему дМствуетъ та- 
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жесть, уравнен1Я (242) получаютъ видъ: 



- д1»тх 

X = — г^ — 

д1ит 



У 



_ 9^^У 
- дЪтг 

2 = 

2т 



(289) 



По сокращеши на ^ и обозначая массу Ът всей системы чрезъ Ъ1 
преобразуемъ уравнешя (289) въ так1я: 



Му = 11ту 

Же = У1.тг 
Дифференцируя ихъ два раза, получимъ: 



(290) 



йХ- 



а- 






(291) 



М 



<1*г 



= 1.т - 



а'г 



сИ" ~'" си' 

Сравнивая (291) съ (288), получимъ уравнешя 



Ы 



= 2Х 



М 



= 17 



М' 

<и' 



(292) 



который тоже могутъ быть названы дифференц1альными уравнен1ями со- 
хранен1я движешя центра тяжести. Сравнивая ихъ съ уравнен1ями (117) 
получимъ следующее выражен1е начала сохранен1я движен1я центра инер- 
\1\\\. Центръ инерцги сгюпемы^ способной имгьть всякое поступательное 
движенгСу движется 7пакъ, какъ будто въ немъ была сосредоточена масса 
всей системы. 

Отсюда сл'Ьдуетъ, наприм^ръ, что вылетающая изъ ружья въ пустогЬ 
дробь летитъ такъ, что центръ тяжести вс*хъ дробинокъ описываетъ 
ту же самую траекторш, которую описалъ бы центръ пули, если бы при 
гЬхъ же услов1ях1» и по тому же направлен1ю выстр1>лъ былъ произве- 
денъ пулею. ЗдЬсь внешняя сила, дЬйствующая на систему, ость сила 
тяжести. 
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Другой прим'Ьръ: центръ тяжести разлетающихся во всЬ стороны 
осколковъ гранаты описываетъ ту же самую траекторхю, которую оии- 
салъ бы центръ тяжести гранаты, если бы она не лопнула. Если и бы- 
ваетъ трудно во многихъ задачахъ опред:Ьлить движете всей системы, 
то по крайней м'Ьр'Ь движен1е ея центра тяжести определяется сравни- 
тельно легко по изложенному выше началу. 

§ 132. Начало сохраиен1я Авижен1я центра инерцЫ въ случае отсут- 
ств1я вн-Ьшнихъ силъ. Если на систему не дМствуютъ никакгя ви^швхя 
силы, а только силы взаимнаго притяжен1я или отталкиван1я составляю- 
щихъ систему матер1альныхъ точекъ, то: 

ЕХ = 



Л2 = 



О 
О 



(293) 



и уравневая (292) принимаютъ видъ: 

Эти уравнен1я (293) весьма просто интегрируются. А именно: первые 
интегралы ихъ суть: 

их 



М 



йЬ 



= \ 



> • • 



. (294) 



^1 = '. 

гд* &!, Ьа> ^3 суть постоянный интеграцш. Интегрируя уравнетя (294), 
получимъ вторые интегралы уравнен1й (293): 

Мх = а^ -♦- Ь^Ь 

(295) 



Му = а^ Ч- Ьа^ 



Эти уравнен1Я (295) показываютъ, что, еъ случать отсутпстегя енти- 
иихъ силъ центръ тяжести системы движется ривномтьрно и прямоли- 
нейно, потому что уравнен1я эти линейныя (1-го порядка) относительно 
X, 2/, ^, ^. 



* Иэт. ингь Н5г1емъ: 



УШ'^(1М1Г 



УК 



Солнечная система, наприи'Ьръ, на столько удалоаа отъ всЬгь неио- 
двяяЕныгь зв^здъ, что подвержена только взаиивыхъ притяжешонъ пла- 
истъ и солнца. Цоэтому центръ тяжести солне'|вой системы движется 
равнон-Ьрно и прямолинейно. Наблюдения д-Ьйствительво 110|«1за.1Н, что 
такое движен1е пронсгодитк и что оно направлено къ соав'113д'1ю Гер- 
кулеса. 



Г ЛАВА 



Начало еохранен1я живой силы. 



1§ 133. Начало сохранен1я живой силы. Мы вндкш, что н11которыя изъ 
зей представ.1як1тся поверхностям», цо |;оториит, принуждена двигаться 
та или другая точка системы. Пусть ЛВ (фиг. Щ предсгавляетъ собою 
такую поверхвость. Эта поверхность не из1гЬняетъ своего вида, если коэф- 
фипденты ея уравнеН1я не зависять отъ нреневв. 

Въ таконъ случа-Ь перем^щен1я точки могуп> со- ^ .^ ( 

всршаться по втой воверхности, и потому возмож- 
ный перем'Ёщен1а 6х, Ьу, Зг йудугь тождествери'-' -■ / / \ \о 
съ <1х, йу, йг, удовлетворяющииа уравнен1ю: 

.-I ' - ~- их -\- ~- ''" -^ -^ ■ 
ах ау 

Есчн же ур!1внен!е связи содсржитъ время, то дЬло происходит!, иначе. 
На чертеже (фиг. 46) изображены два иоложен1я изм^вяющейся связи, 
Зд-Ьсь 11ерем'Ьп[вто аЪ тичкн не тождественно съ перем1.1цен1емъ ея по 
поверхности В1. первоначальномъ ъщ\\. Сл-Ьдовательно зд^сь 8а:, 8у, Ье 
не тождественны съ их, Лу, (1е. 

Остановимся ва вервомъ случае: предположим'ь, что коэффиц{ент1л 
уравнены связей не завыентъ от» времени. 

Въ этомъ случа'Ь вт, основной формул^! (.278): 




- йл = 0. 



Фнг. 46. 



!; X -» 



^1'г\ . 



.'^\>. 



о»- 



Л\ 



8» =0.(278) 



величины Ьх, Зу. йг могугь быть заменены днфференщалаии йж, йу, (/я. 
Поел* такой замены основная формула (27й) обращается въ: 



— 1и5 — 

Отсюда: 

/ ^2 Л Л*Л \ 

2да ( -^ ^ н_ ^ йу н_ ^ йг| = Е {ХЛх -+- Тау Ч- ^<гг) . (297) 

Введемъ еще новое услов1е: положимъ, что ваь данный силы имлють 
потенцгальную функцгю [7. Тогда (297) обращается въ: 



Ет 






ах^^^.ау-^-^,си^^1.\^Лх-^-^<1у-^-аг^ . (298) 



Величина въ правой части этого уравнсн1я есть полный дифферен- 
Ц1алъ ^11. Сл'Ьдовательно (298) обращается въ: 

^:т(^йл:-ь^^йу-ь^^.г.) = йг7 (299) 

Преобразуемъ теперь л'Ьвую часть уравнен1я (299). Для этого при- 
помнимъ, что: 



Отсюда: 






(300) 



Сл'Ьдовательно (299) обращается въ: 

1 



йЪтГ' = аи (301) 



Интегрируя (301), получимъ: 



= 11-^0 (302) 



гд'Ь С постоянная интегращи. Положимъ, что въ нЬкоторый моментъ ско- 
рость была Го, потенщальная функц1я была [/д. Тогда для этого момента 
(302) примегь видъ: 



V ^^( 



Вычитал (303) изъ (302), получимъ: 

,«Г_,«^»^^ ^^ (304) 

Величина X —^ пазывается жтою силою системы, Уравнен1е (304) 

выражаетт! собою начало сохраненгя эютой силы, Пояспимъ, въ чемъ 
оно состоигь. 



Зам1)Т1ШЪ, пч и ость функция полоасенгя, то естьфувкцш тоаЬЕй 

координатъ X, у, е; ирн данниш, х, у. е для вс'Ьхъ точокъ системы 
Функц1я V припимаетъ вполнЬ опредЬлениое значеше; дри дапномъ рас- 
положен1н точекъ системы V им11етъ вполнЬ определенную ведичицу. 
Уравнен!» (304» поК!13ываетъ, следовательно, что: и/ж «^)емпщенш си- 
стемы изь одною ]>ас}10Л0жеи*я въ дргрое разности житлхь сылъ, ко»ю- 
рыя система импла въ 1-мь и во 2-мь расположенмхъ, равна разноопи 
соопиттспшующыхъ потшшальныхь функций. 

Но, если система, кыходя нзъ даняаго расцодожошя, возирапщстся 
|;ъ нему же, переходя чрезъ рядъ другихъ расиоложенШ, то Ц"— (/^ = 0. 
Тогда, согласно (304), получимъ: 

СлЬнДовательно: при аомраи{€Н1и сиатмы к& прежнему расположенно 
и жшая сила ея пргтимаетл опять ту же величину, какую она имплп 
п этола прежиемъ располоокенш. Въ этомъ н состоигь начало сохране- 
Н1Я окивой силщ. 

Оио можегь быть выражено еще иначе. Уравнен1е (304) иоказываетъ, 
что прнращен1е живой силы системы залисшт. только отъ перваго и но- 
сл'Ьдняго значев1Я потенщальной функши, зависитъ, следовательно, голысо 
отъ координатъ точекъ системы въ первомъ расположенш и отъ коорди- 
натъ точекъ системы въ посл-Кднемъ расположенш и нг зависитъ отъ ко- 
ординатъ промежуточннхъ расположепШ. Следовательно: 

По какимь бы М1/пмла, «одъ (}гьйствкла. данныхь еиль, сиапема ни 
переладила изь одного располозкен1я еь другое. — приращенй живой силы 
остатгся тпмь же. _'..,„ ,.,.,■,'.-■■.;.-.■ л--, •"..,, '.л»- V ^*^-.„ ^ у^г^^г-с^ 

§ 134. Уравнен1е живой силы. Ураввенш (304) можно придать другой 
аидъ и начало сохрансшя живой силы формулировать иначе, именно 
такъ, 1:акъ вто удобно для практической механики. 

левая часть уравневШ (297), какъ мы видЬли, равна й! -5- ; ира- 
В1Щ часть уравяен1я (297) есть сумма элемеятарпыхъ работъ вс11Х1> д'!;й- 
ствующихъ на систему силъ (са. § 67). 

Сумма рабоп. всЬхъ действув1щихъ на систему силъ называется ра- 
ботою этихъ силъ. Следовательно уравнен1ю (301) можно дать видъ: 



й 1; -^ : 



Ир 



работЬ всеп. СИЛ!, действующихг ] 
" на систему въ течен1н врелеии Д. | 



(305) 



Поэтому - 2 — - --7Г- рйвно работЬ Т всехъ дт.йствующихъ на 
стему силъ за время /- 1д. Итакъ: 



1: - 



. (ЗОВ) 



— 1{)Ь — 



Отсюда: 

Хт (^ ах-\-^ау-\-~ аЛ = е (Хйх-ь гау-^-глг) . (29?) 

Введемъ еще новое услов1е: положимъ, что есть данный силы имгьютъ 
потеицгстьную функцт (7. Тогда (297) обращается въ: 

Величина въ правой части этого уравнен1я есть полный дифферен- 
Д1алъ ли. Сл'Ьдовательно (298) обращается въ: 



^т[ — ах-^--^,йу-^^^,й,] = т 



(299) 



Преобразусмъ теперь л'Ьвую часть уравнешя (299). Для этого при- 
помнимъ, что: 

Отсюда: 



= — ;г ах и ? (11/ -I- - — ^ аг 



(300) 



Сл'Ьдовательно (299) обращается въ: 



I (г2:тр = <1г^ (зо1) 

Интегрируя (301), иолучимъ: 

^1 -^ = и-^-С (302) 

гд'Ь с постоянная интеграц1и. Положимъ, что въ нЬкоторыЙ моментъ ско- 
рость была V^, потенщальная функц1я была 11^. Тогда для этого момента 
(302) примеп» видъ: 

= СГо + С' (303) 



,. тГо' 



Вычитая (303) изъ (302), получимъ: 

'--^---^'- = ^~^о (304) 

Величина ^I — ^у- называется живою сгыою сиа)1€мы, Уравнен1е (304) 

выражаеп> собою начало сохраненья лсивой силы. Пояснимъ, въ чемъ 
оно состоитъ. 



За1г11ТН11ъ, что I/ ость функция т№лояеен1я, то еетъФунЩвтошЁо 

|;оо1)динатъ х, у, е; ири данаыхъ х, у. г ^уя вс'Ьхь гичекъ систеиы 
Фун1;ц1я V иринимаетъ ваолн!. опредЬленЁое значешо: при дапиомъ рас- 
П0Л0Ж0Н1И точекъ системы и им-Ьеть вполн!) опред'Ьленнуш величину. 
Ураьвен1е (304) показываегь, сл'Ьдоватольно, что: «/)« черемпщент си- 
стсмы изъ одною расположетя нъ другое разноапь дкияыхъ сила, к(п>ш- 
рыя система илчьла вь 1-мъ и во 2'Мъ расположенгяхъ, раина разноагш 
со<уп{в>ыпс11шующшя поч}енц1альныхъ фупкцШ. 

Но, (.'С1И смс1Ч!ма, выходя иуь даннаго рцсположев1я. возвращается 
къ нему же, переходи чрезг рядъ другнгь рас11аложен1Й, то (7— 1Гд = 0. 
Тогда, согласно (304), получимъ: 



Сл1иоватсльно: при вомращенш сис»и-жы ю, прсз/снему распомжетю 
и живая сила ея принимаеть опять ту же величину, какую она ымпла 
вь этола прежнемъ рааюложгнш. Въ этомъ и состоять начало сохрапе- 
Н1Я живой сил^1. 

Оно можотъ быть выраяино еще иначе. Уравненш (304) попазываетъ, 
чти прнраш(!1пе живой силы систены эависить только оп. порваго и по- 
сл'Ьдияги яначен1я потенц1альноЙ функши, завнснтъ. сгЬдовательно, только 
оп. координатъ точекъ системы въ первомъ расположенш и отъ коорди- 
натт. точекъ системы въ посл'Ьдпемъ расположенш и не зависитъ оть ко- 
ординатъ цромежуточныхъ рясиоложенШ. Следовательно: 

По кпкимь бы нутямь, подъ дгьйствкмь данныхь снль, сиаппма ни 
нермоОила изъ одною располоястгя въ другое, — приращтге живой сылы 
остаетея ттьм!, же. -■.■.,„ ,,,„^. ...,,-;.._. ,,,,,<„.,, .^/,-., «;«,,, ,^ ,„4...^- 



§ 134. Уравнен1е живой силы. Урапнон1ю (304) можно придать другоб 
видъ и нача.]о сохранешя живой силы формулировать иначе, именно 
такъ, какъ это удобно для практической механики. 

Л'Ьвая часть ураваеН1Я (297^, какъ мы вид1ш1, равна й 11 '~ ; пра- 
вая часть уравяешя (297) есть сумма аленентарныхъ работъ всЬхъ д11Й- 
ствующихъ на систему силъ (см. § 67). 

Сумма работъ всЬхъ д-Ьйствующихъ на систему силъ назь[вается ра- 
ботою эгихъ силъ. Следовательно уравнен1ю (301) можно дать видъ: 

у, (мГ' _ рабогЬ вс11хъ силъ д1;ЙСТВу11)1ЦИГ1. I 
щ ~2" на систему въ течек1н времени Ш. ) 



(Ж1Г, 



Поэтому 1; 



»рт 



- равно работе) Т всЬхъ д-Ьйствующихъ на 



систему силъ за время I - 1(,. Пгакъ: 



. (306) 



уравнвнш (зиь; называется " уравнен1е1п> живон^силы. иио шлраг 

жартся словами такъ. 

111>и1)ащен1е живой сылы ^ювно рабтть; при чемъ подразумевается 

работа силъ, дМствовавшихъ на систему аа время, въ Т(1чеи1Н которг 
это сриращете живой силы соворшилось. Иаъ этой теоремы и иэъ < 
заннаго въ конце § 133 выводимъ: Работа дпмстауюациъ силт,, тппре 
пая Оля 7)ерево<)а сиагимы изъ одного ]мсположенгя въ д}гуюе, не ^ 
сить отъ путей^ по которыла мютъ переходь кроысхобигга. 

По этой теорекФ оказывается, что для подняла даннаго груза I 
данную высоту требуется сонершснно опред-кченная работа, величина 
которой не зависитъ отъ устройства подъемныхъ приспособленгЙ: будемъ 
ли ыы поднимать грузъ вертикально или по наклонной плоскости или 
иною иашииою, будет, ли ны его аоднииать тихо или скоро, работа ио- 
требная для поднят!» груза будстъ олна и та жо. Мы можемъ изиФнять 
только силу потребную для иодъеиа, а нневво: въ течеЕ1и долгаго вре- 
нвни можно поднять на известную высоту данный грузъ меньшею силов! 
чЫъ въ теченп! короткаго, во работу прядется затратить ту же. Зд^сь 
говорится о вс4гь силахъ поб'^.ждавщнхъ иди способствукЛдитъ д'Ьйств!!) 
силы тяжести груза, сл^^довательно и о такихъ сопротныен1яхъ. какъ тре- 
ше, такъ что понятно, что ч'Ьмъ меньше треше въ подъемной машвв^ 
т4мъ меньшая работа требуется отъ поднимающихъ силъ. 

Принцппъ. выражаемый уравнен1еиъ живой силы, выражается прап 
каин, не совс1.иъ точно, словами: проигрывая въ скороапи. выигрываема 4 
силп: дЬйствуя съ большою скоростьв! па длинный консцъ 1)Ычага I 
на конецъ полиспаста (та^ш) подннмаемъ грузъ, црикр1шленяый къ корор-^ 
кому концу рычага, или къ другому концу таля, съ малою скоростью, но 
зато такимъ прнсиособлен1емъ можеиъ малою силою поднять большой 
грузъ. Однако, пренебрегая трен1емъ, зам-Ьтимъ, что положительная работа 
налой подъемной силы на корот1гомъ пути, проходиномъ точкою ея нрв^ 
ложешя, въ точности равна отрицательной работе большого груза на хяЯ 
ломъ пути проходимомъ точкою его приложения, если грузъ подникаегсД 
равном'Ь])НО. I 

§ 135. Уравиете сохрвнен1я энерг1и. Уравнению (304) можно придатн 
еще трет1Й видъ, имкюиий особенно важное знапон1с въ фпзнк11 Пзб№л 
ре«ъ тотъ момептъ, для котораго «ы обозначяемъ с1шрость чрезъ ТМ 
иотенц1ал1. чрезъ (7о. такъ, чтобы для этого момонта нотенцЕальная фувМн 
шя принимала свою максима.1ьяую величину, такъ чтобы: ^| 

Уравнен1е (304) приметь вндъ: -^^^^Н 



— 111 — 

Но !С — у^ есть величина постоянная. Следовательно 

I,^^^^^-^) = ств^ (зо?) 

Величину 12 —^ , то есть живую силу называютъ кинетическою энер- 

гегю системы. 

Величину (?7^, — СО называютъ потенцшльною энерггею системы. 
Сумму кинетической и потенщальной энерпи называютъ полною энер- 
ггею системы. 

Уравненхе (307) показываетъ, что полная энерггя системы есть вели- 
чина постоянная. Это уравнеше (307) служить математичесюшъ выра- 
жешемъ знаменитаго закона сохраненгя энергш. 

§ 136. УСЛ0В1Я при которыхъ существуетъ потеиц1альная функфя. Мы 

вид-Ьли, что начало сохранетя живой силы прим']^нимо только къ такимъ 
случаямъ, когда для д'Ьйствующихъ силъ существуетъ потенщальная функ- 
щя. Докажемъ, что она существуетъ въ одномъ весьма общемъ классЬ 
случаевъ. 

Теорема: Если р(1зсматривается деиженге такой системы, вь кото- 
рой не дп>йстеуютъ никакгя силы кромп> притяженгя къ неподеижнымь 
центрамь и притяженгй тючекъ между собою, — то, по какому-бы закону 
ни дпйст^вовали эти притяоюешя, всегда для такою движенгя суще- 
стеуетъ такая функцгя Л координата точекъ, производныя которой по 
этим?, координатамь равны проложенгямъ силъ на оси координатъ. Эта 
функц1я II и называется потенщальною функщею. Для доказательства 
этой теоремы разсмотримъ три случая. 

1) Точка (х^ у, е) притягивается неподвиоюнымъ центромь (а, Ь, с). 

Разстояше г точки отъ центра определяется формулою: 

г = У{х — ау ч- (у — 6)^ н-{е — с)'. 
Дифференцируя по х, получимъ: 

дг X — а X — а 



дх 



V {х — ау -ь (у — Ьу ч- {е — су 



Называя чрезъ а, р, у углы, образованные разстоятемъ г съ осями 
координатъ, получимъ: 



Точно такъ же получимъ: 



дг 

—- = С08 л 
ОХ 



— = С05^ В 

ду ^ 

дг 

— ^= СОВУ 

бе 



(308) 



ас — 



Следовательно проложен1я X, У, Я иритяжен1я ( — Р) оказьгеаемаго 
центромъ на точку будутъ: 

Х=- 



Р . 005 а = — Р -г- 

дх 



Г = — Р . сое р = 



г = ~ р. созт = — р^ 

дг 



(309) 



Называл чрезъ Л интегралъ / - - Рйг , то есть полагая: 



-/- 



раг 



(310): 



получимъ, 


согласно съ 


(310): 






дЛ 


дП 


дг 




дх 


дг 


дх 




ди 


ди 


дг 




ду 


дг 


ду 




дП 


ди 


дг 




де 


дг • 


дг 



дг 



дх 

ду 

дг де де 

Итакъ, въ давноыъ случае существуетъ такал функщя и, для которой 



= Г 



дх 

ди 

ду 



(311) 



она именно равна / - РЛг, какъ это видно изъ (310). Эта функп,1я удо- 

влетворяеть уравнсшяыъ (311). Сл1Ьдовательно въ настоящсиъ случа'Ь 
существуетъ потенщальная функщя. 

2) Сгитгема состоишь изъ двухь свободныхъ точекь взаимно притяги- 
вающихся съ силою Р. Разстоян1е г мещу этими точками опред'Ьляется 
формулою: 

г = V (ж. — х^У -+- (у, - 



У.У-^{<1г-г^У- • . .(312) 



Р — • 7 = 



Р^^; 2, = -Р^' 



Проложен!я силы, дМствуютей на точку (ж,, у^, г^) будугь: 

"^^ ^ " ' дж, ' ^ ' ~ ' ду,' "'~ ' де, 
Проложсн1я силы, дМствующей на точку (л,, г/„ е^) будутъ: 

,. дг- 



(313) 



Х,= 



с1хо ' 



^ду,' ^'- ^ де. 



(314) 



— из — 



Эти проложен1я (314) равны и противуположны проложешямъ (313), 
потому что изъ (312) сл4дуетъ: 



а?, — я?2 . ^^ 



2/1 



У2 . ^г 



л, 



(^Я?1 Г 'Л/1 Г ' (^^^1 Г 

дг х^ — х^ дг У1^^211 • — ^1 — ^а 



дх^ 



такъ что: 



дг 



' ду, 



дг дг 



дх^ ' ^^1 



' д^г. 



дг дг 
ду^ ' с^^ег^ 






Полагая: 



/ 



— Рйг = СГ 



получимъ: 



' ^1 ;»- 5-^2 А^ » -^2 



дУг 



дгх 



дх. 






дП 
де^ 



Итакъ, и въ случае взаимнаго притяжешя двухъ свободныхъ точекъ 
потенц1альная функщя существуетъ. 

3) Система состоишь и^ какою-бы то ни было числа взаимно при- 
тягивающихся точекъ: т^, т^, т^, т^ ... 

Обозначимъ разстоян1е между точками т,^ и ^ чрезъ г^^^ , такъ что, 
наприм'Ьръ, разстояше между точками т^ и т^ будетъ г^^ . Силу, съ кото- 
рою притягиваются взаимно точки т^ и т,- обозначимъ чрезъ Р,^, 

Складывая проложен1я всЬхъ силъ, д^йствующихъ на одну точку, 
получимъ: 

й^а?! д (С/, 2 -+-[713- 



^^ й^» - 
й^х^ 



дх^ 




д (П,з ч- СГ„ -1- . 


••) 


^У1 




д {11^^ -ь СГ„ и- . 


••) 


дг^ 




д (172, н- ?/„ -н . 


••) 



дх, 



■••' = х, 



= ^1 



-'=-^. 



= х. 



(315) 



Величины ЕГ со значками обладаютъ гЬмъ свойствомъ, что въ каж- 
дую изъ нихъ входятъ координаты только гЬхъ двухъ точекъ, который 
им'Ьютъ значки равные одному изъ значковъ поставленныхъ при П, По- 
этому, при указанныхъ въ правыхъ частяхъ уравненШ (315) дифферен- 
цирован1яхъ, будутъ равны нулю, наприм'Ьръ, так1я производныя, какъ 
производный по я?1, ^1, ^г^ отъ 11^^, Пи-'- Вообще, при дифференцирова- 

Делоне. — Курсъ теоретическоА механики. 8 
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ши по а?1, у^, ^з^1 не обратятся въ нудь только производныя отъ СГ,^, ?7,з, 
и^'.' Поэтому уравнен1я (315), относяпцяся къ точк* ^x^,у^,^^^) осте^ 
нутся верными, если присоединить еще ко вторымъ чденамъ производ- 
ныя отъ суммы 1Газ, и2А, 1^35 — всЬхъ остальныхъ 17. Подобньшъ же обра- 
зомъ можно дополнить и остальныя уравнешя. Тогда во всЬхъ вторыгь 
членахъ уравненШ (315) получимъ частныя производныя отъ одной в 
той же функщи 

Сами же уравнешя (315) дадутъ: 

^' - ъ. 



Итакъ, въ случа* взаимныхъ притяженШ и отталкиватй (разсматри- 
ваемыхъ какъ отрицательный притяжешя) сопровождаемыхъ притяжешями 
къ неподвижнымъ центрамъ, существуетъ потенщальная функщя. Теорема 
доказана. 

§ 137. Консервативная систеиа. Система, въ которой работа суще- 
ствующихъ въ ней силъ, потребная для перевода этой системы изъ одного 
опред'Ьленнаго расположенхя въ другое не зависитъ отъ путей, по коимъ 
этотъ переходъ совершается, называется консервативною, Изъ этого опре- 
д'Ьлен1я и изъ § 134 сл'Ьдуетъ, что консервативною системою можно на- 
звать всякую систему, къ которой применимо начало сохранешя живой 
силы. 

Изъ § 136 сл4дуетъ, что къ числу консервативныхъ системъ отно- 
сится также и система взаимно притягивающихся точекъ и неподвиж- 
ныхъ притягивающихъ дентровъ, по какому бы закону ни происходили 
всЬ эти притяжешя. 

§ 138. Знерг1Я. Изъ §§ 135, 136, 137 сл'Ьдуетъ, что энерг1Я консер- 
вативной системы есть величина постоянная и что она равна сумм* энер- 
пи кинетической и потенц1альной. Для того чтобы уяснить себ-Ь какое 
физическое значенхе им^етъ полная энерггя, — разсмотримъ инакомый уже 
намъ прим'Ьръ. Тяжелая точка т поднята на высоту А отъ земли и за- 
гЬмъ предоставлена д'Ьйствш тяжести. Тогда она падаетъ. Если за начало 
координатъ принять ту точку пространства, до которой была поднята 
точка т и взять ось ^ по вертикали внизъ, то потешцальная функшя 



Аудетъ тдв-. шлсимязкная ея №шгчяиа равна яъ дмгаоиъ слутаФ т^Ь. 
Ураияеню {307) 1фня11маетъ, следовательно, въ наотоящемъ случае видъ: 



7(А~ 



г) = & 



(316) 



ЗлЬсь гпд (А — г) есть та работа, которую осталось еще произвести 
силе тяжести до по^тааго падснЫ точки на землю. 

Чтобы увидать чему равеяъ сопз/.. зам4тимъ, что, при г ;= (\, ско- 
рость « =0 и (316) принннаегь видъ 

тдк = со»8^ 

Итакъ гюлкая анерхгя въ данвомъ случаЬ равна »и*//1 =; райотЬ, про- 
изводимой силою тяжести на оротяжеши полнаго падешя то'шн съ вы- 
соты А. 

Въ моменть (, для котораго написано уравнен1с (316), потенщальная 
энерпя тд (А — г) = работЬ. которую осталось еще произвести сил'Ь тя- 
жести. (Уь течен1емъ времени г увелноивается, и потому эта лотошцаль- 
ная энерг1я тд (А — е) ум1'вьн1астся: все меньше и меньше работы 
остается произвести сил* тяжести. 

Итакъ, потенидальная энерпя можеп. быть разсиатрива(.'ма 1;акъ сио- 
собность произвести работу. 

Кинетическая анерпа Е -^ тоже способна произвести работу. Это 
видно непосредственно изъ уравнен[я (306) живой силы, а также и изъ 
того, что Нло обладающее живой) сило» II д- , ударяясь о препятствие, 
производигь, какъ мы знаеыъ, работу перем'Ьщешя частицъ того предмета, 
о который ударяется, и вта работа производится, по уравнен1ю (306) 
имсиио на счетт. уиеньшешя виветнческой энергШ II -„- . Во время 
двн;кен1я д'11Йствующ1"я силы производить работу И ^ — 11 *"''- , гЬло же 
поддается этой рабогЬ: производитъ отрицательную работу. При разру- 
шен1н препятствия тЬло цроизводитъ положительную работу равную ^ ^ , 
Полная энерг1я может-ъ быть, поэтому. опред1ц1ена какъ полная способ- 
ность системы къ совершенцо работы. 

Уравнеше 1316), наприм'Ьръ, показываетъ, что существующая в-ь раз- 
сматрцваеиой системЬ сила тяжести въ моменть ( способна еще произ- 
вести работу равную потенциальной энерг1в тд (А — г), да сама движу- 
щаяся точ1;а способна произвести работу равную кинетической энергш 
~ . Такая же работоспособность системы (точки и действующей на нее 
силы тяжести) равна сумм'Ь анерпй кинетической и потенщальной.то-есть 
полной энерпи. 

Относительио какой-бы то ни было сложной системы можно сказатт. 
то же самое. Действительно, кинетическая энерг1я можетъ быть переведена 
въ работу, какъ это видно изъ 306; потенидальная 'энерпя можетъ быть 
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тоже переведена въ работу, какъ это видно изъ того, что, согласно со 
сказаннынъ въ §§ 138 и 135: 

2 {ХЬх н- ГЬу -4- 2Ье) = Гли (317) 

к 
равняется полной рабогЬ силъ за время I — ^о, такъ что всякая разносгь 
По — и эквивалентна рабогЬ. 

Итакъ: 

Энерггя есть полная работоспособность данной системы и дтьйстеую- 
щихъ еь ней и на нее силъ, 

Энерггя консервативной системы есть величина постоянная. Въ этомъ 
состоитъ механическое выраженхе принципа сохранешя энергш, матема- 
тическое выраженхе котораго заключается въ уравнеши (307). 

§ 139. Законъ сохранен1я энерг1И. Въ вид'Ь формулы 



[ 






= х {Хйх -+- Г(?у ч- га^) . (318) 



законъ сохранешя энерг1н былъ изв'Ьстенъ еще Лангранжу. Какъ закою! 
сохранен1я живой силы, онъ былъ усмотр'Ьнъ еще Пваномъ Бернулди ц 
установленъ Данхиломъ Бернулли въ 1748 году. Но въ поляомъ своеыъ 
объеме, какъ основной законъ физики, то-есть въ приложенш ко всЬмъ 
переходамъ энерпи изъ одного вида въ другой, этотъ законъ былъ открыть 
одновременно Робертомъ Майэромъ (Мауег: Ветегкип^еп иЪег (Не Кгайе 
(1ег ипЪе1еЫеп Ка1иг АппаК й. СЬет. и. РЬаггаас 1842. Вй. 42) и Гельм- 
гольтцемъ (Нё1т]юШ Ые КтЪМищ йег КгаЙ, 18 47). 

Въ этой общей форм'Ь законъ сохранен1Я энерг1и можетъ быть выра- 
женъ такъ: Энерггя не исчезаеть и не образуется вновь^ по энерггя одною 
вида може^пъ перейти въ эквивалентное количество энергги другого вида. 

Наприм'Ьръ: тепловая энерпя одной большой калор1и можетъ перейти 
въ 426 килограмметровъ работы. 

Законъ сохранен1я энерпи полагается современною наукою въ осно- 
ван1е естествознан1я наряду съ химическимъ закономъ сохранен1я матер1я. 

Достоверность его не вытекаетъ изъ основныхъ законовъ Ньютона: 
мы видели, что онъ в1>ренъ только для консервативны хъ системъ. Но всЬ 
им^юнцеся до сего времени наблюден1я и опыты подтверждаютъ верность 
этого закона: силы природы — оказывается— обладаютъ консервативнымъ 
характеромъ. Поэтому достоинство закона сохранен1я энерг1и равносильно 
достоинству основныхъ законовъ Ньютона, которые тоже выведены изъ 
наблюден1й и опыта. 

Равносильное закону сохранен1я энергш уравнешя (306) живой силы 
можетъ быть выражено такъ: если работа совергиается внп»шними для 
тгьла силами^ то она измеряется приращенгемъ оюивой силы тп»ла; если же 



работа еовергапетея пиьлол», то-рсть на счеть его кнне т ыч ето в внёрЫт, 
то 9та работа измлряетбя убылью по живой силы. 

При поиерхностномъ взгляд'Ь ва н'Ькоторыя япленЫ можно не усмо- 
треть закона сохранен1л эн(фГ111, которые пынсняотся, какъ только на<1- 
нрмъ глубже вппкять ш. л^ло. Т[априм'1>ръ, |[оверхностному набдюдатолю 
кошпъ показатьсл, чю работа, соисршасмая силою иротаскиплюшеюгрузъ 
равном!. рнымъ дьнжен1см1. по горизонтальной лосгс11 затрачивается без- 
сл'Ьдво. При бди'<ка&н1емъ разсмотрЬн1и д1и1а зам1^тимъ, что такой про- 
цесс!, сопровождается звуконъ, слышится шорохъ: часть работы вошла 
на приведен!? воздуха въ колебательное двиа[ен1е — на образовав10 зву- 
повмхт. волнъ; процессъ этоть сопроволщается нагр')'.вал!емъ доски и груза: 
часть работы пошла на разви1'{(> живо!) свлы молекулярныгь движея1В, 
вазываеныхъ теплотою, 

Поднииеит. грузъ на известную высоту; д,1я этого приходится затра- 
тить н'!||;оторую работу, но она ве пропадасгъ, а преврашаьтся въ по- 
теншальную анерпю, которая мпжеч-ь перейти опять въ работу при па- 
дении груза; такова работа производимая, наприм-Ьръ, гирею часовъ. За- 
водя карманные часы иы затра<1нШ1емъ работу на сгибаше часовой пру- 
жины, но при этомъ обрдзуемъ потенщальвую энерпю упругихъ си-п. 
пружины, которая потомг, переходя въ работу, приводить въ дв11жен1е 
часовой моханизмъ. 

Заслуга Майара и Гельмгольтца заключается въ томъ, что они усио- 
тр'Ьлн во вс'Ьхъ явлен!яхъ природы различные виды энергш, которые 
относятся къ двумъ типамъ: кинетической внерпи в потенщальной п 
усмотрели переходъ энерг1и нзъ одного вида въ другой. 

Къ потенпдальной эверпи относятся: энерпя иассъ притягивающвхся 
по закону всои]рнаго тяготЬшя, энерпя упруго-изм-Ьневяаго г1и1а, днерг1я 
положен1я частипъ р^Ьзко м+.няющаясд при переход'Ь тЬла изъ твердаго 
состояния въ жидкое и изъ жидкаго въ газообразное, энерг1я химическаго 
сродства, эперГ1Я электростатическая и анерг1я магнитная. 

Къ кинетической знергш ошосятся: энерг1я движен1я гЬта какъ и:[1лаго, 
знерпя тепловая изи!фяемая живою силою безнорядочныхъ движен1Й ча- 
стнцъ, энсрг'ш звуковыхъ колебан1й. лучистая энерг1я эфира проявляю- 
щаяся св*томъ, электричесшши лучами Герца и лучистою теплотою, ки- (^ 
нетическая энерпя эфира называемая э.1ектрнческнмъ токомъ. 

§ 140. Невозможность регреЫиш тоЬНе. Такой нроцессъ претерпевае- 
мый данною системою, при котором!, система пер10дически возвращается 
къ первоначальному сосгоян1ю, называется цикли ческимъ. Каждый такой 
пер10дъ называется цикломъ. Если законъ сохранен1я энерг1и В'Ьренъ по 
отношеН1ю ко вс11иъ процессамъ совершающимся въ прнроД'Ь, то данная 
система можетъ произвести работу только въ томъ случа*, если скорости 
ся перваго положешя отличны отъ скоростей [Еосл'Ьдняго положея1Я, 



тту что толью) въ атшъ о^та'б хЪвая часта ураввешя 

ве равна нулю. 

Въ циЕлическомъ же п1)оцес€'Ь при совер111ен1н каждагу цшиа ски- 
рости возвращаютсм къ прожнимъ своимъ знач('Ы1яи'ь и пптому въ тече! 
пиша И.1И ц^лаго яясла цираовъ 



система не произиоднгь, сама по сеО'Ь безъ нолученш энерг1и извн*!. 
какой работы. 

Вс* двигатели, то-есть машины даюпця работ)', потребляютъ дяя про- 
изведеная ея анергш извнФ: наровыя нашины потребляютъ потешиальнуя! 
энерг1ю углд; часы потреблялтъ энерпю гирп или пружины и для того. 
чтобы опять завести пхъ 110днят1еиъ гири или сгибан1еи'1. пружины, тре- 

■ буетея энсрпя иавн11; конный пртодъ ио'П)е.бляетт> энерпю принятой ло- 
шадьми пищи; ВОД1Ш0Й днигап'ль иотрсйлж^-!. .'шергш надешя воды, 
С0ДНЯТ1Я которой потребовалась бы энерг!Я извпЬ. 

Подъ аазван1емъ регре11111га тоЫ1е разум*Ью'п> машину, которая 
вершала бы циклическ1Й процессъ, служащШ источбикоиъ работы, 
потрсблешя на ея произведек1е анерпи со стороны. 

I Изъ сказаннаго видно, что сушествован1с регреТшиш тоЫ1е пр| 
р'Ьчнгъ закону сохранен1я энвргш: оси бы регре1;пит шоЪНе было 

I ществлено, то пришлось бы отказаться отъ прииципа сохранешя энс] 
Но законъ этотъ оправдывается во вс1;хт^ изв|,стньаъ иаиъ явлен! 
Что же касается регре1;ииш шоЬПе, то съ нимъ дЬло обстоить еще х>тк(1: 
если бы даже и оказался возыожнымъ циклическШ процессъ, творяпий 
работу изъ ничего, то для иолучетя пользы отт. втой работы необюднмо 
было бы, чтобы за иреодолЬя1емъ трен1я и другихъ вредныхъ сопротивле- 
нШ, отъ оуп1ествован1я которыхъ невозможно избавиться, оставалась еще_ 
часть дароиъ полученной работы на ареодол'Ьа1е полезаыхъ сопротв! 
н1Й, то-ес1Ь тЬп. сппротивлешй, преодол^Ьше которыхъ составляегь 
иашнны. 

Людой, геряющихъ время надъ придумывав 1емъ регре1аит тоЬПе, 
соблазняетъ движеи1е планетъ. Но движен1е планеты около солнца не 
даеп. работы. Планета движется по эллипсу, въ одномъ изъ фоку| 
котораго находится солнце; ври првблнжеши планеты къ вершине э^ 
ближайшей къ солнцу увеличивается скорость и, следовательно, 
чоская энерпя планеты на счетъ уменьшен1я ея потенша-тьной энер1 
при удаленш планеты отъ солнца д-Ьло происходить обратно: потенгй: 
ная энергШ увеличивается на счеть кинетической. Работа притягач 
силы солнца положительна при приближенш къ нему планеты и отр! 
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телна при удаленЫ ея оть солнца: въ течете пояюго обращвн1я та- 
непл работа этой силы равна нулю. 

Самый дешеимй двигатель— водяной, но и онъ не регре1иит тоЫ1е, 
ПО'шиу что съ те'|ен1е1П, времени портится, да п суЩ(.'СТвован1е данной 
р(1ки ограничено геологнческимъ периодом!, значительно меньшимъ в-Ьчности. 

§ 141. Начало сохранен1я живой силы прйК'Ьнимо тальм къ полной со- 
вонуяности д^йствующихъ на систему силъ. Разсмотрн)п. ст^дуюпцй при- 
м|>р1,: жРЛ'Ьнодороишый по'1;адъ отправляется оп, ссирщн ,1 къ станщн В. 
Требуется, пользуясь началоиъ сохранения живой силы обсудить: ироиа- 
водитъ локомотийъ для осуществлев1я этого движения работу или не про- 
извод1ггь никакой работы. 

Ыесомн-Ьнно локоиотивъ производить работу и на это тратится изряд- 
ное количество угля, стоющагп денегь. Между гЬмъ при неосмотрительноиъ 
прии11нея1и начала сохрааешя жиной силы получилось бы сл-Ьдующее: 
при отход'Ь поезда со станцш Л вс4 скорости V, были равны нулю при 
приход'Ь на станщи В скорости V, опять равны нулю; получили бы 



-=0=2", . 



(319) 



точ^сть оказалось бы, что работа Г локомотива равна нулю. На что же 
требовалась затрата угля? 

Несообразность такого заключешя происходить отъ весьма важной 
ошибки: мы не приняли во вни»аше силъ соиротявлешя (трошя осей ко- 
десъ въ подшипвикахъ, соирогиалев1я воздуха и ироч.). 

Въ д-Ьйствительности д-Ьло происходить такъ. При выход'Ь со станщн А 
работа локомотива идетъ на увеличен!» скорости по'Ьзда (на увелвчеше, 
следовательно, его живой силы) и на преодол11В1е вредныхъ соиротивлешй. 

При дальв1|Йшемъ равноы1|рвонъ двнжеши пО'Ьзда работа локомотива 
идеть только на ыреодол'Ьше вредныхъ сопротивлен1Й. Приближаясь къ 
стандж В иашинисгь црекращаетъ работу локомотива, и иршвр-Ьтениая 
ио'[;здо1гь живая сила идв'П] на преодолЁше вредных'ь соиротивленШ внлоть 
до полнаго ея истощевш, то-ость до остановки поЬзда. 

Въ ирим11Неаш къ разсмагрнваеному случаю начало сохраЕен1я живой 
силы показываегь, что работа всЬхъ д11йствующнхъ на по1)здъ силъ, то- 
есть и тяги локомотива и сотфотивленШ, считаемая за весь про'Ьздъ оп. 
.4 до В равна нулю. Соиротивлон1я д'Ьйствуютъ въ сторону противопо 
ложную движенш. Сл-Ьдоватсльно, если принять работ)' локомотива за 
положительную, то работу сопротнвлешй приходится принять за отрицав 
тельную. Каждая иэъ атихъ работъ въ отдельности не равна нулю; но 
положительная работа локомотива уничтожается отрицательною работою 
сопротивленШ и въ совокупности получаетсл работа равная нулю, со- 
гласно съ уравнешемъ (319) живой силы, которое само по себЬ в'Ьрно, 
но только если принима(.'мъ въ разсчетъ ьсЬ силы. 



1А\) 

Зд'Ьсь мы не приняли въ разсчетъ еще давлен1я поезда на рельсы; 
но это давлеше по 3-му основному закону Ньютона уничтожается давле- 
щемъ рельсъ на колеса. 

Другой привгЬръ: челов4къ стоить въ течеши часа на 1гЬсгЬ, при чемъ 

никакой видимой механической работы не производить. Отчего же онъ 

устаеть? Оттого, что на напряжен1е мускуловъ (главнымъ образомъ му- 

9 скуловь ногъ) безь котораго стоять невозможно, потребна затрата энерпи 

заключающейся вь деятельности нервовъ. 



ГЛАВА IV. 

Начало сохранен1я площадей. 

§ 142. Дифференц1альныя уравнен1Я начала сохранен1я площадей. По- 

ложимь, что связи, существуюпця вь систем'Ь таковы, что всЬ точки си- 
стемы могуть двигаться по дугамь окружностей, лежапщхъ въ плоскостяхъ 
перпендикулярныхъ кь оси ^ и им-Ьющихъ центры на этой оси, при чемъ 
взаимный разстоян1я точскъ не м'Ьняются. Другими словами: разсматрп- 
ваемь систему способную повернуться какъ одно ц'Ьлое около оси ^^^. Это 
еще не значить, что система вь самомь дЬлЬ совершаеть такое вращеше: 
мы только хотимь сказать, что связи допускають вращен1я около оси ^. 
Кь такимь системамь относятся между прочимы система свободныхъ 
точекь; свободная неизм'Ьняемая система, неизменяемая система вращаю- 
щаяся около оси 2, свободная нить, свободная жидкость и проч. 

Обозначая чрезь г рад1усь (разстояше оть оси ^) какой-нибудь точки 
системы и чрезь ср уголь, на которой повертываются радаусы всЬхъ то- 
чекь одновременно, им'Ьемь: 

д; = г . С05 ф ) , , 

.... • (320) 

Отсюда: 

8л' = — г .$гп^ . й<р; 6у = г . со^ф . йф: Ь/г = О 

или, согласно сь (320): 

Ьх = — уйф; 6у = а; . йф; о^в^ г= О . . . . (321) 

Вставляя эти проложешя (321) возможныхь перемЬщешй вь основное 
уравнеше (282) механики: 

получимь: 

2 |"|х-»,^\(-уйф)ч-/г-«.^|(а:йт)-+-о1=8« 
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пли, благодаря произвольности величины <1(р и услов1я бтс ^ О, получивгь: 



2 1» 



е 



сИ- 



у 



ас- 



= 2 (л:Г - уХ). 



Это есть дифференщальнос уравнен1е начала сохрансн1я площадей для 
системы обладающей «вращаеиостью> около оси г. 

Если система способна вращаться около каждой изъ осей коордннатъ, 
то мы получили бы такимъ же способомъ: 
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Е (гХ - л-^ 



(322) 



Таковы дифферснщальныя уравнен1я начала сохраненЁя площадей для 
системы способной вращаться около каждой изъ осей координатъ. Къ та- 
кого рода системамъ относятся: система свободныхъ точекъ, свободная 
нить, свободная жидкость, свободная ноизм-1^няеиая система, неизменяемая 
система вращающаяся около неподвижной точки и проч. 

§ 143. Начало сохранен!я площадей. Если вторыя части уравненШ (322) 
равны нулю, что между прочимъ бываетъ въ отсутств1и вв1^шнихъ силъ, то: 
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Эти уравнешя легко интегрируются давая интеграцш: 

с10 



^^^{у?^-''ш) = 



= с, 



Т, т \^з 
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с1х 



(323) 



гд* с,, Сд, Сз, суть постоянныя интегращи. Л'Ьвыя части этихъ уравне- 
нШ (326) называются моментами количества движенья относительно 
осей а;, у, а. 
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Уравнешя (323) называются сокращенно интегралами плогтдей. 
Согласно § 54-му величины, стоящ1я въ скобкахъ въ (323) помножен- 
ныя на йЬ суть проложешя на плоскости координатъ площади, описан- 
ной въ теченш времени й1 рад1усомъ-векторомъ одной изъ точекъ системы. 
Уравнен1я (323) и выражаютъ законъ плоищдей, состоящШ въ сл^дую- 
щемъ: Суммы произведенШ массъ на проложен1я площадей, описываемыхъ 
рад1усами-векторами точекъ системы, пропорщональны времени. 

§ 144. Неизменяемая плоскость. Обозначимъ чрезъ СсИ сумму пронз- 
веден1й массъ и проложешй на некоторую плоскость Р площадей, опи- 
сываемыхъ рад1усами-векторами точекъ системы въ течен1и времени Ш, 
Опред^лимъ такое положен1е плоскости Р, цри которомъ СсИ достигало бы 
максимальнаго значен1я. Согласно съ (323), им'Ьемъ: 

СсИ ^= [С^ . С08 (Р, уг) Ч- Са . С08 (Р, ЯХ) Ч- Сз . С0.3 (Р, ху) ] (И. 

Обозначимъ чрезъ Р вспомогательную плоскость, направлеше коей 
определялось бы уравнен1ями: 



С08 {Р\ у0) = 



С08 (Р', -гх) = 



^1 



Ус{^ -Ь Са» Ч- С8^ 



^3 



С08 (Р', ху) = 



(324) 



«8 



Ус,"" ч- с^^ -+- Сз^ 

Пользуясь этими формулами и изв'Ьстною формулою опред'Ьляющею соз угла 
между двумя прямыми, получимъ: 

СсИ = Ус^^с/Ч^^ . С08 (Р, Р'). 

Когда Р совпадаетъ съ Р\ то сов (Р, Р') получаетъ наибольшее зна- 
чен1е. Следовательно наибольшее значен1е СсИ будетъ им-Ьть для плос- 
кости, положеше которой определяется уравнен1ями (324). Но правый 
части этихъ уравненШ постоянны. Следовательно эта плоскость непод- 
вижна. Она называется неизмтьняемою плоскостью. 

Солнечная система какъ система свободныхъ точекъ, на которую не 
действуютъ внештя силы, подчиняется уравнен1ямъ (323). Следовательно, 
въ солнечной системе существуетъ (хотя и воображаемая) плоскость, 
остающаяся неподвижною. Существован1е неизменяемой плоскости открылъ 
Лапласъ. Для астронома, несущагося на земномъ шаре, совершающемъ 
обращешс около солнца, вращеше около оси, движете продессш и дви- 
жете нутацш, чрезвычайно важно было это открьше плоскости неподвиж- 
ной или лучше сказать участвующей только въ общемъ поступателъномъ 
движенш солнечной системы, упомянутомъ въ § 132-мъ. 



Двиясен1е системы подъ дЪйств1емъ ясгновеоныхъ 

сил-ь. 
§ 145. Количество движешя. Иипульсъ силы. Ести сила Р дМствуотъ 
на точку м ьъ одно^гъ и тоыг жн1 11.11гр;1влеи1и, то, согласно (21): 



Если снл!1 д11Йствуе'гь въ теченш вреи17Ни Т. \ 
\ въ концЬ этого пронежутпа вр1'М(!Ни' суть «ни 



скорости [П. нач;иЬ 



1И,'1СС1и на С1;орость называл^тся колпчттп.чь Очи- 



Пронзв*да'Н1е » 

Величина / Ш называется иятульсомь силы У за время Т. НФ.- 

мецк|1' учонме наэываютъ импульсъ силм гштегряломъ времени 2е111П1е^а1, 

Уравпе1пе (325) выракаегь собою теорему: щтращтге количества 

Отакешя за промеокутокь аргмени Т ^юяно импульсу смлы за это время. 

Положимъ, что сила I' безЕОнечно возрасгаутъ. а нронежутокъ врс'- 
т 

иени г оезконсчно уменьшается. Тогда I Р Л( можетъ ич^Ьть коночный 
предЬлъ. Обозначим!, этотъ пред-Ьлъ чрезъ Р; тогда (325) приметь видг; : 
т (г' — г) = Р (32(5) 

Въ трченп! времени Т скорость изгЬнилась. Допустивъ, что въгече- 
Н1И этого времени ова оставалась конечною {не былайезконсчно-болыпош) 
и обозяачимт. чрезъ V наибольшее знапеа1е. потораго она достигала в-ь 
течен1и времени Т. Тогда куть, пройденный точкою т за- время Т, меньше 
Ч'Ьмъ УТ. При 11ероход11 къ пределу, для безконсчно-малаго Т эта вели- 
чина УТ обращается въ нуль. Сл11довате1ьно въ течен1и безконечво- 
м;ыаго Т точка не иодвинулась: она не ии^ла вреиеяи подвинуться, а 
между тЬмъ скорость ея изм'Ьнилась нзъ г въ и'. 

Сл'Ьдоватольно, при Д'Ьбств|и безконечно-большвхъ но мгновенныхь силъ 
положеа1е точки не уси-Ьваеть изм1'.нвться, а изм'Ёняется только скорость. 
Такая сила называется мгновенной) чяя ударомъ. 

Ударъ мы опред'11Ляемъ какъ безконечно-большую силу, д'Ьйствующую 
въ теченш безкоиечно-малаго времени. Въ природ*, хотя и ие им11ется 
йезконечно-большихъ снлъ, но существуютъ силы весьма больш1я, д11И- 
ствующ1я въ тсчен1и весьма мадаго времени, какъ на1грн»гЬръ, при удар1'. 



г* 






молотка. Эти силы мы разсматриваемъ какъ удары и наши изсл^дош1Н1я 
будутъ гЬмъ точнее, ч'Ьмъ больше сила и ч-Ьмь менЬе продолжительность 
' - ея дМств^я.^ ^ , 
'' *\7Г. 0^^1^ въ ур81вненш (325) называютъ силою удара. Согласно (326): 
сила удара измеряется пргсраи/^ен1емь количества движешя, 

§ 146. Дифференфальныя уравнен1я системы, на которую д-Ьйствуеть 
одновременно несколько игновеиныхъ оилъ. Обозначимъ чрсзъ и, V, гс про- 
ложен1я на оси координатъ скорости которую имЬла точка системы только 
что передъ д'Ьйств1емъ мгновенныхъ силъ, чрезъ и\ ь\ ?/■' проложен1я 
скорости по окончашн д'Ьйств1я мгновенныхъ силъ, чрезъ X', Г', -^'про- 
ложен1Я мгновенной силы. Им'Ьемъ: 

,../,,.]Г'> Интегрируя, получимъ: 
^ ^- ^т («' — п) ^ 1 IX (И = I X'. 



о 



Точно так1я же уравнен1Я получимъ для проложен1й на оси у и ^г. 
Всего получимъ три уравнен1я: 



— • I 



''*"'"•'•'• "-•^" < у:т(ь-' — V) = '^: У . ./.гу-. . . . (327) 

; 2»»(м'' — М7) = Е^'| > ('>;; 

Се Суп л <1 >• (' т 

И||т в гр1фуд уравнен ]е сохранен1я площадей: 
(Тюлучимъ: 

а О 

Въ пред'Ьл4 получимъ: ^ 

2 т[у (м;' -и^) — г (;;' — г;)] = Е (у2' - -^ГО^^^^//^'''^'- '' 

Так1я же уравненхя получимъ для другихъ проложен1й. 
Всего получимъ так1я три уравнен1я: 



ел^ 



У:т[у (гг?' — гс) — г («;' — г') ] = Г {у 2' -^Г') 

1:т[г(м'— и)— «(м-'— м,')]^^: (гХ'- ж^') } • • (328) 
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ОТДЪЛЪ IV. 
Механика неизм'Ъняемой системы. 



ГЛАВА I. 
Моменты инерц1и неизм'Ёняемой системы. 

§ 147. ВращенЕе неизм-Ьняемой системы около неподвижной оси. Нс- 
изи'1'>ш1емо)п системою налмваетси такал сонокуиность матер1альныхъ то- 
пепъ. въ которой раастаянк: между каждыми двумя точками осг.ч'тсл не- 
ы:)И^инымъ. Ксди веизи'1;ия1>)1ал система представлястъ собою сплошное 
тЬло, то она вазивается пбсолютно твердыми тгьммъ. 

Если дВ11жен1е абсолютво твердаго г11ла сгЬснено услов1емъ, что дл* 
точив его должны оставаться неподвижными, то, благодаря тоху, что 
двумя точками олред^инется прямая лин1я, и вся ирямая, соединяющая 
эти нсподвнжныя точки, тоже останется неподвижною. Эта прямая нааы- 
вастся осмо враиц-нгя; остальныя 111'1ки т11ла могу1'ь дви1'аться. во, бла- 
годаря абсол1гшюй твердости гЬда, каждая точка тМа будетъ принуждена 
оставаться на одноиг и томъ же ра^стоян»! огь оси, в следовательно 
описывать окружность лежащую въ плоскости перпендикулярной къ оси и 
нмЬющую це1гг1>1. на осн 1(ращен1я. Такое двнженге называется а^^аще■ 
нгемь около оси. Благодаря абсолютной твердости тЬла, углы, на которые 
ОТК.10ВЯЮТСЯ одновременно рад|усы всЬхт. точекъ, движущихся по свониъ 
пкружностяиъ, будуп. равны. 

Уголь, на который одновременно отклоняются рад1уеы вс^хъ точекъ, 
называется угломь напорота. Если угодъ иопорота изменяется пропор- 
Шонально времени, то вращение на-эывается равном'Крнымъ. Не трудно 
вяд'Ьть, пто ка;Едая точка тЬла, вращающагося равпом^рно около осн со- 
вершаегь равномгьрное движенге но окружности, изстЬдоваыное въ приН'Ь- 
рахъ §§ 39 и 44 и въ § Г,0-иъ. 

Обозначимъ чрезъ (о угодъ поворота на который отклоняются рад1усы 
вс11хъ точекъ гЬла въ течев1н единицы премени. Этогь угодъ называется 
угловою скоростью равнпм1;ряяго вращен!я около оси, 

"рпиемъ ось вращс'Н!!! за ось зедовъ и проведемъ ось л- чрезъ 1 
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чальное положен1е одной изъ точекъ вращающагося т^Ьда; плоскость 
окружности, описываемой этою точкою, примемъ за плоскость (а?, у). Въ 
единицу времени рад1усъ точки (ж, у, е) тЬла отклоняется на уголь о). 
Въ теченш времени Ь онъ отклоняется на уголь Ы. Поэтому: 

X = г . С08 (шО 

у = г . згп (Ы) , (329) 

л = о 

Дифференцируя эти уравнешя, получимь: 

(Их 



с11 



= — г . О) , 8гп (Ы) 



= -^Г . (Л . С08 (Ы) 



(330) 






Согласно (89): 



-1/(1)-(1)'-(1)' 



Следовательно скорость разсматриваемой точки (х, у, 0) вращающа- 
гося т*ла будеть: 



V 



или: 



V = о> , г 



(331) 



Зд^сь V называется линейною скоростью точки (л:, у, г). Итакъ: 

Линейная скорость 7почки вращающагося т^ьла равна произведенгю 
угловой скорости на радгусъ. 

§ 148. Моменть ииерфи относительно оси. ОпредФ>лимъ живую силу 
Т абсолютно твердаго гЬла, равномЬрно вращающагося около оси. По 
самому опред'Ьлон1ю живой силы 

Вставивь сюда, вместо V, его величину изь (331), получимь: 

т 



9 • 



(332) 



(О есть величина одинаковая, какъ мы видЬли, для всЬхъ точекь гЬла. 
Поэтому, вынося ,у за знакъ суммы въ (332), получимь: 

(333) 






Оказывается, что при данной уг^^ово! скорости ш, живая сила равно- 
мерно вращающагося твердаго гЬла пропорпдональна величин^к 1^тг^, 



Эту велкчяву иазывшотъ момеятом» нн^щш относитеммо осп и обозна- 
пають чрезъ ^, такъ что: 

^■=1 мг" (а34) 



Г = 



. (335) 



Изъ (334) вытекаетъ сл11Дую1Щ'|; (шр1'Д'Ьл(.'ше: 

Момгнтъ иисрцЫ относительно оси равень суммгь щкуизвг1кнИ4 масс>. 
точекъ системы на квадрат** ихъ ])азстоянш отъ оси. 

Пзъ ура11вен1я жиъоД силы нм нил1л11, что работа можетъ быть пре- 
вращена въ живую силу в о''>р>1тно: живая свла ножеть быть ]]р(;в;)ащецс1 
въ раОоту- Окдовательно, если, какь «ы это сейчасъ видЬлв, живал сила 
раввомКрно вращающагосл околи оси г11ла вроцорщопальна моменту инер- 
Ц1И. ТО г!иу тЬмъ трудн^.е сообщить вращрн1(' около данной оси. п'1шъ 
бодыво 1'го момонть инерщи относительно этой о-^и. Наоборот!., вргицаю- 
шееся съ изв11стною скоростью <и около даввой оси тЬдо тЬм-ь трудн'Ьо 
остановить, ч-Ьмъ больше ого моменгь инерцш относительно етой осн. 

Мы видН-ш В1. § 11-мъ, что ыис^л<^я точки (ея сопротивляемость изм*- 
иетт диижен1я) изи'Ьрястся массою. Теперь мы можеиъ сказать, что 
ннерцШ 'гкла вр^ицающагося около оси иэм-Ьряется его момовтоиъ инер- 
цш относительно атой оси. 

Изъ (334) видно, что одно а тоже тЬло можетъ им^Ьть разные моменты 
инерщ» относительно разныхъ осей. Это видно уже. такг сказать, изъ 
ежедяевнаго оиглта съ вращаемостью разнмхъ тЬлъ. Такъ вапрнм'^ръ, 
всякому в'Ьроятно случалось уб'Ьднться, что бревно или иалку вращаю- 
щуюся съ изцктнош скоростью около поперечной оси трудн'Ье осгаыо- 
вить, Ч'Ьиъ тоже бревно или иалку врашдющуюся съ тип же скоростью 
около продольной осн. 

Не трудно видЬгь, что действительно моменгь внерщи 11 («г* относн- 
Т1'лько ионеречпой оси длиннаго бревна больше момента ннерщв ^шг,* 
того же бревна относительно нродольной осн; такъ какъ въ иерионъ слу- 
чае некоторые г (относящ1есл къ концамъ бревна) велики, а во второмъ 
случае ВСЁ г, сравните.1ьно, малы. 

Изъ предыдущаго видно, что можно говорвть о момеятдхь инерщи 
всякой неизм-Ьняемой системы. Разница будеть въ томъ, что для оиред*- 
лешя момента янерцш неизм'Ьняемой системы состоящей изъ Н'Ьскпль- 
кнхъ отл11льныхъ точекъ надо просто взять сумму величинъ тг'; для 
онред1,лев1я же момента инергми силошнаго абсолютно твердаго тЬли надо 
суммировать безконечное множество ееличивъ тг', относящихся къ без- 
конечному множеству точекъ ткла, но такъ ка'къ эти ве.шчины мг', бла^ 
бодаря оезконечной малости носсъ т точекъ тЬла, безковечво малы, то 
суимирован1е обращается въ интегрирован !е. распространяемое па весь 
Объемъ тЬла, Такимъ образомъ, прнни.Ч!Щ обозпачен1я: 
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А = моментъ инерщи гЬла относительно оси х 
2?=> » > » ^ У 

С=» < > » ^ ^ 

и зам-Ьчая, что разстоян1е точки (х, у, ^) отъ оси х равно |/у^ ч- ^г^^ по- 
лучимъ: 



л^) ЛхЛу€1е= 2 т (у^ -н ^е^^ ) 



(336) 



В= / / I {е^-^х'')йхауаг=^т{г^-^-х'') 

С= / / / (а;'-+-1/^)йя:йуй^г=2т(л;^ч-г/') 

если шотность тЬла равна единиц'Ь, такъ что т = с1х йу йя, 

§ 149: Соотношен!я между иоиенгаии инерц1и относительно взаимно 
параллельныхъ осей. Применъ за ось г ось вращетя и обозначинъ чрезъ 

^ моментъ ннерщи относительно этой оси. 
ОпредЪимъ моментъ инерщи «/' относительно 
оси Ь параллельной оси г и отстоящей отъ 
нея на разстоян1и а. 

Пусть т есть одна изъ точекъ гЬла 
(фиг. 47). Обозначпмъ чрезъ г и / ея раз- 
стояшя 01ъ осей & и Ь, Им-Ьемъ: 

г'' =г а^ ч- И — 2аг . сов (г, я?) = а^ -4- г^ — 2аг. 

Следовательно: 




Фиг. 47. 



Если О находится въ дентр'Ь ннерщи. то, согласно съ (242), им^емг 
2 тх = о. Сл'Ьдовательно: 

^' = ^ ч- а^ , Л/ (337) 

гд^ ЛГ= 2 III = массЬ всего гЬла. 

Формула (337) показываетъ, что моментъ гшерцш ^' относительно 
какой-либо оси равенъ сумм7ь момента инерцш ^ относительно оси па- 
раллельной и проходящей чрезъ центрь инерцш и произведшя а^ . Л/ 
массы на квадратъ разстоятн между осями. Эта теорема весьма часто 
примфэняется при вычислеши моментовъ инерц1П. 

§ 150. Соотношен1я между иоиенгаии инерфи относительно взаиино 
пересЬнающихся осей. Опред^лимъ моментъ инерцш относительно оси Ь, 
проходящей чрезъ начало координап> и составляющей съ осями коорди- 
натъ углы а, р, 7 (фнг. 48). 

Пусть т есть одна изъ точекъ гЬла; г ея разстоя1е отъ Ь. По тео- 
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ревгЬ о проекщяхъ ивгЬемъ: 

ОР^ = я: 005 а н- у С05 3 ч- хг . ео8 т 

Г^ = ж» Н- 2/2 Ч- ;^' — 0Р\ 

Следовательно: 
г^ = х^-^у^ -^-11^ — [х соза-^усоз^ -л-0СО8 тГ = ^* (1 



соз^ о) 



у^ (1 — С08^ Р) ч- ^е;^ (1 — С08^ т) — 2у^ . соз^- соз 7 — 2ех . со^у . С05 а — 

— 2ху . соза €08^ 
или: 

г^ = .т^ (соз^ р -4- С05^ 1с) "*~ У^ (^^'^^ Т -•- ^^^ ^) 
^^ (оо5^ а н- соз^ р) — 2у^в^ . соз ^ соз ^ - 
— 2ех . С05 7 . С05 р — 2ху . соз а , соз 7 
Откуда наконецъ: 

г^ = (у^ -4- л^) соз^ а -4- (^^ -ь а;^) соз^ Р -н 

н- (д:^ -ь у^) сов^ 7 

- - 2у^г . С05 р . С05 7 — 2;?^; . С05 7 • соз а — 2я:у , со$ а . С08 р. 
Следовательно: 

,7=2 тг» ^соз^аИт {у^ ■+- е^) -4- соз"" ^^т(^^-^ х^) ч- 

-+-С08' 7 ^ ''^ (^^ -•- У^) ""2 С05 р . С05 7 ^ ♦'^^/'^^ — 2 С05 7 • С05 а 2 »»^я? — 




Фиг. 48. 



2 С05 а . со8^У1тху 



(338) 



= ..1 



Пользуясь обозначешями (336) и вводя обозначенхя 

}1ту^г = 

1:тгх = Е (339) 

2 тху=^Р 
можемъ представить (338) въ вид*: 
.7 = -4 С08^ а н- Б соь^ р ч- С соз^ а — 22) . С05 р . С05 7 — 2Е.С08^ .соза 

— 2 ^ . соз а . соз ^. • (340) 

Эта формула служить для определенхя момента инерцш относительно 
оси ^ по даннымъ: А, В, С, 1), Е, Р, а, р, 7. 

§ 151. Элдипсоидъ инерцЫ. Будемъ проводить чрезъ начало коорди- 
натъ различный оси ^, определять для каждой изъ нихъ ^ по формуле 
(340) и откладывать на каждой такой оси огь начала координатъ век- 
_ У^ 



торъ р 



|/7 



пропорщональную обратной величине квадратнаго корня 



Дмоне. — Курсъ теоретической механики. 
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изъ момента инерц1и относящагося къ той оси, по которой откладывается 
векторъ; (\^к есть постоянное = коэффищентъ пропорщональности). Дока- 
жемъ, что концы такихъ векторовъ окажутся лежащими на н'Ькоторомъ 
эллипсоид'Ь им'Ьющевгь центръ въ началЬ координатъ. 

Действительно, обозначивъ чрезъ (х, у, ^) координаты конца вектора о, 
им^емъ: ,_ 

-й <'•" 



X = р . С08 а =: 



г/ = р , С05 р = 



-г* 



С08 



У к . С080^ 

ук . С081 



(342) 



V./ 

Определяя изъ (3421 величины со.^а, со5?, со^у и вставляя ихъ въ 
340, получимъ: 

Ах^-^-Ву''-\-Сг^ — 2Ву2-2Еех — 2Рху = 1с. . . .(343) 

Это уравнен1е (343) 2-го порядка относительно [х, у, г), Рад1усъ-век- 
торъ р этой поверхности опред-Ьляется изъ формулы (341), которая по- 
казываетъ, что р не можетъ быть безконечно больпшмъ если ^ не обра- 
щается въ нуль ни для одной изъ осей Ь, Но ^ не обращается въ 
нуль ни для одной изъ такихъ осей, если рассматриваемое гЬло не со- 
состиитъ исключительно пзъ точекъ расположенныхъ по одной изъ осей 
Ь, Итакъ поверхность (343) будучи 2-го порядка и не им^я безконечно 
удаленныхъ точекъ, представляетъ собою трехосный эллипсоидъ или 
одинъ изъ его частныхъ видовъ. Этотъ эллипсоидъ называется эллшиюа- 
домь инерцги, 

Онъ служить для получен1я яснаго представлен1я о томъ, какъ рас- 
пределяются моменты инерщи ^, относящ1еся къ осямъ проходящимъ 
чрезъ данную точку. 

Такъ какъ въ предыдущемъ разсужден1и положеше начала координатъ 
было совершенно произвольнымъ, то для каждой точки пространства суще- 
ствуетъ свой эллипсоидъ инерщи по отношенш къ данному гЬлу. Разъ 
эллипсоидъ инерцп! для данной точки О пространства мысленно построен!» 
по формул* (343), то распред'Ьленге моментовъ инерщи ^ для осей про- 
ходящихъ чрезъ О оказывается, согласно сказанному, такимъ, что Д1Я 
каждой оси Ь проходящей чрезъ О моментъ инерцш опредЬляется по 
тому отр-Ьзку р, который отс'Ькается на этой оси эллипсоидомъ инерщи, 
помоп^ью формулы 

^= А; (344) 

О' 




8 152. Главныя оси. Главные моменты инерцж, Прямня. совпялаюпйя 

еъ гланньгаи ослмп аллипсоида ннерщп, п острог ннаго для данной тчки 
О пространства ио отношению къ данному т^лу, назынаются главными 
осями для точки О по отношенЕю къ данному гЬлу. 

Эллнпсоидъ инерши, построенный для центра тяжести, называется 
цгнтральиыш .^ллипсоидомъ инерцги тЬла. Его главныя оси называются 
/лпвными центральчымн осями. 

Моменты иясрщп относительно главныть осей для какой-нпбудь точки 
О на-1ываются глштыми моментами имрцт для ятой точки. 

Моменты инерши относительно главиыхъ осей центральваго аллип- 
соида внерщн называются главными центральными моментами ияерцги. 

Изъ Аналитической Геометрп! известно, что уравнение трехоснаго 
аллипсоида, отнесеннаго къ рго гдаввымт> осямг. содержигь только квад- 
раты иерем-^нныхъ. Следовательно въ тЬхъ случаяхъ, когда оси коорди- 
натъ взяты по главнымт. осямъ для какой-либо точки О, уравнеше элдип- 
сонда инерши {'64а) принимаетъ видъ: 



А х'^ 



-Ву-^Сг' 



. (34Г,) 



Положнзгь, что гЬло симметрично относительно плоскостей (у. л) и 
(*, ж); тогда для каждой точки им'Ьюшей положите.1ьное х будетъ наю- 
дяться въ гЬл'Ь симметричная точтм, имеющая отрицат1'львое л', и аотоиу 
ве.гачины ^1тху=:У и -тгх^^ Е обратятся въ нули. Точно также для 
каждой точки, им^Ьющей положительное у. найде1Чй1 въ гкгЬ симметрич- 
ная ей точка, имЬющая отрицательное у, такъ что 2т уе = 1> будетъ 
нуль. По если Д К У равны нулю, то уравнен1е 3-13 принимаетъ 
видъ 345. Итакъ: Если тлло сим-чет^тчио гю о>пнтиен1ю кг. двум:, 
пАоскостямъ, прохогЫщгшл чрезъ данную точщ О, то глатыя оси для 
точки О находятся во взаиммомь »€]}еся>чен(и этихг, плоскостей и аь 
переспчснгяхь ихь сь плоскостью перпендикулярною атому взаимному м- 
реслчент и проходящею чрезъ О. 

Согласно сказанному и формул'Ь (340) заключаемъ: если А. В. С 
главные моменты д,1я точки О даны, то монентъ инерцш ^ относительно 
оси 2-, проходящей чрезъ О и составляющей съ главными для точки О 
осями углы а, Э. 7т находится по формуле: 



-В а 



- С соь'' 



. С346) 



■ § 153. Моменты икерц!и параллелепипеда относительно его осей сяиие- 
тр1Н. Согласно со сказаннымъ въ § 1!12-мъ оси [симметрии пара,г1елепи- 
педа суть его главныя центральныя оси интриги. 11рим1'иъ нхъ за оси 

■ воординап., Х'я опредЬлешя. ио форауламъ (336), главныхъ цен1ра.1ь- 
ныхъ моиентовъ иперши А. В. С. Пусть ы, Ь. с суть ребра параллелс- 
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пипеда. Вычислимъ входяшде въ формулы (336) интегралы: 



2 



2 



/ / /ж^ йжйу (/;ег=Ьс /л;^(7а; =Ь(; у =Ь(;1|^ч-|^| = 



а^Ье 
12 



•А 



2 



2 



2 



-»- т •♦- -:г -^- -г 
2 2 2 



у^ йх йу йг = 



аЪ^с 
12 



2 



а 

2 



2 г 

III 



2 



г^ их йу йе = 



аЬ(У 
~Т2 



2 



Следовательно формулы (336) дадутъ, принимая плотность 
Или обозначая массу ЬаЬе чрезъ М: 



о: 



А=М 



В = М 



С = 31 



(/Лн-^ 
12 

(с^ н- а') 
12 

12 



(347) 



§ 154. Центральный эллипсоядъ инерц1и параллелепипеда. Вставляя 
опред^ленвыя формулами (347) величины въ (345) получимъ следующее 
уравнеше централнаго эллипсоида инерщи параллелепипеда: 

М 



12 



[(6=-4-с^)л:2-ь(с2ч-а^)уЗ_|.(а2-ьЬ»).^^] = А. . .(348) 



Произвольность коэффищента пропорщональности показываетъ, что 
для насъ важны не столько размеры эллипсода инерщи сколько его 
форма. Однако постараемся на этомъ прим'Ьр'Ь выяснить д^Ьдо до конца. 

Для соблюден1я обязательной однородности формулъ зам^^тимъ, что 
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стоящее въ скобкахъ формулы (348) выражеше есть величина разм']^ра 
[//*]. Поэтому, и для получен1я просгЬйшихъ формулъ, подожимъ: 






(349) 



гд'Ь р есть н'Ькоторая линейная величина. Тогда (348) обратится въ 

(Ь" ■+■ с») х' -+- (с» ■+■ а») у^ -+- (0=" -+- Р) г* = р* 



или 



Ж" 



у 



= 1 . . . . (350) 



{УЬ^^^У (»/с»-ьо»)« {1/«>-ь'Ь»)' 



Итакъ главный полуоси центральнаго аллипсоида ннерцш суть: 

Р 



Уь' 


'-+-С» 




Р 


}/е 


'и- а» 




Р 



Га 



(351) 



Опред4лимъ по этимъ даннымъ моментъ инерцш параллелепипеда от- 
носительно оси, проходящей чрезъ его центръ тяжести и составляющей 
съ осями углы (а, р, у). По (346) и (347) им'Ьемъ: 

/=г ^[(Ь2ч-с')со5'ан-(с^ч-а^)со5^р-ь(а^-ь6»)со5'т] • . (352) 

Посмотримъ, какую бы мы получили величину для «7", еслибы опре- 
делили ее по (344). 

Изъ аналитической геометрш известно, что: 

д? = р . со^а 

^8Г = р . С05 7 

Подставляя эти величины въ (350) получимъ: 

р^ [(6^ И- с^) со$^ а н- (с' -•- а^) С08^ р (а' -ь 6^) С05^ у] =: р*. 
Вставляя сюда, вместо р*, его величину изъ (349), получимъ: 

р^ [(й^ ч- с^) С05^ а н- (с^ н- а^) сов" р -н (а^ -+- Ь^) 505^] = ^ • • • (353) 
Вставляя въ (344) величину р^ определяемую изъ (353), получимъ 

^_Ъ . М[(6*-1-с^)со5'а-ь(с^-+-а^)со5'Р-ь(а^ч-Ь^)со5^7] 
^ - -^ 

Зд4сь произвольная величина Ь сокращается и получается опять фор- 
мула (352). 
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На этомъ прим'Ьр'Ь мы хогЬли выяснить сл-Ьдующее. Благодаря про- 
извольности к эллипсоидъ инерщи даннаго гЬла, определенный уравне- 
н1емъ (343) им4етъ произвольные разм'Ьры. Другими словами: для каж- 
даго значен1я Тс получается свой эллипсоидъ инерд1и, но любой изъ этихъ. 
взаимно подобныхъ эллипсоидовъ годится для опред^летя ^ построешемъ, 
изложеннымъ въ конц* § 151 и выражаемымъ формулою (344). Когда 
говорить объ эллипсоид* инерщи гЬла, то говорить о любомь изъ взаимно 
подобныхъ эллипсоидовъ соотв'Ьтствующихъ различнымь значен1ямъ к. 

Посмотримъ теперь, какое соотношешс имеется между формою парал- 
лелепипеда и формою его эллипсоида инерщи. Положимь: наибольшш 
разм'Ьръ параллелепипедь им'Ьетъ въ направленш оси иксоеъ, нагшеньшш 
въ направленш оси зедовъ, такъ что: N 

а > й}> с. 

Изъ (351) видно что въ такомъ случа* эллипсоидъ инердш будетъ 
им'Ьть тоже наибольшую ось по оси иксо&ъ, наименьшую по оси зедо^. 

Но изъ (344) видно, что ч^мъ больше ось 2р эллипсоида инерщи, 
гЬмъ меньше относяпцйся къ ней моментъ инерщи. Следовательно нан- 
большШ моментъ инерщи параллелепипеда будетъ относиться къ его наи- 
меньшей оси симметр1и и наименьш1й моментъ инерцш относится къ его 
наибольшей оси симметрш. 

Если им4емъ кубъ, то а = 6 = с и эллипсоидъ инерцш принимаетъ 
видь сферы. 

Если Ь=с, то эллипсоидъ инерщи есть [см. (347) или (351)] эллип- 
соидъ вращенш около оси ^. 

§ 155. Эллипсоидъ инерцж параллелепипеда, относящ1яся къ концу 
его наименьшей оси сиииетрж. Предполагая а>&>с опред^лимъ моменты 
инерщи А\ В', С, относящ1еся къ осямъ параллельнымъ ребрамъ парал- 
лелепипеда и проходящимъ чрезъ точку, опред-Ьляемую, въ систем* коор- 

динать предыдущаго параграфа, координатами (о, о, -|Ь 
По (337) им*емъ: з 

4 
4 

с =с, 

или, согласно (347) 
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Согласно § 152-му главный оси инерцш точки [о, о, ~] именно па- 
раллельны осямъ (х, ?/, г). Величина главныхъ полуосей эллипсоида инер- 
цш построеннаго для точки (о, о, ^] прямо определяется изъ (341) фор- 



мулами. 

полуось пара1лельная оси х равна 



У 



г 



УЛ' 

Ук 

УЖ' 

Ук 



Ус 

§ 156. Моиенгь инерцш прямаго круглаго цилиндра относительно его 
геометрической оси. Обозначимъ чрезъ В радаусъ, чрезъ Н высоту ци- 
линдра. Примемъ за элементъ объема безконечно малую призму, ребра 
которой параллельны оси ^ цилиндра и основанге которой ограничено 
дугами окружностей рад1усовъ г и г-^-Лг и двумя рад1у сами, составляю- 
щими между собою уголъ ЛЬ, Высота такой призмы будетъ йг\ объемъ 
ея будегь гЛгйЬй^!, такъ что ея моментъ инерши относительно оси г 
равенъ 

Поэтому моментъ инерщи ^ всего цилиндра относительно его геоме- 
трической оси равенъ 

л 2- Д 

^ = Ь I I I гЧгйЬйг = '^Е%Ь (354) 



Но масса цилиндра = -Л^Ло. Следовательно: 

гТ = ^^ М (355) 



ГЛАВА П. 

Моменты инерц1и площадей. 

§ 157. Моментъ инерц1И площади. Представимъ себ^ весьма тонкую 
пластинку ограниченную двумя взаимно параллельными плоскостями и 
какою либо цилиндрическою поверхностью, периметръ основан1я которой 
называется контуромъ пластинки. Пусть Ь толщина, [л плотность пла- 
стинки. Возьмемъ на одной изъ плоскихъ сторонъ элементарную пло- 
щадь й8 и выр'Ьжемъ по контуру этой площади элементъ пластинки, тоже 
цилиндрическШ, съ образующими перпендикулярными къ плоскимъ сторо- 
намъ. Масса т такого элемента будетъ: 

т =г Ь . ^^^ . Й5 (355) 
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Обозначииъ чрезъ г разсгоян1е такого элеиента оть оси МN, л 
шей въ шоскостБ одной изъ плоокнхъ сторонъ пластннки. 

Ыоиенгь инерщи всей пластинки относительно оси МП будетъ 



: 2 тг^ = 2 6 ц . »-'Й5 := Ь}* 2 г'^а 



. (357) 



Величина Ь^, какъ это вытека^зтъ изъ (3561^ есть масса пластинЕИ, 
вырезанной на единиц'Ь площади. Ее называютъ массою единицы пло- 
щади оластинки. Если эта масса Ь^ равна единице, то 



^ = -г'йв . 



. (3581 



Теоремы предыдущей главы легко распространить на моменты инерцц! 
площадей, тогда получимъ следующее. 

§ 158. Соотношеи1е пжду ■окентанн мнорц1а плоомш относителы» 
вэамнно-параллвлькыгь осей. 

Моментъ имерцт ^' отноешпелънс какой-нибудь оси V (фиг. НИ 
инерщи <7о относительно оси параллельной но 
проходящей чрезъ центръ инернт пластинки и про- 
изведенгя квадрата разстоятя меокду этими осями 
на площадь в всей пластинки. 




= Л- 



. (359) 



Фиг. 49. 



Отсюда сл'Ьдуегь, что изъ вспхъ моментовъ инер- 
щи данной площади относительно осей параллель- 
ммл-а между собою наименьшгй тотл, который берется 
относительно оси проходящей чрезь центръ ин^ши 
площади. (Зд'};сь разсматрпваемъ только осп лежания 
въ плоскости пластинки). 

§ 159. Моменты инерцЫ площади относительно осей, взаимно-пересе- 
кающихся. По даннымъ моментаиъ инерц[и площади относительно даухъ 
взаимно перпендику.1ярныхъ осей х я г/ опред*- 
лимъ моментъ инерщи относнгельно оси прохо- 
дящей чрезъ ихъ перес11чен1е О (фиг. 50). 




-Г 



В. 



Фяг. БО. 



Примемъ обозначеше: 

!!; ху . (/л -— с. 

Найденъ по этимъ даннынъ, чему равенъ мо- 
менгь ииерц1и ^ относительно прямой Л, состав-шющей съ осью х уголъ |р. 
Пусть М будетъ какая-нибудь точка {х, у) данной площади. Обозна- 
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чнмъ резъ г ся разстояше отъ Ь, Нм-Ьемь: 



г2 = х^ -+- у^ — \0Ж . С08 [ОМ, Щ^ 

= ж* -4- у^ — [хс08^ -ь узгп^]^ 

= х^згп^^ -ь у^ со$^ 9 — Злу . тер . соз^. 
Поэтому: « 

^ = 2г^ . (Из = згп^^ 2л;^ , с1з -ь сов'ср Иу^ .Л — 2згп^ . соз^р . 11хус18 

или 

^ =: А . соз^^ ■+- Взгп^ ф — 2 С . б*т ф . С05 ф . . . (360) 

Эта формула опред'Ьляетъ ^ по даннымъ ф, Л, Д С. Сл1Ьдовательно, 
вообще говоря, для р'Ьшешя задачи недостатвчно знать ф, А, В: надо еще 
знать С. Но мы сейчасъ увидимъ, подобно тому какъ мы это видели въ 
предыдущей глав'Ь, что во многихъ случаяхъ С=^о. 

§ 160. Эллипсъ инерц1И. Чрезъ какую-нибудь точку О плоскости, въ 
которой дожить данная площадь, будемъ проводить оси ^, определять по 
отношешю къ этимъ Ь моменты инерд1и и откладывать на осихъ Ь век- 
торы р, такъ чтобы: 

V к 

>=Ь ''"> 

Докажемъ, что геометрическое м^сто концовъ такихъ векторовъ будетъ 
эллипсъ. 



Им4емъ: г/ ^; 

у = р . з%п Ф = —^=1; . згп ф 



. (362) 



Вставивъ определяемый изъ (362) величины со5ф и зш^ въ (360), по- 

получимъ: 

Ах" -ь Бу2 — 1Сху = А; (363) 

Это уравнен1е 2-го порядка, ^'не обращается въ нуль. Следовательно 
согласно (361), кривая (363) не им^егь безконечно удаленныхъ точекъ. 
Следовательно это эллипсъ. Онъ называется эллипсомь инерищ. Известно 
изъ аналитической геометр1и, что большая ось такого эллипса наклонена 
къ оси X подъ углотъ а определяемымъ формулою: 

Повернувъ оси координатъ на уголъ о по.1учимъ уравнен1е этого эл- 
липса въ виде 

А'х,^ -^ В'у,^ =1 (364) 

Оси эллипса инерщи построеннаго д-ш точки О называются главными 
осями инерцги для точки О. Если О находится въ центре тяжести дан- 
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ной площади, то оси эллипса инерщн называются главными центраьиыми 
осями инерцШш 

По даннымъ моментавгь инерщн А и В относительно главныхъ осей 
инерц1и для какой либо точки О находится моментъ инерд1и ^ для оси, 
составляющей съ осью х уголъ ср, по формул* 

^ г= А со.9= ср ч- Б м'п^ 9 (365) 

вытекающей изъ (360) при С = о. 

Итакъ: законъ распред^ьмнгя моментовъ инерцш площади относи- 
тельно осей проходящихъ чрезь какую либо точку О ея плоскости вы- 
р(гжа€тся эллипсомъ инерйш, именно: моментъ инерцги относительно 
какой либо оси X, П2ЮХодящей чрезь О обратно пропорцгоналенъ квадрату 
разстюянгя точки О до точки пррес7ьченгя ^ сь этимъ эллипсомъ^ такъ 
какъ изъ (361) сл1>дуетъ: 

.7=4- (366) 

Р 

Зная моменты инерщи А л В относительно главныхъ центральныхъ 
осей, можно найти момеяп, инерцш относительно какой угодно оси; а 
именно: (по 365) опредЬлимъ моментъ инерщи для оси, проходящей чрезь 
центръ тяжести и параллельной данной оси; загЬмъ по (359) опред-Ьтимъ 
моментъ инерцш относительно данной осп. 

Перейдемъ къ прим'Ьрамъ. 

§ 161. Моментъ инерц1и пряиолинейнаго отрезка относительно оси яро- 
веденной чрезъ конецъ его перпендикулярно отрезку. Обозначимъ чрезъ Ь 
длину отр'Ьзку. Если плотность отр'Ьзка=1, то масса его элемента = сЬг. 
Вычисляемъ: 



Г Л' 

,Т = ^ х'^йх =: / х^йх = — . 



о 

Итакъ: 

^=-^ (367) 

§ 162. Моментъ инер|;1и пряиолинейнаго отрезка относительно оси пер- 
пендикулярной къ нему и проходящей чрезъ его центръ тяжести. 11о (359) 
получимъ: 

^ = '/п -+- - . ь, 

4 

Сравнивая (съ 367) по.1учнмъ: 

'^'-^ ~\' 
Отсюда: 

,Л =: ^' (36В) 



139 



§ 163. Монентъ инерцга пряиолинейнаго отрезка относительна 
либо оси лежащей въ плоскости отр^зна. Огт[»'д|,лимъ (фиг. 'Л! мом1'нтъ 
11Н(.'рц111 краиилшк'йицгч 1)1ркз1;а относитидьди оси /, состаи.гя1ищий съ 
иииъ уголь ф и отстоящей отъ его центра тяжестш на разстоянш х. 

:1а8гЬтамъ, что для такого отрезка иринятаго за 01;ь х 

Л = 1 у*(/8 = о 

С ^'Ш хц^а = о. 

Пплучннъ (ио ЯЦ5) нонвнть инерпш ^^ относи- 

■К'льно оси, ироход1Шей чрезт. пентръ тяжести подъ 

угло«ъ ср къ отр'Ьзку: 

Или, согласно (ЗС(:1) 

А' ■ г 
■'о ^ 7^ ''"' т- 

Зат^мт. (по ЗаЭ) получтгь искомый 




./ . 



.7,, -Ь и'11 



н'-'ф ч 



§ 164. Моиентъ инерц!и пряиоу^о^ьника относительно его основангя. 
Обозначимъ высоту прямоугольника 'феаъ ^^. основаше презъ 6, искомый 
момрнтъ анррцш чрезъ ^. 



■^^/.у = 



/.../„, ^. у 



^:'(^x 



Ш 
3 



М" 



. (3691 



§ 165. Моменть инерцЕи прямоугольника относительно оси, проходящей 
чрезъ его центръ тяжести параллельно одной изъ его сторонъ. Ош^ил'тжь 
искомы!! момсшъ ипсрц!!! 'Г[)1:п. ./„. II" (ЗоЯ); 



Л 


= •'-1 


Ьк. 


По (31!9|: 


Ьк' и' 

^ 3 -1 


. ьн. 


Сл|-|Доват<>льно; 


•'.=**; 





^к 




д. 


!> 


.и 




п^' 



. (370) 

§ 166. Моиентъ инерц1и двутавроваго еЬ- 
чен1я относительно оси, проходящей чреаъ его 
центръ тяжести параллельно его основанию. ф^,^ 52. 

''.лагрдаря выравнен!»! момс'итоиь икерцш сумламл, ран^шъ разности мо- 
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хента инерщи прямоугольника ЛВО!) и частей ЕРвЯ и Е'^О'!!. 

Следовательно: 

■'о-" 12 . 12 

% 167. Моментъ ннерцЫ круга относительна д{а11етра (фиг. 53). За 
алеиентъ площади приыеыъ часть, ограниченную двуия безконечго бли^з- 
кими икружностяии и двумя радаусами, соста- 
вляющими уголъ йЬ. Площадь такого элемента 
равна Лз = рс^р . йЬ 

^^^X. у^Ла 3= 2 р* йя' (» , р , Йр . йв = 




=//' 



р' з*п' к (/р . (;ь = 



= — / в 

V 



т' Ь въ посл^дненъ интеграле проходить всЬ гЬ значен1я, кшгъ ( 
толь^ въ ;фугонъ порядке. Поэтому 



Г зт'Ь -^Ь = (со 



Следовательно: 

/ йб = 2я = / (ии* О - 



/ ьгп'Ь . с 



I' 



Следовательно по (371): 

Л = ^ (373) 

§ 168. Знвчен1в монента ннерцЫ площади относительно оси вътеор1М 
сопротиш18н1я ■атер1аловъ. Мы могли бы моменты инерцш площадей раз- 
сматривать какъ частные случаи номентовъ инерцш ткгь, а съ послед- 
ними мы встретились при вычислеши живой силы вращешя (§ 148). Но 
моменты инерцш площадей играютъ, кроме того, весьма важную роль въ 
теор1и сопротивлен1я матер1аловъ. Изследуемъ, напримеръ, равновес1е 
бруса, заделаннаго однииъ концомъ въ стЬву, имеюн^го фор1^ парал- 



лелетгаеда и сгябвемаго ррузогь Р, приложешшнъ гь его свободному 
концу (фиг. 54). Изъ теорш упругости иав'Ьстяо, что н11которыВ слой 
311Х останется верастянутымъ и несаатывъ. Ояъ назыиается ««й/уталь- 
нымг. слоемъ. Слон лежащ1е выше его растягиваются при сгибаши бруса; 
слои лежапце ниже сжимаются. 

Обозначлиъ внутреннюю упругую силу сопрот1(в.1яющуюсл дсформац]!! 
оруса и отнесенн)то къ еднннц-К слощали с11чен1я чрсаъ о; вта величина 
на1ывается напряженгела. Э1и величина :1ереи11нная, различная для раз- 
личных!. иЬстъ поперечяаго сЬчешя бруса. 
Пусть а„ есть напряженш крайнихъ во-Ю- 
конъ. Па11ряжея1с на поверхности отстоя- 
щаго отъ нейтральнаго слоя на разстоявп! у 
элемента (18 поперечнаго сЬчешя оудегь аЛ^: 
оно дасгь разгибаюшдй статическ1Й момен л.: 

Все поперечное с'Ьчен1е дастъ разгн- 
бающ]й статически момеятъ; 




[ ;/эЙ8 



ФИ1 



распространенный па все поперечное сЬчеше. Грузъ /* дастъ иаибольшШ 
Си потому опасн-кйш1Й въ смысл-Ь перелома) статичоскЕЙ иоиенп. для с!;- 
чен1я, находящагося у сгЬны на разстоян1И Л отъ конца. Этотъ сгибаю1ЩЙ 
моментъ будетъ РЬ. Если чрезъ о будемъ обозначать наг1болмаее допу- 
скаемое Д.1Я даннаго иатер|ала капряженге, то для него можемъ составить 
уравнон1с, покалывав)тее равенство сгнбающаго и раягкбаюшаги статиче- 
скихъ моментовъ: 

I учАа = Р1, (374) 

Это уравнен1е называется урааненимъ крлпоопи. Оно гдужитъ для 
вычислен1я прочныхъ разиЕ'.робъ частей посгроекъ и ишпннъ. Его ибыкно- 
вевио еще преобразовываютъ, выходя иаъ оправдываемаго на опыгЬ пред- 
по10жен1я, что напряжен1я въ элсментахъ поперечнаго с'Ьчешя пропор- 
щональны разстояв1ямъ элементовъ отъ нейтральнаго слоя, то есть что 

-^^ (375) 



За Од прнмемъ на!1ряжен1е паибол'к' удалевныхъ огь нейтральнаго 
слоя волоконъ, которыя наибол-Ье деформируются, Подставивъ въ (374), 
вместо о, ея величину, опре,тЬляемую изъ (375), получимъ: 



н]' 



(/'(& = РА . 



. (376) 



Но / .^'<^а' ость не что иное (си. § 1а7), какъ моментъ ннерцш пло- 
щади поперечнаго сЬчен]Я относительно оси направленной по его пере 
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сЬчешю съ нейтральнымъ слоемъ. Следовательно уравнен1е крепости при- 
меть видъ: 



Уо 



(377) 



Вотъ какизгь образомъ моментъ инерц1и появляется въ уравненги 
крепости и играетъ следовательно первостепенную роль въ теорхи сопро- 
тивлен1я матер!аловъ. 

Приведемъ еще сл^дугопцй приьгЬръ, иллюстрируюпцй дЬло. 
То обстоятельотво, что чертежную линейку легче согнуть Еакъ пока- 
зано на чертежЬ (фиг. 55). ч^мъ какъ показано на (фиг. 56) объясняется 





Л с 



зВ 



Фиг. 55. 



Фиг. 56. 



Фиг. 57. 



именно гЬмъ, что моменты инерщи поперечнаго с*чен1я линейки (фиг. 57) 
относительно осей АВ и СВ не одинаковы и потому, согласно уравне- 
нт кртьпости (337), требуется большШ сгибающШ моментъ РА для боль- 
шаго момента инерщи ^. 

§ 169. Сиарядъ Аислера для опред'Ьлен1я ноиентовъ инерцт площадей. 

Въ виду такой технической важности моментовъ инерщи площадей Амслеръ 
устроилъ снарядъ для непосредственнаго ихъ опред4летя, основанный 

на сл'Ьдующихъ соображен1яхъ. 

Выр-Ьжемъ мысленно въ данной пло- 
щади (фиг. 58) полоску, заключающуюся 
между двумя безконечно близкими перпен- 
дикулярами къ оси X, относительно которой 
опред'Ьляемъ моментъ инерщи. Возьмемъ 
на ней, въ разстояши у отъ оси х эле- 
ментъ (1хс1у, Получимъ: 

у = к 

е/, = / / у^йхйу 




Фиг. 58. 



у - о 



= моменту инерщи площади, лежащей по одну сторону оси ж. Зд'Ьсь * 
есть разстоян1е отъ оси х точки В пересЬчешя одного изъ перпенди- 
куляровъ съ контуромъ данной площади. Поведемъ стержень АВ такъ, 
чтобы конецъ его А шелъ по оси х, конецъ же В — по контуру площади. 
Обозначимъ уголъ ВАО чрезъ ф. Получимъ: 



к = I згп ср. 
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гд* I длина стержня А В 

- агп^ (^ . с1х = - 1 агп^ 9 • ^^• 

Известно, что: 

. ^ 3 . згп Ф — $гп (3 ф) 
5»Г#^ф = — ^^ — — • 

Следовательно: 

^^ = - I $гп^ . (1х—— I згп (Зф) (1х (378) 

Над^немь на стержень А В, какъ на ось, колесо В. Оно, при опи- 
санномъ выше движеши будетъ катиться по бумагЬ, при чемъ на маломъ 
пути повернется около оси на уголъ пропорщональный элементу пути 
точки прикосновен1я колеса В къ бумаг*. Этотъ элементъ пути равенъ: 

с1х . С08 (В, х') ^= (1х ш $гп ср. 

« 

Когда конецъ стержня обойдетъ всю часть контура, лежащаго по одн}' 
сторону оси X, то колесо В повернется на уголъ пропорщональный 
интегралу: 

8гп^ , с[х (379) 



/ 



Если устроимъ еще другое колесо г, которое было бы такъ соединено 
съ В чтобы ось его была всегда наклонена къ оси х подъ угломъ Ъ^. 
то колесо г, при обходЬ точкою В верхней части контура, повернется на 
уголъ пропорщональный 



/ 



$ъп{Ъ^)с1х (380) 



Обозначая чрезъ аир углы, на которые повертываются колеса В 
и г, чрезъ а м Ь н-Ькоторые постоянные коэффищенты, зависящ1е отъ 
разм-Ьровъ инструмента, видимъ, согласно (378), (379) и (380), что 

^^ = аа — Ьр. 

Углы поворота колесъ Виг отсчитываются помощью индексо^ъ по- 
•ставленныхъ при этихъ колесикахъ, и д^ленхй поставленныхъ на коле- 
сикахъ. Такимъ же образомъ опред'Ьляемъ моментъ инерщи ^^ площади, 
лежащей по другую сторону оси х, Моментъ инерщи ^ всей площади 
оудетъ: 

е/ ^^^ е/^ Н~ V 2 . 

§ 170. Планииетръ Аислера. Зд'Ьсь мнк кажется ум^стнымъ изложить, 
кстати, теорш другого весьма употребительнаго въ техник-Ь снаряда 
Амслера, служащаго для оиред'Ьлен1я площадей ограниченныхъ данными 
;замкнутыми контурами. 
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Этотъ планиметръ состоитъ изъ двухъ стержней ОВ и С1) (фиг. 59), 
соединенныхъ въ С шарниромъ. Въ О находится острый штифтъ, закр^^- 
пляемый въ какой либо точк'Ь чертежа. Въ В находится штифтъ, ко- 
торый обводится по контуру измеряемой площади. На стержн* СВ на- 
ходится колесо Р, катящееся по бумаг*. 

Представимъ себ* стержень СВ (фиг. 60), длину котораго обозначимъ 
чрезъ ^. Заставимъ конецъ его В идти по контуру измеряемой пло- 
щади; конецъ же С поведемъ по некоторой лрши СС\ Пусть стержень 
прпшелъ изъ положешя СВ въ положен1е СВ'. Можно разсматривать 





Фиг. 59. Фиг. 60. 

это перем^щете состоящимъ изъ: 1) перемЬщешя стержня СВ въ по- 
ложеше параллельное С^^Б^ и 2) поворота около С^ на уголь (?а. 
Во время такого перемЬщешя стержень проходитъ площадь: 

СС'В'В = йш. 

Обозначимъ: разстояше между С В и СЕ чрезъ йА, радаусъ колеса 
Р чрезъ ^К, разстояше колеса отъ С чрезъ X, различный положешя ко- 
леса чрезъ Р, Р\ Р" , . . такъ, что: 

СР=С'Р' = к, 

Им^емъ: 

аи> = СВСЕ-^ЕС'В' = 1.а}1^^^ . . . .(381) 

Обозначимъ чрезъ й Ь уголъ, на который повертывается колесо Р при 
переход* изъ Р въ Р'. Им4емъ: 

Лйб = ЙА -ь X . йа (382) 

Исключая А изъ (381) и (382), получимъ: 

й(о — Л . X . Й6 = (^ - иА йа . 

Интегрируя, получимъ величину 

«) = ^г.^.е-4- / (^--хь|йа (383) 

Элементы й(о положительны, когда они увеличиваютъ проходимую 
стержнемъ площадь и отрицательны когда они ее уменьшаютъ. Поэтому 
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ь) =^ I йи> представляетъ собою разность положительныхъ и отрпца- 

тельныхъ эдементовъ и равна изм'Ьряемой площади контура. 

За лишю СС принимаютъ окружность. С описываетъ окружность около 
остр1я О. Могутъ быть два случая: 

1) Точка О лежнтъ внутри контура (фиг. 61). Въ этомъ случа* а 
нзм'Ьняется отъ О до 2г<\ формула (383) даеп>: 



(0= Л . I,. 6 ч- (-- — ХХртг 



(384) 



2) Точка О лежитъ вн* контура (фиг. 62). Въ этомъ случа* я изм*- 
' няется отъ нуля до нуля, и фор- 

мула (383) даетъ: 

О <^> = Е.Ь.Ь . . . (385) 





Фиг. 61. 



Фиг. 62. 



Въ обоихъ случаяхъ площадь легко опредЬляется по Е, Ь и по углу 6 
читаемому на дЬлешяхъ колесика. 



ГЛАВА III. 

Общ1я свойства моментовъ инерц1и и нахожден1е 

ихъ облегченными способами. 

§ 171. Изъ отр^ковъ пропорц10нальныхъ ионентанъ инерфи Л, В^ С 
тЪла относительно трехъ взаннно перпендикулярныхъ осей всегда иошно 
составить треугольникъ. Действительно, нзъ равенствъ: 



сл^дусгь 






(386) 



Но ^Iт;е^^ есть величина всегда положительная. Сл-Ьдовательно: 

Л -ьБ> С. 

Делоне. — Курсъ теоретической мехавпка. 10 
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Точно такъ же: 

В -*-С>А 

С-^-Л>В 

при этихъ услов1яхъ всегда возможенъ треугольникъ изъ отр^^зковъ про- 
порщональныхъ Л, В я С (сумма двухъ сторонъ больше третьей). 

§ 172. Моиентъ инерцЫ относительно точки. Сумма произведенШ массъ 
на квадраты ихъ разстоян1й отъ данной точки О называется моментомъ 
инерщи относительно точки О или полярнымь моментомъ инерг^ги при 
полюс'Ь О. Онъ, следовательно, равенъ 

гд'Ь г разстоян1е массы т отъ полюса. 

§ 173. Монентъ инерцЫ относительно плоскости. Сумма произведен^ 
массъ на квадраты разстоянШ ихъ отъ плоскости называется моментомь 
ннерц1И относительно плоскости. 

Такимъ образомъ: 

I тх^ = моментъ инерц1и относительно плоскости (у, г) 

Е те^ = > » > * (л?» 2/) 

§ 174. Сумма монентовъ инерфи относительно трехъ взамнно перпен- 
дикулярныхъ осей, пересекающихся въ одной точк-Ь, равна двойному поляр- 
ному моменту инерцЫ относительно этой точки. Изъ (336) сл'Ьдуетъ: 

§ 175. Моментъ инерфи ^ поверхности сферы относительно деанетра. 

Если рад1усъ сферы равенъ г, то полярный моментъ относительно ея 
центра равенъ Итг^. Отсюда, согласно § 174, сл'Ьдуетъ: 

% 176. Моментъ инерцш плоской пластинки относительно осм перпен- 
дмяулярной къ ея плоскости равенъ сумн-Ь монентовъ инер1ии пластинки 
относительно двух1| взаимно перпендикулярныхъ осей, лежащихъ въ ея 
плоскости. Д-Ьйствительно принимая ось перпендикулярную къ пластинкЬ 
за ось 2 получимъ по (386): 

А = ^2ту^ ; В = Ипгд;^ ; С = 2т (х- -н у=). 

Отсюда 

§ 177. Моментъ инерц1и ^ окружности относительно Д1аметра. Если 
рад1усъ окружности г, то моментъ пнерщи ея относительно перпендику- 
ляра къ ея плоскости проходящаго чрезъ ея дентръ равенъ 

У^тг' =г''У:т = Мг' (388) 
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Сл'Ьдовательно моментъ инерцш .7 относительно Д1аметра будетъ. 
согласно § 177 равенъ 

.7 = 1мг' (3»У) 

§ 178. РаА1усъ инерц'ш. Мы знаемъ, что моментъ инерщи ^ относи 
тельно оси равенъ 2 шг*, гд* г разстояше каждой точки гЬла отъ осп. 
Величина р опред'кшемая изъ уравнен1я 

• !:1лг2 = Л/рЭ (390) 

н сл'Ьдовательно равная . ^ 

р = 1/^~ (^^1^ 

называется радгусомъ инерцги или гирангоннымъ радьусомь. 

Моментъ инерщи относительно оси точки, имЬющей массу М и нахо- 
дящейся въ разстоян1и г отъ оси равенъ 

Мг\ 

Сл'Ьдовательно рад1усъ инерщи такой точки относительно этой оси 
равенъ согласно (391) самому разстоян1ю ея г отъ оси. 

Изъ § 175 слЪдуетъ что радгусъ инерцш поверхности сферы относн- 

тельно дааметра равенъ —^. г, гд'Ь г рад1усъ сферы. 

Пзъ § 177 сл'Ьдуетъ, что рад1усъ инерц1н окружности относительно 
перпендикуляра къ ея плоскости, проходящаго чрсзъ ея центръ, ра- 
венъ -7^ , ГД'Ь г рад1усъ окружности. 

>^ 179. Монентъ инерцш эллиптической пластинки. Пусть уравнеше 
эллипса ограничивающаго пластинку таково 

— -+--= I 
а- Ь^ 

такъ что: , 

у=^^у а' - -х' (392) 



а а 

^^ = 4\1. I х^у с1х= А\^^- I х^ Уи' 



Моментъ инерщи ^^ относительно оси у будетъ при плотности [и 

а а 

.^ — .Г^ Лх. 

О о 

Полагая х=^а8гп^^, получимъ: 

2 2 

т л ^ С к 2 -3 7 .13 ГГ1 — С05 (4^)] 

^, = 4[1 - / а* . сс^гф . 5?/Гф . й^ = А)1Ьаг 1 ^^1/^- 

7 ^ 

= [1иаи — 

10* 
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Но ^хтслЬ = Ж= масс* пластинки. СлЬдовательно 



а' 



^, = ы.- 



(393) 



Точно такъ же найдемъ моментъ инерц1и ^з эллиптической пластинки 



относительно оси у 



1 ИГ Ь' 



(394) 



Следовательно моментъ инерцш ^ относительно оси перпендикулярной 
къ эллиптической пластинк'Ь и проходящей чрезъ ея центръ будетъ: 

а= -4- Р 



.Т = М . 



(395) 



§ 180. Моментъ инерфи трехоснаго эллипсоида относительно одной 
изъ осей синиетр1И. Пусть урабнен1е эллипсоида (фиг. 63) таково: 









. (396) 



Разсмотримъ слой РN^ параллельный плоскости (у, я). Площадь его ''') 
равна г . РЛ . ^N. Но РN есть значеше, принимаемое координатою г 
при у =о; тогда какъ ^N есть значенхе, принимаемое координатою у 

при ;гг = о. Сл'Ьдовательно, согласно съ (396) 

С . 

р:N = —\/ а^ — х". . 




а 



х\ 



(397) 



(398) 



Поэтому площадь слоя равна 
= — (а^ — х^). 



Следовательно моментъ инерцш ^ отно- 
сптельно оси х, согласно съ §§ 176 и 179 будетъ: 



- Ь с . , (Р2;^-^^N^) 



-♦41 



Г- I 



=^? •$•/(«'— ')^-^-Ч«'- -о-^х 



= [1 — . - аЬс 

о 



(Ь^-ьс-) 



о 



*) Нарисованъ только одпнъ октантъ эллипсоида, а разсужден1Я относятся 
ко всеиу эллипсоиду. 
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Но [А . - т: аЪс = 31. Сл'Ьдовательно: 

о 

^=М -'-^- (399) 

§ 181. Формулы ионеитовъ инерщи особенно часто встречаю щнхся въ 
лрактив'Ь. Моментъ инерд!и 

1) Площади прямоугольника, имЬюп1аго стороны 2а и 26, относительно 
оси лежащей въ его плоскости, проходящей чрезъ его центръ и перпен- 
дикулярной къ сторон* 2а равенъ 

Моментъ инерщи той же площади относительно оси перпендикулярной 
плоскости прямоугольника и проходящей чрезъ его центръ равенъ 

д2 >4- Ь^ 

М-:^ - (400) 

2) Моментъ инерд1и эллиптической пластинки относительно оси 2а 
равенъ 

м ^ . 

4 

Моментъ инерщи той же пластинки относительно оси перпендикуляр- 
ной къ ея плоскости и проходящей чрезъ ея центръ равенъ: 

М^ (401) 



3) Моментъ ннерщи трехоснаго эллипсоида относительно оси 2а равенъ: 

* 

М^'-^-^ (402) 

Следовательно моментъ инерщи объема сферы относительно дааметра 
равенъ 

М Лг^ (403) 

о 

гд'Ь г рад1усъ сферы. 

4) Моментъ инерщи прямоугольнаго параллелепипеда, им^ющаго ребра 
2а, 26, 2с, относительно оси симметр1и параллельной ребру 2а равенъ 
(сравн. § 151): 

Для запоминашя этихъ формулъ замЬтимъ: моментъ инерщи этихъ 
т4лъ относительно оси симметрш равенъ 

Д-. сумма тсвадратовъ полуосей перпендикулярныхъ къ осп 

8, или 4, или 5 
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Зд'Ьсь въ знаменатель 

3 для прямоугодьнаго гЬла, 

4 для эллиптическаго » 

5 для эллнпсоидальнаго » 

§ 182. Моменты инерцк, находимые дифференцирован1емъ. Моменты 
инерщи всякаго гЬла могутъ быть находимы при помощи формул!. (386) 
и теоремъ §§ 149 и 150. Но иногда удобнее бываетъ вычислять ихъ 
дифференцировашемъ изъ изв^стныхъ моментовъ инерд1и другихъ гЬлъ. 

Зная, наприм4ръ, что моментъ инерщи эллипсоида относительто оси 

2а равенъ 

4 ^ Л^ч-с' 

- 7Г[1 . аЬс — ; 

6 о 

заключаемъ, что при безконечно маломъ увеличен1и этого эллипсоида, 
моментъ инерщи слоя, на который эллипсоидъ увеличился равенъ 

Д I ^ :: . м. . аЬс - 



[г-'^- 



5 

Указанное Зд'Ьсь дифферендироваше можетъ быть исполнено, если 
данъ законъ изм'Ьнен1я эллипсоида. Если, наприм'Ьръ, положимъ, что по- 
верхности, ограничиваюпця слой, подобны и что 

Ь = ра 
с = ^а, 

то моментъ инерц1и эллипсоида равен7> 

4 (р^ -ь д') я* 

з-.;^? ^ . 

моментъ инерщи слоя равенъ 

' ^'^[^ .р^^р''-^^')а' .с1а (404) 

Масса эллипсоида равна 

4 3 

— тг^. . Р2а\ 

Следовательно масса слоя равна 

Поэтому определенный формулою (404) моментъ инерц1и слоя равенъ 

1 М (Ь' -4- С-). 

о 

§ 183. Гирац10нный элляпсоидъ. Разсмотримъ эллипсоидъ, оси котораго 
расположены по главнымъ осямъ инерщи для точки О и полуоси кото- 
раго равны гнращоннымъ рад1усамъ, идущимъ по этимъ осявгь. Такой 
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.».иипсоидъ называется гиращонныиъ. Пусть эти гиращонные радаусы 
суть а, р, •(. Они, согласно § 176, определяются изъ формулъ: 

Ма' = А 

М^' = В (405) 

Мт = С 

Уравнеше гиращоннаго эллипсоида будетъ агЬдовательно: 

или, согласно (405) 

Если Р1 есть такой перпендикуляръ опущенный изъ начала коорди- 
натъ на плоскость касательную къ эллипсоиду (407), который составляетъ 
съ осями координатъ углы X, и, V, то 

р^^ =: Асоз^>< '^- Всо8^\»^ -^ Ссоб^у (408) 

Съ другой стороны рад1усъ-векторъ р эллипсоида инерц1и: 

Ах^ ч- Вг -ь С^' = ^• 

состав,1яющ1й съ осями координатъ тЬ же углы X, ^л, V, опред'Ьляется изъ: 

а ^ 1 

А СОЗ^к -Ь ВС08^[»' -ь Ссоз^у 

Следовательно, согласно съ (344): 

к 
еГ = -^=: к (А соз^\ -ь В соз^\1 н- Ссоз^^^)» 

Сл'Ьдовательно согласно (408): 

^ = кр,\ 

Можно всегда подобрать такъ А, чтобы: 

.7= Л/Р1= (409) 

Изъ (409) видно, что моментъ инерщи относительно перпендикуляра, 
опущеннаго на касательную плоскость гирадюннаго эллипсоида изъ 
центра, пропорщоналенъ квадрату этого перпендикуляра. 

Въ н^которыхъ вопросахъ гиращоннымъ эллипсоидомъ удобнее • поль- 
зоваться, ч^мъ эллипсоидомъ инерщи. 

§ 184. Эллипсоидъ Лежаидра. Если моменты инерщи какого нибудь 
даннаго гЬла относительно плоскости координатъ суть У1тх^, "^Щ^, 2т^' 
и масса М, то эллипсоидъ: 

*' • у' • ^' - ^ (410) 



^2г;^д;^ ^Щ^ ^^гпг^ М 



Назьгваемнй эллипсоидомъ Лоягаядра 1нгЬетъ т* же саиыВ'Н 
ццсрши ^1. В, С относительно осей координатъ, как1е пм-Ьегъ , 
гЬло, Действительно, согласно (399): 



зЦ 



5 II ту'' 



Точно такъ же полушмъ: 

В =. 1.т (ж' ч- у*) 
С = 1: ш {ж* -н у^) 

Но кзъ равенства моментовъ ннерщи относительно осей Еоор] 
сл'Ьдуетъ, согласно §§ 149 и 150, равенство моментовъ ннерп111 относн- 
тельне любой оси. Птакъ, эллиисоидъ Лежандра есть тпло равмып мо- 
.яеш/ювъ чнерцги по отношен1ю къ данному гЬлу. 

§ 185. Т'Ьла (или систены) равных-ь моментовъ инерц1и. Два гкла (шо 
дв'Ь системы) аазывавяся гЬлалн (нлн еистемаин) равныхъ ыоиентои 
инерщи, если моменты инсрщн относительно любой оси одной систеиы 
соотв'Ьтственно равны моментамъ инерц1и относительно Ихъ же осей дру- 
гой системы. 

Прим1фъ такихъ гЬлъ мы внд'Ьли т. § 184: данное тЬло н соотв1т- 
ственный ему эллипсоидъ Лежандра суть тМа равныхъ моментовъ ннерщн. 

Для одной и той же системы мс1Жно найти множество снстемт. рав- 
ныхъ ыомеятовъ инерщи. 

Теорема, Если дв», сианемы импюпа обигШ иентрь ^пяжести, оди- 
наковую массу, одни и пт же главная нентральныя оси ине^тш и по- 
отвтпапяенно равные глааныг цгнтральные моменты инернш, то он» 
сугпь системы 2>аеныхь мош'нтоаь инериш. 

Сдраведливость этой теоремы вытекаетт. изъ основных!. т<'ор(;иъ 
^ 149 и 150. 

Обратная теорема. Дть системы равныхь моменмюеъ инерпли 
имтьютъ общШ цттръ тяакести, обиия главных центральная оси инер- 
нш, равные глааные нейтральные моменты инериш и рааныя массы. 

Доказательство обратной теоремы. Если дв'Ь систены С)» 
системы [1авныхъ моментовъ ннерц1и, то он'Ь должны а«^>тъ обш.1я 0С1 
наксинальныхъ н ннннмальныхъ моментовъ инерц|и. Изо всЬхъ взаянво 
парахтельныхъ осей нрямая, прохоД11Н1ая чрозъ цснтръ тяжести служите 
осью наименьшаго момента инерши (см. § 149). Раасмотримъ вланмно 
цара^1ле.1ьныя нрямыя цернендкцулярныя къ прямой, соединяющей п.ент}ш 
тяжести ^ и (/' данныхъ системъ. Изъ этихъ ирямыхъ иипимяльный мо- 
менп. ннорщи 1-ой системы относится къ той, которая и1юходигь чрезъ 
у, минимальный момснтъ ннерщи 2-ой системы относится къ той, котч- 
рая проходить чрезъ р'. Прямтля яти, согласно сказанному въ начал! 



лопазателт>сг8а, должви совпадать, а это можртъ быть только тогда, когдя 
совпадяюгь д и у'. 

1'азсмотрииъ иряныл, 11роходя1Шя чрезъ ибщШ центръ тяжести. Ос» 
мивкиальнаго и иаксинальнаго момента инершй въ той и другой систем11 
суть оси главныгь цснтральыыхъ моментояъ ннерц|11. Следовательно двЬ 
та1;1я оси одвоб систеты должны совиадать съ двумя та1и1мн осями дру- 
гой системы. Следовательно и третьи мавныя центральпыя оси совпадутъ. 

Гизсмотримъ, наконецъ, дв-Ь 11за11ино-пара.11лельныя оси каходяийясл 
одн!1 отъ другой па разстоян!!! р и так1я, что одна изъ нихъ ироходитъ 
чрезг общи цепгръ тяжести кашихъ системъ. Сог.исно § 1И1 разность 
отногящихся къ иимъ момектовъ нн('рц1н для одной системы равна Мр': 
Д.1Я другой М'2>^ и эти величины равны. Сл'Ьдовательно и массы М к М' 
системт. раввы между .соОою. 

§ 186. Монентъ инерцЫ треугольной пластинки отосительио пряной, про- 
ходящей чрезъ вершину. Пусть .■]/((' есть данный треугольннкъ, НаЙдемъ 



Продолжись 



его «ои1'1гп. инерц!!! относите.иио оси .'1(/ (фиг, 1)4 
рону ВС до перосечсн1я въ В съ осью А'1 и про- 
ведемъ Ал' перпендикулярно Л^. Данный треуголь- 
никъ ЛВС можно разсматривать какъ разность 
треугольииковъ АВВ и ЛСВ Найдсмъ снач!1.и 
моментъ ннерши треугольника А ВВ. Пусть РрР'^' 
есть элементарная площа,1Ь иарылельная оси Л^ 
цусть М есть точка перес11чен1я прямихъ }'(^ и 
Ах; ооозначимъ разстояШе вершины В пгь осп 
Ау чрезч. |5. Положимъ: 

АМ = X 

АП = в 



г^р^^' = ^ !^ — ^^x. •»«■■■ «* 

Момеигъ инсри1Н племента Р^Г'^' относиП'льпо оси Ау равенъ: 
\хд - ^ х- . ^х. 
гд1. [* плогиость. Момевтъ иверцш треугольника АВВ равенъ: 




/ 



« '- 



. ЛХ : 



Р??' 



Тотно такъ же, обозвачая чрезъ т: разстоян1е вершиаы V отъ оси 
Ау, навденъ, что моменгь ннорши троугольвиЕа ЛС^ равенъ: 
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Сл'Ьдовательно иоментъ инерц1И треугольника ЛВС равенъ: 

/о »"« ^' " '^')- 

Но о зр И :^ 9Т суть площади треугольниковъ АВО и АС В. 
Площадь треугольника Л ВС. равна следовательно: 

^ 9 {? - Т). 

Поэтому, если М есть масса треугольника А В С, то его моментъ 
ннерщи относительно оси Ау равенъ: 

/=1 а1/(р»ч-рт-+-т') (411) 

Пом4стимъ въ средины сторонъ треугольника А ВС по точк* имею- 
щей массу -о- . Моментъ инерщи системы этихъ трехъ точекъ относи- 
тельно оси Ау равенъ: 



М 



рч-т 



г-шлш 



или: 



1ж[Э=-ьрт-^ г] 

то есть, согласно (411) равенъ моменту инерщи данной треугольной пла- 
стинки А ВС. 

Центры тяжести системы трехъ упомянутыхъ точекъ и треугольника 
совпадаютъ. Обозначимъ ихъ обпцй центръ 1'яжести чрезъ О, Проведемъ 
Оу' параллельно Оу, Согласно § 149 моменты инерц1и пластинки и си- 
стемы трехъ упомянутыхъ точекъ относительно Оу' равны между собою. 
Точно также будутъ равны моменты инерц1и треугольнигса и системы 
трехъ точекъ относительно оси Ох' перпецдикулярной къ Оу'. Следова- 
тельно, согласно § 176, будутъ равны между собою и моменты инерщи 
трехъ точекъ и треугольника относительно оси 01з' перпендикулярной къ 
осямъ Ох' и Оу'. 

Одна изъ главныхъ центральныхъ осей перпендикулярна плоскости 
треугольника и она общая для него и для трехъ точекъ; это и будеп» 
О/. Дв* друпя центральный главный оси лежать въ плоскости треуголь- 
ника и моменты инерщи относительно ихъ суть наибольшШ и наимень- 
Ш1Й. Поэтому эти оси тоже общ1я для треугольника и для системы трехъ 
точекъ. 

йтакъ главные центральные моменты инерщи системы трехъ точекъ 
соответственно равны главнымъ центральнымъ моментамъ инерщи тре- 
угольной пластинки и относятся къ гЬмъ же главнымъ центральнымъ 
осямъ. 
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Следовательно, согласно § 185: треуюльная плоская пластинка и си- 
смема трехь пючекъ^ разм7ьщенныхъ вь средпнахъ сторонь энного треуголь- 
ника и имгьющихъ каждая массу равную -^ массы пластинки, €уть си- 
• ' «> 

г темы равныхъ моментовъ инерцги. 

§ 187. Центральный эллипсъ ннерцш треугольной пластинки. Предста- 
вимъ себ4 эллипсъ, который касался бы сторонъ АВ и ВС треугольника 
ЛВС въ ихъ срединахъ 1" и В; тогда, но теорем-Ь СатоЬ^ онъ коснется 
стороны АС въ ея средин-Ь Е. 
Но ВР параллельна касательной 
С А, имеющей точку касан!я въ Е, 
11оэто1гу прямая, соединяющая Е 
съ срединою N прямой ВЕ, про- 
ходитъ чрезъ центръ О эллипса. 

(ЛтЬдовательно центръ О эллипса А,"^ ^''^"-■^ \^ т---^ Хс 

совпадаетъ съ центромъ тяжести 
треугольника. 

Докажемъ, что этотъ эллипсъ и есть центральный эллипсъ инерцш 
треугольной пластинки. Положимъ: 

ОЁ = г 

г' = половин* дхаметра сопряженнаго съ г 
О) = уголъ составляемый г и г\ 

Сл-Ьдовательно: 

0^=-\ г (412) 

Уравнен1е эллипса отнесеннаго къ сопряженнымъ осямъ г и г' будетъ: 




г' г'^ 



= 1 



или, согласно (412): 






Аг г 



12 



Отсюда: 



3 



Е^^ = ^ ^" (413) 

4 



Но моментъ инерщи треугольника относительно оси ОЕ равенъ мо- 
менту инерцш трехъ точекъ Е, Е, В, изъ коихъ каждая им^етъ массу 

.V Л/. Этотъ моментъ инерщи равенъ: 

2 



6 

или, благодаря (413): 

|- М .^ г,' .згп'о) (414) 

о 4 
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Но по теорем'Ь Аполлонгя: 

гг' . згпи) ^=: аЬ 

гд'Ь а и Ь суть главные полуоси эллппса; площадь эллипса равна: 

т:иЬ = т: . гг' . 8ьп (о = Д. 

Сл'Ьдовательно величина, обозначенная номеромъ (414), равна: 



3 



^ . -5-3 = моменту инерцш относительно ОЕ. 



Следовательно моменты ннерц1и относительно осей ОЕ, 0Ъ\ ОВ об- 
ратно пропорщональны квадратамъ: ОЕ^, ОЕ^, ОВ^. Если изъ вс"Ьгь 
взаимно подобныхъ эллипсовъ инсрщи выберемъ такой, который прохо- 
дить чрезъ точки Е, Р, В {з, это согласно сказанному возможно) и Сл'Ь- 
довательно епце чрезъ три противуположные имъ конца д1аметровъ вписан- 
наго эллипса, то зам'Ьтимъ, что два эллппса только тогда могутъ им'Ьть 
в общихъ точекъ, когда они совпадаютъ, и заключимъ, что вписанный 
нами эллипсъ и есть центральный эл.1ипсъ инерцш треугольной пластинкд. 

§ 188. Эллипсоидъ инерцж треугольной пластинки. Дерпендикуляръ къ 
плоскости пластинки, проведенный чрезъ ея центръ тяжести, есть одна 
изъ главныхъ центральныхъ осей инерщи пластинки, такъ какъ плоскость 
ея есть главная центральная плоскость. Следовательно вписанный эллипсъ 
предыдупцаго параграфа есть одно изъ главныхъ сЬченШ эллипсоида инер- 
цш пластинки. Поэтому, если 2 а и 2Ь суть главныя оси этого сЬчешя, 
то, согласно § 176, третья ось 2 с эллипсоида инерщи опред'Ьлится «зъ 
уравнен1я: . 



С^ а' О' 

И уравнен1е эллипсоида инерщи, отнесенное къ его главнымъ осямъ 

а- О* с^ 

§ 189. Аффино-преобразован'ю. Если увеличимъ, или уменьшимъ въ 
одинаковое число разъ разстоян1я всЬхъ точекъ системы отъ данной плос- 
кости, то получимъ ДРУ17Ю систему точекъ, которая называется аффит- 
преобразовашемъ первой системы относительно данной плоскости. 

Теорема: Аффино-преобразовангя двухъ системь равныхь момснтовь 
инер1(ги суть системы тоже равнглхъ моментовъ инериш. Если начало 
координатъ находится въ обп1емъ центр* тяжести двухъ данныхъ системъ 
равныхъ моментовъ инерд1и и если условимся обозначать значками ве- 
личины, относящ1яся къ одной изъ этпхъ системъ, то: 

1 т = II т': У1 тх = о\ И т'х' — о . ,^^,. 

.... (41о) 



Ц тх^ = I т'х'^; Г т?/^ = 2 т'у'^' 



сигельно плоскости (х, у). Точка (а-, у, г) п«роЙдеть въ точку (т, у, пг): 
точка {х', у\ л') перейдеп. вг точку [х', у", пг); массы т н га' иерей- 
дут1. (всгЬдств1е удливнон1я алементовъ) въ массы ив» и пт'. Ясно, чтс! 
тождества (415) посй такого преобразован гя останутся тождсствааи, и 
II потому новыа системы пудутъ ооять системами раькыхъ моментот. 
пяерши. 

§ 190. Эмипсъ инерц1и аффино-преобразованной системы есть аффино- 
преовраэован1е эллипса инерцж данной смстеяы. Пронзведеиъ такое а<||фино- 
ирсобрааовашо относите,тьно оси а: данной плоской системы, при котором!, 
то'тка (X, у) переюдпть въ точку (ж. у'). гд'Ь у' = пу\ масса т перехо- 
дить въ массу т\ ГД'Ь »н' = пт. 

Получимъ: 

Уз ' V ' 1 1 



= „У 



\ тху ^ — ^ Л 1 



(116) 



Оллвосъ внерщи данной системы выражается уравнешемъ: 

Х»1;1пу' — 2ХГ1тл:;/н- Г1;1/1Ж= =АЛ;. . . .(417) 
^.1липсъ ииерц,1и преобразованной системы выражается уравнеН1емъ: 

.\'> 1; ту* — 2Х' Г' ;: т'ху' -н г* 1: т'х'' = к'М' . . (418) 
Произведя надъ (417) а1|)фино-преобразо8аше. выражаемое равенствами 
X' = X; Г' = пГ; 

в выбирал А' такъ, чтобы к' := п^к, иолучнмъ (418). Итакъ: аллипсъ 
внерпш аффино-преобразованной системы есть аффиао-преобразоваше 
эллипса инерщи данной системы. 

§ 191. Центральный эллипсъ инерцш параллелограмма . Теорема преды- 
лущэго параграфа позволяет!, определять нндт, эллнпсовъ внерщи иен'Ье 
правильныхъ фигуръ по извЬстноиу вид}' эллипса инерц1и фигуры бод^е 
правильной. Напрнм-Ьръ: Эллипсъ инерщи квадрата есть вписанный въ 
него Еругъ. Проиаведеиъ два подрадъ афф|1ВО-преобразован1я, первое отно- 
ситс.1ьно стороны квадрата, переводящее его въ орамоугольннкъ, второе 
относптельно дДагонали этого прямоугольника, переводящее его въ парал- 
лелограммъ. При атомъ круговой в.1липсъ инерц!н квадрата обратится въ 
эллнпсъ, вписанный въ параллелограмм!, в касающ1Йся его сторонъ вт. 
11X1. срединахъ. Поэтому, согласно § 190, полупвмъ, что: Э.инпсъ инерщи 
параллелограмма есть эллипсъ вписанный въ параллслограммъ и касаю- 
пцйся его сторонъ въ пкъ срединахъ. 
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§ 192. Найти систему 4-хъ точекъ, которая была бы системою равныхъ 
иоиентовъ инерц1и по отношен1ю данной системы. Пользуясь аффино-пре- 
образован1емъ можно доказать (см. ВоиНи Ые Вупап11к йег бузуете 
зШггег КОгрег. 1;. I, § 44), что р'Ьшен1е задачи, обозначенной въ за- 
глав1и этого параграфа, всегда возможно и что существуетъ безконечяое 
множество ея р^шешй для каждой данной системы. Требуя бол^е симме- 
тричнаго рас110ложен1я нскомыхъ точекъ, мы упростимъ задачу и полу- 
чимъ одно р'Ьшеше. 

Найдемъ главные центральные моменты сл'Ьдующихъ четырехъ то- 
чекъ (фиг. 66): (о, Ь, с);(о, — 6, с); (а, о, — с); ( — а, о, — с), предпо- 
лагая что масса кащой точки равна т. 

Не трудно уб'Ьдиться, что для такой си- 
стемы: 

Е тх =^ о 

Е ту = о 

и что, сл'Ьдовательно, центръ тяжести системы 
находится въ начал* координатъ. Не трудно 
вид'Ьть та1гже, что плоскости (у, лг) и {^^, х) 
суть плоскости симметр1и системы. Сл'Ьдова- 
тельно оси координатъ суть главный центральный оси инерщи. Моменты 
инерщи относительно этихъ осей будутъ: 
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Фиг. 66. 



А = ^2т{у^ч-;г^) = т (Ь' -ь с') +- т {Ь^ -ь с^) 



те- 



те' 



Д = 12 т (^г- -+- я;^) =: тс^ -н тс^ -ь т (а^ -+- с^) -ь т (а^ -+- с^) 



С = У1 т {х- -н У') = тЬ^ -+- тЪ^ 4- та' 



та' 



или: 



А — 


2ш 


(Ь= 


-ь 


2с») 


ь — 


2т 


(«' 


-+- 


2е') 


= 


2ш 


(«' 


-+- 


Ь') 



(419) 



Если главные центральные моменты инерщи какой нибудь данной 
системы точекъ равны Л\ В\ С\ то для того, чтобы выбранная нами 
система 4-хъ точекъ им'кла так1е же моменты инерщи, необходимо и до- 
статочно, чтобы, согласно (419). 

А 



2с' = 



а- -»- 2с^ = 



«2 -ь Ь^ = 



2т 

В[ 

2т 

С[ 
2т 



(4201 
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Называя массу данной системы Л/, полагая 31 = Ат и определяя 
а^, Ь\ с^ изъ (420), получимъ: 



Ь- =-4 (С ч- Б' — Л') к . 
Ж 



2с= .= ^(В•-^- Л^- С) 



(421) 



I 



Правыя части этпхъ уравнен1й всегда положительны, потому что мо- 
менты инерщи всякой системы таковы, что изъ нихъ можно составить 
треугольникъ (см. § 171) и следовательно величины, стоящ1я въ скоб- 
кахъ правыхъ частей уравнен1й (421), всегда положительны. Поэтому 
всегда можно подыскать так1я а, Ъ, г, который удовлетворяютъ уравне- 
н1ямъ (421) если А', В\ С суть моменты инерц1и. 

Итакъ, всегда можно расположить по указанному способу четыре точки 
такъ, чтобы главные центральные моменты инерщи системы этихъ точекъ 
были равны главнымъ центральнымъ моментамъ инерщи данной системы. 
Но въ такомъ случаЬ, согласно § 185, моментъ инерщи системы четы- 
рехъ точекъ относительно какой бы то ни было оси будетъ равенъ мо- 
менту инерщи, относительно той же оси, данной системы. 

Найденный способомъ, указаннымъ въ настоящемъ параграфе, по фор- 
муламъ (421) четыре точки можно назвать точками, характеризующими 
моменты инерщи данной системы, въ которой главные центральные мо- 
менты инерщи равны А\ В\ С, 

% 193. Найти систему трехъ точекъ, характеризующую моменты инерц1и 
данной площади. Это значитъ найти такую систему трехъ точекъ, моменп» 
инерщи которой относительно любой оси былъ 
•бы равенъ моменту инерщи данной системы отно- 
сительно той же оси. 

Задача эта тоже допускаетъ множество рЬ- 
шен1й, но мы, требуя нЬкоторой симметр1и, най- 
демъ одно р'Ьшен1е. 

Опред^лимъ главные центральные моменты 
инерщи системы, состоящей изъ точекъ (о, — Ь)\ 
{ — а, — Ь)\ (о, 2Ь) (фиг. 67). Центръ тяжести 
-ел находится въ начал-Ь координатъ и ось у 

есть ось симметр1и. СлЬдовательно осп координатъ суть главный цен- 
тральныя оси. Опред'Ьляемъ (полагая, что масса каждой точки = ш): 



У 


1 




2Ь 





-Ь 


-а 


•♦•а 







Фиг. 67. 



А = }1 7пу' 



бтР 



В = ^тх^ = 2та' 



л V/ V 



Если главные центральные моменты инерщн данной площади суть 
А\ В\ то а и Ь определятся изъ уравнешй: 

В 



а' 



Ъ' = 



2т 
Л' 



Если масса данной площади = М и М =. Зт, то: 

2 М 

1 Л' 



а' = 



Р=1 



2 М 



§ 194. Услов'ю, чтобы данная прямая была одною изъ главныхъ осей 
для какой-нибудь точки. Мы вид']^ли, что для каждой точки пространства 
существуетъ, для данной системы, свой эллипсоидъ инерщи и свои главныя 
оси. Р4п1имъ следующую задачу: дана неизмЬняемая система матер1а1ь- 
ныхъ точекъ и дана прямая. Определить ту точку этой прямой, для ко- 
торой она есть одна изъ главныхъ осей инердш и, если такая точка 
существуетъ, определить две друг1я относящ1яся къ ней главныя оси инерщн. 

Примемъ данную прямую за ось з и какую-нибудь ея точку за начало 
прямоугольныхъ координатъ. Пусть С есть та точка, лежащая на оси в, 
для которой ось г есть одна изъ главныхъ осей инерщи. Положимъ, что 
две друг1я главныя оси для точки С суть Сх^ и Су. Обозначимъ чрезъ А 
разстоян1е ос и чрезъ в уголъ между Сх и Сх\ Формулы преобразоваюя 
координатъ будутъ таковы: 

х! := X . со$Ь -{- узгпЬ 

у' =^ — X . вгпЬ -^ у . созЬ 

С.1едовательно, если Сж',- Су\ С/ суть главныя оси инерщи, то: 

^1 тх^г' =^ созЬ . )1 тхе -ь згп в , ^шул 

— Л (С05 6 . X тж ч- 5т 6 . Е ту) = О (422) 

■ Е ту'^' = — зтЬ . У1 тхг н- С05 6 . Е туг 

— П{—НпЬ.^тх-^ео8Ь.}:ту) = (423) 



У:тхЧу = Ет (у^ — х') ^:!1^ ^ ^тху . ш (26) = О . . (424) 

Изъ (424) следуетъ: 

. /о^ч 2Етх1/ 2Р ,,^., 



рЙсклтая А иа1. уравневШ (422) я (42Ь), получить: 






. (426) 



Н-- 



Уравнеше (426) и представлясп. собою ус10В1е. выподнс-те котораго 
веоОходвио для того, ятобы ось г могла быть одною иэг главныгъ осей 
инерщи для Еякой либо лежащей на ней точки. 
Изъ (422) и (436) ии^озгь; 

г ^1 туг 

: -ту ' 

■Эта формула (427) оиредФляел. положен!? ка оси 
Формула (425) определяет!. 1толожен1е двухъ других!, г 

§ 195. Сл^детвЕя, вытекающ'я изъ уравнен1й предудущаго параграфа. 
1 I Если; 

12 \пхе = О 1 



- (427) 



скомой точки. 
их1. осей. 



. (428) 



то уравнены (422) н (423) удовлетворяются при А = 0. Сл'Ьдовательно, 
уравнения (428) представдяюгь собою усэов1я достаточный для того, 
чтобы ось г была одною изъ главныхъ осей инерцш для начала коор- 
)Шиать. 

2) Если система представляегь собою плоскую пластинку и ось г 
перпендикулярна къ ней, прохом чрезъ какую бы то ни было точку ея 
плоскости, то услов1я (428) соблюдены, Сл'Ьдовательно одна изъ главныхъ 
осей пластинки для какой либо точки О ея плоскости есть перпендику- 
ляръ возставленный къ зтой плоскости изъ точки О. 

3) Уравнен1е (425) не содержит!, величины А. Следовательно, если 
ось г служить одною изъ главвыхъ осей инерщи для н'Ьско.1ькихъ леяса- 
пшхъ ва ней точекъ, то остальныя главный оси инерщи этихъ точекъ 
соотв'Ьтственно параллельны ,1ругъ другу. Въ этояъ случае уравнеше (427) 
должно давать несколько р^шешй для А. Но такъ какъ А входить вь (427) 
только въ первой степени, то такое множество р'Ьшон1Й можетъ суще- 
ствовать только ири выполневЕи услов1Й 



= О; 



'~ту = 



: 0; Етуг := 



то есть, ось г должна проходить чрезь центръ тяжести и быть главнон! 
осью уже Д.11Я каждой изъ лежащнхъ на ней точекъ, такф хакъ начало 
координат'ъ О можетъ быть взято на ней произвольно {въ любой ея точк*). 
4) Если за оси х, у, г приняты главный цттральныя оси пнерцш, 
то (422) и (423) удоа1етворяются всякими -зиачешями А. Сл-Ьдовательно 
ыавная центральная ось инерцш служнп. главною осью инерщи для каж- 
дой изъ лежащнхъ на ней точекъ. 

Двлове.— Курсг творетячегкоа к 
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§ 19в. Распред-Ьлеже гдавныхъ осей инерцЫ въ плоскости. Р'Ъшимъ 
задачу: 

По данному положенгю главныхъ иентральныхъ осей ох^ оу^ ог и по 
даннымъ величинамь главныхъ ценшральныхъ моменуповъ инерцги найти 
положенье главныхъ осей и величины и^лвныхъ моментовь ине^щш для ка- 
кой либо точки Р, лежаи^ей въ плоскости (х, у). Такимъ образомъ прн- 
мемъ обозначен1е: А, Б моменты инерцш относительно осей х и у; М 
масса системы. Положимъ А>В. Пусть Н и 8 дв* точки лежащ1Я на 
оси X по об!) стороны О такъ что: 

0Я=0.9 = |/^^^ / (429) 

Эти точки называются фокусами инерцги плоскости (х, у). 

Такъ какъ фокусы инерщи лежать на одной изъ главныхъ централь- 
ныхъ осей, то, согласно (№ 3) предыдущаго параграфа, главныя оси для 
точекъ Н и 8 параллельны главнымъ центральнымъ осямъ. Моменты 
инерцш относительно гЬхъ главныхъ осей для точекъ Н и 8, который 
лежать въ плоскости (ж, у) соотв1Ьтственно равны: 

А 
Б -н 3/ . 05 ^ (430) 

Но согласно (429) второй изъ этихъ моментовь, определяемый фор- 
мулою (430) тоже равень А. Следовательно, оси лежапщхъ въ плоскости 
{х, у) главныхъ сЬченШ адлипсоидовь инерщи построенныхъ для Н и 5 
равны меаду собою. Поэтому каждое такое сЬчете есть кругъ. Итакъ 
всякая прямая, проходящая въ плоскости (ж, у) чрезь фокусъ инершн 
этой плоскости, есть главная ось для этого фокуса^ и моментъ инершн 
относительно всякой такой прямой равень А. 

Одна изъ главныхъ осей для точки Р, лежащей въ плоскости (х, у\ 

есть перпендикулярь к'ъ этой плоскости. Действительно если р я ^ суть 

координаты точки Р, то такой перпендикулярь будеть главною осью при 

условхяхъ: 

Ит {х — р) ^ = О 

1 т (у — д) ^г = 0. 

Но услов1я эти выполняются, такъ какъ начало координатъ въ центре 
тяжести и оси координатъ суть главныя центральный оси инерщи. 

Положеше двухъ другухъ, лежащихъ въ плоскости (х, у), главныхъ 
осей для Р определяется при помощи следуюпшхъ соображен1й. Соеди- 
нимъ Р съ фокусами Н и 8 прямыми РН и Р8. Л1оменты инерщи от- 
носительно этихъ осей РН и Р8 равны между собою и равны порознь Л 
по изложенному выше свойству фокусовь инерщи. Но оси построеннаго 
для Р эллипса инерщи делить пополахъ смежные углы, образованные 
равными д1аметрами. Следовательно искомый главныя оси для Р суть 
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биссектрисы смежиыхъ угловъ, составленныхъ прямыми ТН и Р5. Это 
приводить насъ къ следующему заключешю: нормаль и касательная вь 
любой точкть Р любого эллипса или гиперболы^ имгьющихь фокусы въ Н 
и 8 и суть главный оси инерг^гы для 7почки Р *). 

Итакъ, для нахождешя главныхъ осей инерщи для точки Р, лежащей 
въ главной центральной плоскости (х, у) поступаемъ сл^дующимъ обра- 
зомъ (фиг. 68). Откладываемъ на оси х наибольшого момента по об* 

стороны центра тяжести длины |/ ^ , Получимъ такимъ образомъ 

фокусы инергт Н и 5. Проводимъ эллипсъ, проходящШ чрезъ Р и 
им^юпцй фокусы въ Н и 8. Нормаль и касательная въ Р къ этому эл- 
липсу и будутъ главными осями 
для точки Р. Третья главная 
ось перпендикулярна къ этимъ 
двумъ. 

Намъ еще остается опре- 
делить моменты инерщи отно- 
сительно найденныхъ главныхъ 
осей. 

Проведемъ произвольную 
прямую КЬ чрезъ центръ тя- 
жести О (фиг. 68). Положимъ, что она составляегь съ осью х уголъ 6. Опу- 
стимъ на эту прямую перпендикуляры 8К и НЬ. Моментъ инерщи ^^ 
относительно КЬ будетъ 

/о = Лсоз^Ь -+- Взгп^Ь = А — {А — В) згпЧ 

или, согласно (429):^ 

^^ = Л — М,(08. згпЬу = А — М.8К^ 

Проведемъ чрезъ Р прямую РТ параллельную къ КЬ и опустимъ на 
нее перпендикуляры 8Т и Н2, Моментъ инерщи относительно РТ будетъ: 

еТ^о-ьЖ . КГ^=А-^М{КТ-8К){К1:-\-8К)=А-\-8Т . ЯХ. . (431) 

Пусть РТ будетъ касательная, РР* нормаль того эллипса, который, 
им^я фокусы въ Н п 8, проходить чрезъ Р, и уравнеше его будетъ 

§-ь^=1. Тогда: . ^ 

а^-Ь^=08'^^-^ (432) 

Поэтому: 




А-^'8У.НХ=А'^МЬ' (433) 

ибо произведете 5Г . НХ есть ве.1ичина постоянная равная Ь. На осно- 
ванш (432) имЪемъ: 

А-^МЬ' = В -^ 31а' = В -\- М ^^^-±^^±\ . 

*) Отсюда выясняется и назван1е „фокусы инерцш". 

11* 
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« 

Пользуясь гиперболою и прямою РР\ найдемъ что моментъ инерцш 

2 ) • Итакъ искомые главные моменты 

опред'Ьляются форв1улою: 

г ,. м. ( «^1^?)' («4) 

§ 197. Распред'Ьлеи'ю главныхъ осей ииерц1и въ пространств'^. 

Теорема: Сумма момента инериги С относительно плоскости, 
проходятцей черезъ данную точку и момента инерцги С относи?пельно 
нормали къ этой плоскости въ той оюе точк1ь равна моменту инериш 
Г тг^ относительно этой точки. 

Доказательство: Изъ условШ 

С=1:т {х" -ь у^) 
С'^'^т^^ 



сл'Ьдуетъ: 
или 



С-4-С' = 2:тг^ (435) 

что и требовалось доказать. 

Пусть А, В, С суть главные центральные моменты инерцш данной 
системы, массу которой примемъ за единицу. 

Построимъ поверхность 2-го порядка однофокусную съ центральнымъ 
гиращоннымъ эллипсоидомъ. Положимъ, что полуоси а, Ь, с построенной 
поверхности определяются уравнешями: 



а^ = А-{-1 
Ь^ = Б ч- X 



^ (436) 



Найдемъ моментъ инерщи данной системы относительно плоскости 
касательной къ построенной поверхности. Пусть а, р, ^ суть углы, со- 
ставляемые нормалью этой плоскости съ осями координатъ. 

Моментъ инерщи системы относительно центра тяжести (начала ко- 
ординатъ) согласно § 174 равенъ -^ {А-^В-^ С). Моментъ инерщи отно- 
сительно нормали, составляющей съ осями координатъ углы а, р, 7, со- 
гласно (346) равенъ А соз^а-^ Всоз^^ -ь С соз^^. Следовательно, по 
теореме, доказанной въ начале настоящаго параграфа, моментъ инерщи 
относительно плоскости, параллельной разсма1риваемой касательной плос- 
кости но проходящей чрезъ О равенъ 

1(А-^Б -^ С) — {Ас08^а-^ Всоз^^-^Ссоз^-^). . . (437) 

Моментъ инерцш осносительно самой касательной плоскости получится, 
согласно (337), если къ (437) придадимъ квадратъ разстояшя мевду па- 




раллельиыии алоскостяии, равтыВ 

[Л ч- Я) соя' а -*-(В-*-Х)соз'У*- (С-^>.) етв'т- 

СгЬдовательно искомый моментъ инершн относительно касательной 
плоскости равенъ: 

I {А -\- В -I- С) -\- }^ (43У1 



нзм, на основан1и (436); 



-А)^ 



= С0П81 



(43У) 



Итаиъ: .моменты инериги (>аннои системы, отнисительно плоскостей 
касательмыг-ь кь пове11хноапи конфокальной а, гкятральнымь гпрапгон- 
нымь эллш1С014дом1, ровны между собою. 

Пзв'?.стно, что чрезъ каж;(уй) точку пространства нроходятъ дв'Ь но- 
1«.-рхност11 конфокальныя съ эллипсондомъ, на Еоторомъ лежнтъ ата точка, 
такъ что чреяъэту точку ироходятъ три конфокальныя повер1вости:трехг- 
осный эллилсоидъ, дцуиолый гниерболои,ть и однополый гиперболоидъ. 

Докажемъ, что плоскости, касотеАьныя въ даююй точкп кь тргмъ 
про^:о<1я1тмъ чрезъ нее конфокальнымъ пов/^хиостя-чъ, одш1 «л кои-гъ 
есть зллинапФ. конфокальный сь щ-птральмм.»ъ 1ирацшнны.чъ эллипсои- 
<к»мъ, с!/ть три кмвныя плоскости инерц/и для данной точки и что, 
слп<)овательно. три нрямыя кисательпыя кь азаимнымъ шрсС1ьче1йямъ 
ипить илоскосте1( суть глпвныя оса Ушрн'ш для данной точки. 

Дока-штельстт: Всякая касательная плоскость Т' Т' (фиг. 69) про- 
веденная К1. эл,типс011ду параллрльно любой некасательной плоскости ТТ 
ироходяшей чрезъ точку Р, дальше отстоитъ огь 
центра чЬмъ плоскость ТТ. Поэтому моменп. 
инерщ'и относительно плоскости ТТ мен-Ье мо- 
мента ннерц||1 относнте.1ьно плоскости Т' Т'. 
Но, согласно сказанному по поводу формулы 
(439) моиентъ ннерщи относительно Т Т' ра- 
венъ моменту кнерцй! относительно касательной 
плоскости проведенной чрезъ Р. Сл-Ьдовательно 
моментъ инерщи относительно плоскости, про- 
веденной чрезъ Р касательно къ проходящему 
чрезъ Р гомофокальному яллипсопду больше иоментовъ относительно дру- 
гихъ плоскостей, проходяпшвъ чрезъ Р. Сл'Ьдовательно, ата касатс'льная 
плоскость есть одна изъ главныхъ плоскостей инер1ци, именно та, кото- 
рая соотв'Ьтствуетъ наибольшему моменту пвершы. Точно также можно 
доказать, что проходяш,ая чрезъ Г плоскость касательная къ двуполому 
гиперболоиду есть главная плоскость соответствующая наименьшему мо- 
менту инерщю. Поэтому, благодаря взаимной ортогональности гомофокаль- 
ныхъ поверхностей, плоскость касательная однополому гиперболоиду бу- 




Фкг. ): 
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деть тоже одною нзъ главныхъ плоскостей инерщи для точки Р, именно 
тою, которая соотв'Ьтствуетъ среднему главному моменту. ПересЬченхя 
этихъ трехъ плоскостей будутъ главными осями инерц1и для точки Р. 
Что и требовалось доказать. 

Найдемъ величины этихъ главныхъ моментовъ инерщи. 

Пользуясь сказаннымъ въ§§174и149не трудно доказать, что по- 
лярный моментъ инерцш относительно точки Р равенъ: 

^ (Л ч- В -+- О) ч- ОР* (440) 

Изъ (435), (438) и (439) сл-Ьдуетъ, что главные моменты инерцш для 
точки Р будутъ: 



2 



(441) 



ОР^ — К = ^г } 

гд'Ь Х^, Хд, Хз суть параметры конфокальныхъ поверхностей. Зам^тимъ, 
что обпцй видъ уравненШ этихъ поверхностей таковъ: 



В 

§ 198. Поверхность равныхъ главныхъ моментовъ инерцш. Посмотримъ 
какъ расположены въ пространстве гЬ точки, для которыхъ одинъ изъ 
главныхъ моментовъ инерщи им^етъ одну и ту же величину ^. 

Для этого достаточно положить ^ постояннымъ и, опред^Ьливъ X изъ 
уравнен1я 

1г X = о 

представляющаго собою одно изъ уравненШ системы (441), подставить ея 
величину въ уравнеше (442) одной изъ конфокальныхъ поверхностей. 
Получимъ: 

Но: 

Следовательно точки, для которыхъ одинъ изъ главныхъ моментовъ 
равенъ /, расположены на поверхности: 

^ , ^ »' . 

Это есть знаменитая въ оптик* и кристаллографш Френелева поверх- 
ность световой волны двухоснаго кристалла. Какъ известно, с^^чешя ея 



ж» 


1 1 


А-^-г'- 


^ Вч-г' I с'ч-г» ^ 




г' ж' -+- у*. 



— .*167 — 

плоскостями координатъ представляютъ собою: кругъ въ эдлипсЬ, эллипсъ 
въ кругЬ и эллипсъ пересЬкающхйся съ окружностью. Точки пересЬчснхя 
этого эллипса съ окружностью суть особгля точки, въ которыхъ внешняя 
полость переходить во внутреннюю. 

Въ аналитической геометр{и доказывается, что поверхность (443) мо- 
жетъ быть получена сл-Ьдующимъ образомъ: перес4чемъ трехосный элдип- 
соидъ плоскостью, проходящею чрезъ его центръ; въ с*чен1и получимъ 
эллипсъ, повернемъ его въ его плоскости на 90°. Если со всЬми эллип- 
сами получаемыми въ плоскихъ центральныхъ с'Ьчен1яхъ поступимъ также, 
то-есть повернемъ каждый изъ нихъ на 90° въ его плоскости, то сово- 
купность повернутыхъ эллипсовъ составить поверхность (443). 



ГЛАВА IV. 

Вращен1е твердаго тЬла около оси. 

9 199. Общее дифференц1а)1Ьиое уравнеи1е вращетя твердаго гЬла около 
оси. Примемъ ось вращешя за ось иксовъ. Такая неизменяемая система 
способная вращатьси около оси х подчиняется (см. § 142) закону пло- 
щадей: 

Это уравнен1е (444) и есть общее уравненхе вращешя неизменяемой 
системы (абсолютно твердаго гЬла) около оси подъ действхемъ какихъ бы 
то ни было силъ. 

Въ течен1и времени й^ радхусы (перпендикуляры опущенные на ось) 

всЬхъ точекъ твердаго гЬла повертываются на одинъ и тотъ же уголъ йф. 

Но согласно (135) 

ув^ — гйу = г^д.^ (445) 

гд* г есть рад1усъ каждой точки т гЬла. Следовательно: 
Суммируя (446) на вс* точки гЬла, получимъ: 

%-%УП«- ("'> 

Зд'Ьсь -^ можно б^тло вывести за знакъ суммы, потому что йср для 
всЬхъ точекъ г|ла* одинаково. Согласно съ § 147-мъ. 

Ф = а>^ 

% = '^ (^^«) 



1Л' 
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Следовательно -^ есть угловая (или враг^^^тельная) скорость тЬла. 
Поэтому (447) принимаетъ видъ: 



2'"( 



»1-1)=»^=§-^- <*"' 



Линейная скорость V точки т гЬла, согласно съ (331) равна ^г. 
Следовательно количество движенгя ть точки т гЬла равно тсог. Про- 
изведен1е та)г^ этого количества движешя на разстоянхе г точки т отъ 
оси называется моментомъ количества движенгя точки т. Величина же 
у^тпуг^ называется моментозсъ количества движенгя всего птла, Изъ (44Г)) 
и (448) видимъ, что моментъ количества движешя точки т равенъ 

т и/ -1 е '--- I = тг^а^ = тг^ ,; 

У'' йЬ АЬ } си 

Изъ (449) видимъ, что моментъ количества движенхя тЬла равенъ: 

МОМ. КОЛИЧ. ДВИЖ. = / ^(У -11 — ^ ^] ^ ^' ^ ^^ '^ ' ^' ' ' ^^^^^^ 

Дифференцируя (450), получимъ: 

2 Г^~^^~^' 



или, согласно съ (444) 



^ = ^{у2 ~гУ). 



Но согласно съ (249) правая часть этого уравнен1я есть иоментъ I 
пары направленный по оси вращен1я х. Итакъ 

^•«^^^ ^'''^ 

Начало сохранен1я площадей (444) приняло видъ уравнешя (451). 
которое можетъ быть выражено такъ: 

й^ср __й«> моменту силы относит, оси вращешя . 

сИ^ сИ моментъ инерц. относит, оси вращен. • • V - 

Для мгновенныхъ силъ, наприм'Ьръ для удара, изм^няющаго угловую 
скорость О) въ (I)', получимъ уравнен1е: 

, моментъ удара относит, оси вращен. ,,_, 

(!)' — (О = — ^^ . . . 14оЗ) 

моментъ инерц. относит, оси вращен. 

§ 200. Общее диффереиц1альное уравнен1е движен1я тяжелаго твердаго 
т'Ьла около горизонтальной оси. Если ось вращен1я горизонтальна, ось ^ 
взята по вертикали внизъ, то обозначая чрезъ д ускорен1е земного тяго- 



I 







х = 


= 1 






7 = 


° 






г^ 


Щ,.\ 


1СТВШ 


этого (444) 


примет! 


видъ 




2"[» 




,1', 



-^ = утду.. 



(4551 




Фя1-. 70. 



§ 201. Фиэичеен1Й маятникъ. Нонзл^вяеная система движущаяся, подъ 
вл1ян[е1п. сооствонной тяжести, около горвуонтальвой оси совершая только 
капан1я. а не полные обороты около оси, называется физцческняъ маят- 
нцкомъ. Наследуем!, движен1с физичоскаго маятника, пользуясь уравне- 
н1емъ (455) и сводя Л'^ло къ сравнеяио двнжен]я физпчеспаго малтника 
съ н:игЬствыиъ вамъ изъ § 7Т движсшемъ 
маятника математвческаго. 5 '■ ^ 

Пзберемъ, кром-Ь венодвижной систены 
координзгь (фиг. 70), еще другую подвиж- 
ную- (', т), 1^) неизменяемо соединенную съ 
фиэнпесЕимъ маятникомъ. Эту подвижную 
систему изберемъ такъ, чтобы ось 5 сов- 
падала съ осью X вращенШ; оси же 1) и ^ 
участвуютъ во вращсн1и г1;ла. Начало ко- 
ординатъ О той и другой системы возьмснъ гд-Ь-нибудь на оси враще- 
Н1Я. Обозначим!, чрезъ 6 уголъ составляемый въ какой-либо моментъ осями 
С и г. Не трудно индЬть, что и оси у и т] составляюгь тотъ же уголъ Ь. 
Формулы 11реобразоаан1Я координагь бу,»угь; 

X = Х I 

у = г^.а)зЬ — Х,.^пЬУ (450) 

.' = 7] . ^т & -ь 5 . сОй Й I 

Днфференцирус'мъ эти уравнетя, принимая во вннмаше, что, съ тече- 
ншмъ времени изменяются только у, г и в; ве.и1чипы же х, 5, ■>\, С не 
меняются, потому что точка (5, т], ^) гЬла не перем'Ьщастся въ самоиъ 
тЬл'Ь (относительно системы ?, т^, С) и остаатся въ одномъ и томъ не 
разстоян1и X отъ неподвижной плоскости {у, г), ДнфференцироваИ1е урав- 
нен1Д (456) даетъ 

дх 



^-(ъ 



- (Т) .С05 в — С. 3)Н Ь) 



(457) 
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Дифференцируя затЬмъ уравнеЕ1я (457), иолучивгь: 



^ 

т 



7 = 



(О" 



Л2Л 

(т] . «гл 6 н- Е . С05 0) - "2 — (т] . С08 в 



й-е 



= (Т] . С05б — С . т 6] -г-д- — (7).5«п6-Ьь.С05б) 



Л' 






(45$) 



Сравнивая (457) съ (456), получимъ: 

их 



сИ 



= 



^ _ 



^6 



г . 



сИ 



си 



^г/ • 



т 
аг 



(459) 



Сравнивая (458) съ (456), получимъ: 






= 






= У 






-»Й) 



3 



I 



-'Ш'| 



(460) 



Подставляя въ (455) величины, определяемая изъ (456) и (460) 
получимъ: 






}:т{71'-ь^) = У^П1д(г1.С08Ь — ^.8гпЬ) . . . .(461) 



Но 2 т (т)* ч- ^'О равно моменту инерцш гЬла относительно оси вра- 
щешя Е. Назовемъ его чрезъ «7, такъ что: 



т 



(^ч-^^) = е7 (462) 



Поэтому, и всл4дств1в того что уголь вращен1Я в одинаковъ для всЬхъ 
точекъ гЬла, уравнеше (461) приводится къ виду: 

г1 зто^ = а .совЬ . 2т7) — д .зтЬ .Лт^ (463) 

До сихъ поръ мы брали оси тг] и С произвольно въ плоскости перпен- 
дикулярной къ оси Е. Возьмемъ ихъ такъ, чтобы центръ тяжести лежать 
въ плоскости (Е, ц), тогда, согласно (290), имЬемъ: 

Етт] = О 
ЕтС=3/С 
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гд4 !^ координата центра тяжести, равная разстоянш центра тяжести отъ 
оси вращетя. Поэтому (463) принимаетъ видъ: 

^^= — Мд(,8тЬ (465) 

Вотъ каковъ окончательный видъ дифференщальнаго уравненхя дви- 
жен1я тяжелаго абсолютно твердаго гЬла около горизонтальной оси. 
Интегрируя его получимъ: 



4^] 



Мд С й {ш 6) 



й1 ~ ^ еИ 



или 






^^•л^='^•'^(-^^•'-.' 



Отсюда: 



|-Чт1 = ^— (СОЗЬ С08<1) (466) 

гд* а начальный уголъ отклонешя плоскости (?, ^ отъ вертикали. 

Это уравнеше (466) весьма похоже на уравнеше (229) движешя мате- 
матическаго маятника, которое можно представить въ вид'Ь: 

-^1 = ",^ {С08^ — С08(Х) (467) 

Изъ сравнешя уравненШ (466) и (467) выводимъ: фглзическгй маят- 
никь движется какъ такой математическгй, длина котараю равна: 

1 = — (468) 

же 

гд4: М = масса физическаго маятника; 

С = разстояше его центра тяжести отъ оси вращен1я; 
^ =^ его моментъ инерцш относительно оси вращен1я; 
I =г длина изохроннаю съ нимъ математическаго маятника. 
Тотъ маятникъ математическШ, который, согласно сказанному, дви- 
жется какъ данный физическШ, называется изохроннымъ съ этимъ фи- 
зическимъ. 

§ 202. Опред%лен1е величины ускорен1я д земного тягот'Ьн1я. Мы уже 

пользовались неоднократно величиною д, представляющею собою ускореше, 
производимое притяжен1емъ, оказываемымъ земнымъ шаромъ на гк1а на- 
ходяпцяся близъ его поверхности. Теперь мы можемъ показать какъ эта 
величина д определяется. 

Ее можно было бы определить изъ формулы 



-V] 



. (234) 
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математическаго маятника, зная его длину I и продолжительность коле- 
башя Т; но математическШ маятникъ, состоящШ изъ невтыюмой нити и 
тяжелой пючки нельзя устроить: приходится пользоваться маятникомъ 
физическимъ и тЬми соотношен1ями, который мы только что вывели. 

Назовемъ Ь длину такого математическаго маятника, продолжитель- 
ность колебан1я котораго равна 1 секунд-Ь. такъ что: 



= -У7 



1 = ^|/— (469) 

Подв']^симъ на такой же призме, на которой подвешиваются чашки хи- 
мическихъ в-Ьсовь, металлическую линейку, которая и будетъ физическим1> 
маятникомъ, и заставимъ ее совершать столь малыя колебашя, чтобы 
можно было пользоваться приближенною формулою (234). 

Обозначимъ чрезъ п' число колебангй такого маятника наблюдаемое 
въ течете ^' секундъ. Такое же число колебанШ, согласно изложенной 
теорш, совершаетъ въ (' секундъ математическШ маятникъ, им4юипй 

длину — ^ , такъ что: 

Д^ля (470) на (469) получимъ: 

4 = 1/^ (471) 

Отсюда 

'' = ^)-ж <"^' 

Изъ (469) им'Ьемъ: 

Х=: Л (473) 

Изъ (472) и (473) сл*дуетъ: 



По этой формул* (474) можно определить д, опредЬливъ величины, 
стояпця въ ея правой части. 

Оказывается, что благодаря неправильности формы земного сфероида, 
въ различныхъ точкахъ земной поверхности д им*етъ разныя величины; 

въ среднемъ 

^^. Г сантим. 1 , ^ 

д = 981 ———1 (475) 

[секуяда '^ ^ 

§ 203. Центръ качан1я физическаго маятника. ПересЬчемъ мысленно 
физическШ маятникъ плоскостью, проходящею чрезъ его центръ тяжести 
и перпендикулярною къ оси вращешя. ПересЬченге этой плоскости съ 
осью вращешя называется к^шромь подетьса. 
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Точка С (фиг. 71) лежащая на прямой соединяющей центръ под- 
в'Ьса С съ центромъ тяжести О и находящаяся отъ центра подвЬса въ 

разстоянхи 

СС = I 

равномъ длин*]^ I математическаго маятника изохраннаго съ даннымъ 
физическииъ маятникомъ, называется г4ентромь качатя 
физическаго * маятника. 

Пусть ^^ есть моментъ инерщи физическаго маятника 
относительно оси проходящей чрезъ центръ тяжести и 
параллельной оси вращен1я. Согласно (337) им^емъ: 



^ = ^^^^ м^ 



(476) 



потому что 



; = со. 

Изъ (468) и (476) им'Ьемъ 




же М.~ОС 



ОС 



• • • 



Фиг. 71. 
• .(477) 



Изъ чертежа (фиг. 71) видимъ, что: 



0С' = 1 

Следовательно, согласно (477): 



С. 



00' = -^ 

ж? 



(478) 



Опред^^иъ длину математическаго маятника I', который былъ бы 
нзохроненъ съ физическимъ маятникомъ, получаемымъ изъ даннаго если 
его подвесить за центръ качан1я С. Для этого придется въ (477) зам'Ь- 
нить I чрезъ Г, ОС чрезъ ОС. Получимъ: 



Г = 



ОС 



(479) 



м.ос 

Вставляя въ (479), вместо ОС, его величину изъ (478), получимъ: 



^, _ /р. ж; _^ _^5 



или 



м.^. 



г'=?н- 



жс 



же 



Сравнивая это уравнен1е съ (477), получимъ: 

1 = 1' 

значить, если мы сдплаемь центръ качангя центролч подвпеа, то быв- 
ш%й центръ подвлса сдллается центром» качангя. Поэтому центръ ка- 
чатя и центръ подвеса называются точками взаимными или сопряженными. 
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§ 204. Продолжительность колебан1я физическаго маятника въ зависи- 
мости отъ выбора центра подвеса. Для упрошешя нашихъ формулъ на- 
зовемъ разстояше центра подв-Ьса отъ центра тяжести Л, такъ что: 

и положнмъ 

^^ = Мк^ (480) 

такъ что Тс есть центральный гиращонный рад1усъ. Тогда (477) приметь 

видъ: 

1 = — -^Ь (481) 

А 

Если задана продолжительность колебан1я Т, то этимъ самымъ задана 
длина / изохроннаго математическаго маятника. Для даннаго гЬла служа- 
щаго физическимъ маятникомъ и для даннаго направлешя оси вращения 
гиращонный рад1усъ к есть определенная величина. Следовательно, при 
такихъ задашяхъ, въ (481) перем'Ьннымъ остается только А. Уравнеше 
(481) по отношешю къ А квадратное, и потому изъ него получимъ дляА 
два р'Ьшен1я Ь^ и Ад. 

Опишемъ около оси, къ которой относится к, два цилиндра рад1т- 
сами А^ и Ад. Согласно съ изложенною теорхею физическаго маятника 
продолжительность колебан1я будетъ одинакова, какую бы образующую 
этихъ двухъ цилиндровъ мы ни приняли за ось подвеса. Эта продолжн- 

тельность была бы приблизительно равна т: т/ 1 . 

Формулу (481) можно представить въ'видЬ: 

1 = 2к-^^^^—^ (482) 

Если въ ней принять за переменное и ?, то изъ нея видно, что, съ 
уменьшен1емъ А отъ весьма большихъ его значенШ, I уменьшается. Наи- 
меньшую величину 2^' длина I пр1обретаетъ при А = А. Съ дальн4йпгамъ 
же уменьшешемъ А длина I опять увеличивается. Следовательно если 
среди взаимно параллельныхъ осей выбирать за оси подвеса все бол4е 
и более близйя оси ^гъ центру тяжести ^ то сначала продолжительность 
колебашй будетъ уменьщаться, а затемъ начнетъ увеличиваться и когда 
ось подвеса сделается очень близкою къ центру тяжести, то продолжи- 
тельность колебашя будетъ очень велика. Наименьшею же она будетъ въ 
томъ случае, когда разстоян1е ея отъ центра тяжести равно к и когда 
это к наименьшее, то есть когда ось подвеса параллельна главной цен- 
тральной оси наименьшаго момента пнерщн и когда разстояше меацу 
ними равно гирацюнному рад1усу, соответствующему этому наименьшему 
моменту инерщи. 

Такъ напримеръ полагая, что въ параллелепипеде § 153-го а>й>с. 
найдемъ ось подвеса, около которой колебан1я параллелепипеда будугь 
оамыя коротк1я. Изъ (347) видимъ, что наименьшШ главный центральный 
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моиенть есть А п соотв4тствуюш1й еиу гиращонный рад1усъ К опреде- 
ляется изъ 7равнен1я: 

СхЬдоватеяьно наибол-Ье коротки! колебан1я этоть оараллелепипедъ 
<3удегь совершать около любой изъ образующигь цилиндра описаннаго 
около оси X рад1усомъ 



у^ 




§ 205. Маятнигь карманных'ь чаеовъ. Въ карманныгь часахъ наят- 
никъ устраивается сл^Ьдующимь образомъ (фиг. 72). Стержень ВОВ 
нояЕегь свободно вращаться около оси О, проходящей чрезъ его центръ 
тяжести О. На него дЬЙствуетъ упругая 
сила весьма тонкой спиральной пружины, 
вазываеной тмстал. Кром^ того онъ 
подгалЕивается храповымъ колесомъ, ирп- 
водныыиъ во вращен1е заводною пружи- 
ною посредствомъ зубчатыхъ колесъ со- 
ставляющихъ часовой ыеханпзмъ. 

Коне1П' С волоска заБр1|Плснъ такъ, что 
касательная къ нему, проходящая чрезъ 
С остается неподвижною. Конецъ Ъ во- 
лоска закр^плонъ такъ, что шсательная 
Еъ нему, проходящая чрезъ Д составляетъ 
постоянный уголъ со стержнехъ ВОВ. ф^^ ^2. 

Опред^лнхъ продолжительность колебан1я 

атого стержня (заы'^няеыаго иногда колесикоыъ) совершаемаго 1шъ поел! 
оть'лонешя его на некоторый уголъ. Возьыемъ ось Ох по направлешю 
прининаемону стержвенъ, когда онъ находится въ положеи1п равнов^с^я. 
Условимся въ сл'Ьдуюпи1хъ обозначен1яхъ: 

Ь — уголъ, составляемый въ момелтъ I стеркнемъ съ осью х. 
Мк* — номентъ инерщи стержня относительно оси О. 

р — рад1усъ кривизны волоска въ какой либо его точк^ Р. 
Ро — значен1е, принимаемое р въ положен1Н равнов'Ьс1я. 
«, у — координаты точки Р волоска. 

На стержень д^йствують проложен1я X и У действующей силы и 
считаемая въ обратную сторону (начало Даламбера § 75) ускорительнаи 
сила, которая, согласно (451) равна паре съ моментомъ 

На волосокъ д*йствуютъ ускорительная сила взятая въ протнвупо- 
ложную сторону. Этою силою при малой масс* волоска можно пренебречь. 
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На него еще д4йствуютъ упрупя силы въ поперечномъ его сЛченш, при 
точк* Р, которыя могутъ быть приведены къ сил*, приложенной въ Р 
и къ пар*. Теорк упругости и практика показываютъ, что моментъ этой 
пары пропорц10наленъ изм'Ьненш кривизны въ точк* Р. Выразимъ его 
поэтому форв1улою 



Е 



(- ~ ~) • 

\Р Ро' 






ВЪ которой коэффищентъ Е зависитъ только отъ свойствъ матер1ала во- 
лоска и отъ его поперечнаго сЬченхя. 

Им4емъ равенство моментовъ: 

т'^! = -^(1-1)-х,ч-г«. . . . .(483) 

Пусть длина части БР волоска равна 5. Помноживъ об* части урав- 
нешя (483) на из и интегрируя по всей длинЬ / волоска, получивгь: 

.1 = — Е 1 1- -\с[8-^У хаз—Х, I уОз. . .(484) 

Известно, что — есть уголъ, составляемый двумя бэзконечно близ- 
кими нормалями. Следовательно / — есть уголъ, составляемый первою 
и последнею нормалью. Но, по условхю задачи, нормаль въ точк* С не- 
подвижна. Следовательно / (— ] есть уголъ, составляемый нормалью 

въ точке В въ положен1и равновес1я съ нормалью въ той же точке В 
въ моментъ ^, то есть уголъ между положен1ями этой нормали прм б = о 
и при в = е. 

Но, по условш задачи, нормаль въ точке В составляетъ постоянный 

уголъ со стержнемъ. Следовательно / (— ] есть именно уголъ в, 

составляемый направлешемъ стержня въ моментъ ^ съ направлешемъ его 
при равновесш. 

Если обозначимъ чрезъ х, у координаты центра тяжести волоска въ 
моментъ ^, то, согласно (242): 

/X Лз = X М\ 
Р _ (485) 

^ у^йз= у . г| 

Такимъ образомъ (484) принимаетъ видъ: 

Л/Р^ = — ^.вч- Г.^— Х.у (486) 

Маятникъ этотъ устраиваютъ такъ, что въ положен1и равновеш 
центръ тяжести волоска лежитъ на оси вращен1я о; колебашя маятникъ 
делаетъ весьма малыя. Поэтому въ теченш движешя X и Г" очень малы, 



осташся надшш. 



[фдстшо этого величшшяк . 



Г . X какъ величинаыи миымв 2-го порядка ыожно пренебречь. Тогда 
(-180) приметь впдъ: 



м<^-~^ 



I 



. 1487) 



Отсюда, интегрируя, еайденъ, что |1родолжнте.1ьность Т Болеоавш ранна: 

^=-/^' (-) 

Нз-ь этой формулы видно, что Т увеличивается съ у11сдичен1емъ /. 
Малтилк'!. устраиваютъ такъ, что волосокъ закр4пленъ въ В. Стсржевь 
Ох, въ которомъ сд'Ьлапо направляющее касательную окошко С, иовер- 
тивается около о. Если часы отстаютъ, то повортываюгъ этоть стер- 
жень Ох такъ, чтобы увеличить ра;^стояше 1)С. Тогда уменьшается дей- 
ствующая д-шна / волоска, считаемая по его длнн'Ь отъ Л до С, н Г 
д-Ьмется меньшимъ. Если часы уходяп. впередъ, то прибдажаютъ. С къ 
В н увеличнваютъ этиыъ I и Г. 

Съ возрастан1емъ температуры воарастаетъ длина стержня ЛОБ' и 
поэтому лозрасглетъ его моиенп, пнсрщи Мк". исл11дств1е чего, согласно 
(48^) возрастаеть Г, и часы отстаюгь. Для 11зб'Ьжан!я итого въ хроно- 
метрахъ прикр'Ьпляюп> къ стержню ВОВ' дуги В'д н 1-'р (фиг, 72) съ 
ма^евЫкИия массами при р п ^, ири чемъ каждая дуга делается изъ по- 
лосок!, двухъ металловъ, и нмскно нн^дааян полоска д-Ьлается изъ металла 
бол*е разширяющагося отъ увеличенШ температуры. При увеличеаи! тем- 
пературы каждая такая дуга согнется немного; ьс* массы дугъ ирибли- 
зп'ГСЯ къ О, моменть ннерщи уменьшится и это уменьшеше момента 
инерщи, слагаясь съ тЁмъ его унелнчев1смъ, къ 11з6'1^жанш котораго мы 
С1рвмнлись. обусювитъ неизм'Ьняемость момента инерцш огь изм'{'.иен1я 
температуры. Но такъ какъ очень трудно достигнуть полной коапеясаши, 
то и самые лучш10 хронометры вЬрн!'* идутъ [!ри иостошший температур!,, 

§ 206. Киненатичесн1я формулы вращемя неизн^няеиой снстены около 
неподвижной осн. Въ равномЬрпомъ иращен1и око-ю оси скорость опре- 
деляется по формул!. (331) 

V = ^'>^^■ (331^ 

Неравно м1'.риое вращен1с мы разсыатриваемъ какъ рядъ бозконечно 
М1иихъ равпоМ'Ьрныхъ враи(е1|Ш. Если въ теченш времени Л тЬло вра- 
щается на уголъ <1Ь. то, продолжая вращаться равномерно, оно повер- 
нулось бы въ единицу времени на уголъ 
_ г(в 

*" ~ Л 

Эта величина и назыеается /рмвою (или вращательною) С1;ороетью въ 
конц* времени I. 



■ (-189) 



ж • V 



Из7> (331) сл^дуетъ: 



V 



Г . 



(И 



. (490) 



Изъ (105) заключаезгь, что тангепщальное ускореше точки вращаю- 
щагося гЬла, отстоящей отъ оси на разстоян1и г, равно 



(^V 



= г . 



а'ь 



= тангенц. ускор. 



. . . (491) 



Изъ (106) заключаемъ, что центростремительное ускореше точки вра- 
щающагося гЬла равно: 



7 = 'Ы^ 



центростр. ускорен (492) 






(7<о 



5" ,; -Л.9- Ускорен1емъ вращательнаго движешя называется пред'Ьяъ -тг отнош».*- 
н1я нзм4нешя скорости къ измЬненхю времени. Изъ (489) видимъ, что 
оно равно: йо>_й^6 

~аь'^ш^ * • ' : 



(493) 



Р/^Л</|-С/7 7х Л^ 



§ 207. Давлен1е на неподвижную ось вращен1Яу если тЬло и силы сии- 
метричны относительно плоскости, проходящей чрезъ ось и чрезъ центръ 
тяжести. Въ этомъ случае си.1ы, д'Ьйствующ1я на ось С (фиг. 73) приво- 
дятся къ одной спл-Ь, дМствующей въ точк!! С, представляющей собою 
иересЬчеше оси съ плоскостью перпендикулярною къ оси и проходящею 
чрезъ центръ тяжести. Эту плоскость назовемъ плоскостью вращен1я. 

Условимся въ сл1'>дующихъ обозначен1яхъ: 
О =^ центръ тяжести. 

О = слагающая давлен1я оси на гЬло перпендику- 
лярная къ со. 
X = слагающая заданныхъ силъ перпендикулярная 

къ со. 
У = слагающая заданныхъ силъ направленная по СО, 
р =1= слагающая давлен1я оси направленная по СО. 
Ь = моментъ заданныхъ силъ относительно оси 0. 
СО = 11, 
6 = уголъ, составляемый прямою СО съ какого- 
либо неподвижною прямою. 
Форму .тЬ (452) можно дать видъ: 







статическ1й моментъ заданныхъ силъ 



- . . . (494) 
моментъ инерщп относительно оси вращенш 

Если обозначимъ моментъ инерц1и гЬла относительно оси, проходящей 
чрезъ центръ тяжести и пара.1лельной оси вращен1я, чрезъ Л/Л^, гдЬ М 
масса т4.1а, то согласно (337) моментъ инерщи относительно оси вращен1я 
равенъ Л/(/г-нА^), и форму .та (494) прпнимаетъ видъ: 
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На основан1и начала сохранен1я движея1я центра тяжести, если мы 
прпнимаемъ во внимаше силы взаимод'Ьйств1я гЬла и оси, движсн1е центра 
тяжести будетъ таково, какъ еслибы всЬ силы были приложены къ нему. 
Ояъ движется по окружности рад1уса Л. Поэтому и согласно съ (491) 
и (492) 

Ь —^г= — ~ — =тангенц. ускор (496) 



Н — = — — — = нормал. ускор. 



(497) 



Изъ (495) опред'Ьляемъ ^ и загЬмъ, интегрировашемъ, ^• 



Изъ (496) и (497) опредЬляемъ силы давл€н1я на ось. 

Если на тЪло дМствуеть только его тяжесть и О отсчитывается отъ 

вертикали, то: 

X = Мд . созЬ 

У = — Мд . згп 6 

^ = — МдЬ . зт 6 



1 



(498) 



Поэтому, въ этомъ случае, (195) принимастъ видъ: 



9}^ 



/г* 



. $гпО (499) 



По интегрированш получимъ: 

йбу_ _ 

Если угловая скорость ^ д-Ьлается равною «) при 6 = 9^, то: 



29П 



. со$Ь-\- С 



. (500) 



<11 



С = «)». 



Тогда (500) принимаетъ видъ: 



т- 



2дН 



ь- 



7, . созЬ-\- со- 



(501) 



(496) и (497) принимаютъ видъ: 



л 



^ 4 1 Ь ^'' 

= д8гпЬ- 



37г 



М 



Г' -ь- ь 



(502) 



Сл'Ьдовательно (? не зависитъ отъ начальныхъ услов1й. Но I' зави- 
сптъ отъ этихъ условШ (отъ <о). 

,1дя мгновенныхъ силъ получим1>, принимая за о) и о)' угловыя ско- 



12* 



— 1»и 



рости до и посл'Ь удара: 



(!) 



О) 



и (со' — со) = 



М {к' -ь к') 



ж 



(503) 



X -ь Г = 0. 



% 208. Давлен1е на неподвижную ось вращен1я, если силы и т-кло несии- 
иетричны относительно плоскости, проходящей чрезъ ось и чрезъ центръ тя- 
жести. Примемъ ось вращения за ось 2^. Возьмемъ, пока, начало коорди- 
натъ и плоскость (х, г) произвольно. 

Пусть: X, у, г суть координаты центра тяжести. 

О) угловая скорость въ моментъ Л 
р = -^ = угловое ускорена = ^ • 

Согласно (491) и (492) имЬемъ для точки гЬла, находящейся на раз- 

стоянш г отъ оси: 

р . г = тангенц. у скор (504) 

^ (о'г = центрострем. ускор (505) 

Если въ моментъ ^ радаусъ г составляетъ съ плоскостью (х, г) 
уголъ 6, то: 



г . е,\г 9 



^ Л^Х 



- = — (о^г . созЬ — рг зт 6 = — (о^ж — ру 



. (50о) 



а'у 



- (С 



■ ^ р>.г'С*б 6 



^г-^= — ^'У-^Р'^ •--.-'.". (506) 

Слагаюпця равнодействующей силы и равнодЬйствующей пары буд)тъ: 



^г 



Уг = 






Лт 






^2»» ( — к?х- — ру) = — чу'Мх — р . М . у 

= Ей» ( — иу^у -н рх) ^— т'М.у-\-р.М.х)- • {^^~^) 



^. = 2»»— , = 



ас 



/V, = 2»» 2/ 



а(' 









1)= 



- 1Ш;8Г -~^ = СО-1 ту^8^ р И ШГС^ 

'^^ - -.7 = — (о^Е //|д:^ — р Е уцухг 



. . (508) 






Положнмъ, что гЬло прикр'Ьплено къ оси вращешя въ двухъ точкахъ, 
находящихся на разстоян1яхъ а и а' отъ начала координагъ. Пусть ела- 
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(509) 



гающя реакщй топекъ на гЬло суть Г, О, Н, 1Р, С, В.'. Пусть X, Г, 2 
суть слагаюиця заданной силы д-Ьйствующей на точку т гЬла. 

Тогда получимъ: 

X - '^тХ -*- Р -^- Г = — ш^Мх — рМу 

у , :: 2 тГ ч- С -4- С = — (*)= Му-^рМх 

У,'^ 1т (у2 — гУ) — ва — в'а' = а>^1:ту^: — р^тхе 
/^ - 2т {еХ — х2) -ь Га ч- 1^а'= — т^^тхи^ — р^ту^: 
// ^ Л т {хТ— уХ) = рМк'' 



(510) 



Последнее нзъ уравнешй (510) опред-Ьдяеть р = -г-; по интеграцш 

опред'ЬАнся <о. Первыя два уравнен1я изъ (509) и первый два изъ (510) 
опред'Ьляютъ загЬмъ 1\ О, ]Р\ О'. Величины Я и Л' остаются неопре- 
д'Ьленными, но сумма ихъ опредЬляется посл-Ьднимъ уравнешемъ си- 
стемы (509). 

Значительныя упрощен1я бываютъ въ сл4дуюпщхъ сдучаяхъ. 

1) Когда ось ^ есть одна изъ главныхъ осей инерщи для начала 
координатъ. Тогда 

1,тху = о; Итуа = о. 

2) Результатъ остается такимъ же, если нзберемъ плоскость (х, г) 
такъ, чтобы она содержала дентръ тяжести въ разсматриваемый моментъ; 
тогда у = о. 

3) Точки прикр-Ьплетя оси произвольны; поэтому можно положить 
а =: о. 

Въ случае д'Ьйств1Я мгновенныхъ силъ обозначасмъ чрезъ щ г, го про- 
лржен1я скорости точки т гЬла до удара, чрезъ и',ь\ю' эти проложешя 
посл'Ь удара. Тогда: 

м = — уа>; и' = — т/^'»' ^' =^ ^^» ^' = ^^''ч го =^ о; го* =^ о, 

гд'Ь «> угловая скорость до удара; ш' угловая скорость послЬ удара. 
Тогда: 



X, = Хт («' — м) ^Му (<о' — О)) 
Г, = 1:»и (»' — г) = Жа; (О)' — о)) 



(511) 



ж,= 



2^=0 
2т[у (?<;' — ю) — г (о' — »)] = — '^тхг[}а>' —о) 

^т\г (и' — м) — X (гс' — «б)] = — 1 туг («)' — ш) 

Е т [а; (г' — г;) — у (и' — и)] = Мк" (о)' — са) 



. . (512) 
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По началу Даламбера: 



Т' = — Ыу (со'^ — о>) 
ХГ-ьС -ь С' = Жс(а>' — «)) } (^^13) 

иуг — гУ) — еа — аа' = — ^пгxг{^^>' — ^^) 

1(яХ — а:^)-ь2'^ач-^Р"а'= — 2шу^(а>' — со)[ , . . (514) 

X (д; Г — уХ) = Ык" («>' — (О) 

Зд'Ьсь могутъ быть так1я же упрощен1я какъ въ (509) и (510). 

§ 209. Изсл'кдован1е результатовъ §§ 207 и 208. Изъ того, что силы 
и давлен1я входятъ въ формулы двухъ предыдушихъ параграфовъ линейно 
(въ первыхъ степеняхъ) сл'Ьдуетъ, что проложенхя всЬхъ силъ и давленШ 
суть суммы проложен1й отд'Ьльныхъ силъ и давленШ. Поэтому давленш 
оси на гЬло можно разд'Ьлить на 2 группы: 1) статическ1Я, уравнов-Ьпш- 
вающ1яся съ заданными силами и 2) динамическ1я, уравнов'Ьшиваюпцясл 

съ ускорительными силами ^ -ш\ ^^4^—- 

Равнодействующую статическихъ давленШ можно определить прира];- 
нявъ нулю л1)ВЫЯ части уравненШ (509) и двухъ первыхъ уравнешЁ си- 
стемы (510). Эти уравнешя не изменятся, если перем'Ьстпмъ заданный 
силы параллельно имъ самимъ и введемъ соотвЬтствуюпця пары. 

Если наприм1'>ръ на гЬло д^йствуеть только тяжесть и ось вращешя 
горизонтальна, то статическое давление на ось вертикально, равно в^су 
гЬла и приложено къ основан1ю перпендикуляра, опущеннаго на ось изъ 
центра тяжести. 

Статическое давленхе на ось производимое ударомъ, направленныыъ 
перпендикулярно къ оси, опред'Ьлимъ, если перенесемъ этотъ ударъ въ 
положеше ему параллельное но проходящее чрезъ ось. 

Если ось вращеи1я 0^ есть одна изъ главныхъ осей для начала коор- 
динатъ О, то изъ (508) сл'Ьдуетъ: Х^ = о; 31 ^ = о. Тогда ускорительныя 
(по началу Даламбера) силы суть Х^, У, ириложенныя въ О и пара -Л',. 
Силы Х1 и Т^ суть ускорительныя силы массы М, пом'Ьщенной въ 
центре тяжести. Пара N^ входитъ только въ последнее изъ уравнен1й 
(508) и вл1яетъ косвенно на Р, О, Р\ О' только темъ, что изменяетъ^/ 
Следовательно, въ этомъ случае: доплетя на ось, вызванный ускорители- 
ними силами, равносильны одной силгь, приложенной къ той точк^ь О 
оси, для копюрой ось есть одна изъ главныосъ осей инерцги и равной уско- 
рмпельной сгить массы М всего тгьла, сосредоточенной въ центрп> тя- 
жести. Если г есть длина перпендикулярна, опущеннаго на ось изъ 
центра тяжести, то слагающая этого давлен1я, направленная яо г, равна 

— (!)2^1/г (515) 



// 



'V. 







слагающая 1КР, направтенная перпендикулярно 1;т> плоскопп. проходпщс'В 
чрезъ г II ось равна: 

р. Л/. г (аЮ) 

Итакъ, ВС1Н для какой-либо точки О оси враи11;н1Я 
эта ось есть одна изъ главныхъ осей ннерщи. то да- 
вл('н1е осы на шпло пртщодится |;ъ двумъ силагь: одна 
изъ нмх% (статическая) раина и противлпомж»а «псу 
т/ьла и приложена къ огтватю перпендикуляра, опу- 
Щ1'>шаго на ось еращетя шъ центра тяжести; другая -■■■л 
{динамическая) равна ускорительной силгь массы М со- 
средоточенной въ центрп, тяжести и приложена въ точк/ь О оси вращешя. 

§ 210. Перианентныя оси вращен1я. Положимг. ч1'о абсолютно твердое 
гЬло, иц которое не д'ЬПствують П111;ак1я силы, нм'Ьетъ только одну ве- 
цодвнжиую точку О. и тк1у атому' сообщено враа1,ен1е около н'Ьпвторой 
(воображаемой) оси 0^. Сцрашивается: при какнхъ услов1я1л. тЬло будегь 
продолжать вращение около этой оси такъ, какъ будто бы она была не- 
подвижна '). Если атн условш выполнены, то ось иращешя называется 
пермакентнаю. Ес.ти же эти услв&1П яе выполнены, то ось вращения сама 
Оудстъ двигаться 01И)ло О. 

Если ось вращешя, проходящая чрезъ неподвижную точку О, остается 
неподвижною, то, слЬдовательно, иавая-нибуд[. другая ея точка Л непо- 
движна. Иычнсляень по формулаыъ арсдыдутаго параграфа силы прило- 
женныя иъ А для поддержашя неподв1гжностн оси вращен1я. Кс1и атп 
силы раины нулю, то заЕр1>11лен1е оси въ А излишне и рассматриваемая 
ось перманентна. 

Но мы предноложиля, что на т^до ве д^Ьйствують нияак1я силы, по- 
этому давлен1е т ось можетъ происходить только отъ ускорительныхъ 
сидъ. Если ось Ог есть одна изъ главныхъ осей 11нерц1В для одной изъ 
своикъ точекъ, то согласно § 208, дав.1еню это приложено въ этой точи'Ь. 
Следовательно, давлен1е въ А можетъ быть равно нулю только тогда, 
когда точка оси 8раи1йн1я, для которой эта ось есть одна наъ главныхъ 
осей инерцш, совпадаетъ С7> неподвижною точкою О, Итакъ, ось Ог пер- 
■анентна, если она есть одна изъ главныхъ осей инерцш г)ая неподвижной 
шонки О. 

Докажелъ, что ато услов1е ио только достаточно но п Н1'обходиио для 
.перманентности оси Ог. 

Если О примемъ за начало коордннагъ п будемъ по формуламъ § 208 



•) Снарндъ, показыва10щ1й, что тЬло но) 
одну точку легко устроить паприм'Ьръ танъ; 
вуж) сверху палку и ио зто острхе 01грок1!цу 
ргороиою дна иа остр1е О, стаканъ предот( 



этъ имАгь пеаодвниЕыою только 
уцр^ппто. вертввольяо заострен- 
ь стаканъ; опираясь виутревнею 
ктъ собою 'Н^по, вращающееся 
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определять давдешя 1\ О, Н пд^ О и давлен1я Р\ 0\ 1Г Я2^ А, то: 

а = о; а' = ОА. 

Силы на гЬло не д^йствують; следовательно, третье уравнете изъ (508) 
даетъ МТс^'^р = о. Поэтому р = о. Дал^е нзъ первыхъ двухъ уравнен1П 
(510) получимъ: 

^Ра' = — «)^2 тх^г. 
Следовательно Р' и С могутъ быть равными нулю только при 

Е ту^ = о, 
2 тx^г = о, 

то есть ось 0^г можетъ быть только въ томъ случае перманентною осью, 
если она есть одна изъ главныхъ осей для неподвижной точки О. 

§ 211. Начальная ось вращен1я, возникающая въ покоющенся тЪл%, 
игкющенъ одну неподвижную точку, при д%йств1И импульсивной пары. На 

гЬло, имеющее одну неподвижную точку О и находящееся въ покое, дей- 

ствуетъ импульсивная (мгновенная) пара. Определить ось, . около которой 

начинается вращеше тЬла,. 

Пусть искомая ось вращен1Я есть О;?. Положимъ сначала (какъ въ 

предыдущемъ параграфе), что ось эта ет^ подперта въ Л, а загЬмъ прн- 

равняемъ вызванный въ А импульсивною парою давлешя нулю. Пусть 

X, Ж, -Л^ суть с.1агаюпця импульсивной пары. Уравнете плоскости пары 

таково: 

2:Еч-Ж7|-4-Ж = о (517) 

Пусть и\ V', гю' суть начальный скорости точки (д:, у, г) т4ла; «>' на- 
чальная угловая скорость гЬла, вызванный импульсивЛю парою. Тогда 
такъ же какъ и въ § 208 






(518) 



. : . (519) 



Ь — О'а' = Ет (угс' — еV') = — «>'. )^:п1хг 
М-\-Ра' = Ет (^и' — хг€') = — «>'. ^ту^ 

Если положить Г' = о\ О' = о, то (519) дадутъ икры, который должны 
д'Ьйствовать на гЬло, для того чтобы оно начало вращаться именно 
около 0^. 

Подставивъ Ь, М, У ъъ (517) получимъ уравнеше плоскости пары 

въ вид^: 

— Е . I>тx^г -- т) . ^туг ч- С . ЪШ^ = о • . . . (520) 

Если эллипсоидъ инерцш, построенный для неподвижной точки О, вы- 
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ражается уравнен1емъ: 

А^'Л-В71'-^С^-^2В^;~2Е^ — Р1г1=1:. . .(521) 
то уравнен1е д1аметральной плоскости его сопряженной съ осью ^ будетъ: 

— 1;е — 2)т)-ь СС=о (522) 

Сравнивая съ (520) заключаемъ, что плоскость равнодМствующей 
пары должна быть сопряженная съ осью вращенгя по отношешю къ эл- 
липсоиду инерщи, построенному для неподвижной точки О: 

Итакъ: покоютееся на неподвиоюной тачкть шгьло^ не подверженное 
дгьйствгю силъ^ начинаетъ враы1аться подь влгянгемъ импульсивной пары 
около оси сопряженной съ плоскостью эугюй пары по ошношенгю къ эллип- 
соиду инерцги, построецному для неподвиоюной точки. 

Эта ось называется начальною осью вра^ценгя ((11е Ахе Лег зроп^апеп 
КоШ10п). 

§ 212. Центръ удара. Если гЬло, способное вращаться около непо- 
движной оси подвергается такому удару, который не производить на тпу 
ось никакого давленгя^ то всякая точка гЬла, лежащая на линги такого 
удара (на прямой, по которой ударъ направленъ), называется центромь 
удара. 

Если сделать неподвижною начальную ось вращен1я, соответствующую 
данному удару о тЪло подпертое въ одной точкЬ, то ударъ окажется на- 
правленнымъ въ центръ удара, соотв'Ьтствуюпцй этой оси. 

Положимъ, что гЬло представляетъ собою пластинку, подвешенную 
неподвижно за одну точку О, такъ что центръ тяжести О находится на 
вертикали подъ С. Положимъ, что въ эту пластинку производится въ ея 
плоскости горизонтальный ударъ Г приложенный въ точкЬ А, лежащей 
на продолжен1и врямой СО. Пусть: 

^Р реакщя въ С направленная по СО. 

О реакц1я въ С направленная перпендикулярно къ СО. 

С Л = а. 

Ь=СО. 
со' угловая скорость послЬ удара. 

Согласно (503) им-Ьемъ: 



Та 
со' = 



йа)' = 



М Ос' -4- /г) 



М 
Г=о 



(523) 



Если, какъ это требуется для удара направленнаго въ центръ удара, 
давлен1е на О равно нулю, то = о, и изъ (523) получимъ: 

. ^2 ч- Л^ = оЛ • (524) 
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Сравнивая съ (481) получимъ: 

СтЬдовательно, центръ удара находится вь кентргь качанья для удара, 
ироизведеннаго описаннымъ въ настошцемъ параграф* способомъ. 

Положкмъ теперь, что ударяется не пластинка, а гЬло способное вра- 
щаться около неподвижной оси. Пусть: 

Ось вращен1Я есть ось г. 

Плоскость {х, г) проходить чрезъ центръ тяжести. 

X, Г, X суть слагаюпця удара. 

$, т|, С суть координаты точки гЬла, лежащей на линш удара. 

М^^ моментъ инерщи гЬла около неподвижной оси. 

Применяя уравнен1я (513) и (514), полагая въ нихъ у = о 1\ по- 
лагая дав.1ен1я на ось равными пулю получимъ: ' 

Х=о; Г = Жх((1>' — (О); ^ = (525) 

т)^ — С Г = — (со' — «>) ^тхг\ 

СХ~ ;^ = — («>' — «))Ету^[ (520; 

Е Г — 7]Х = ((!)' — ш) МЬ'^ 

Изъ этихъ уравнен1Й (525) и (526) видно, что центръ удара суще- 
ствуетъ только въ томъ случаЬ, если: 

1) уда-ръ направленъ перпендикулярно кь плоскости проходящей чрезъ 
неподвг(жную ось и содержащей центръ тяжести; 

2) если неподвио/сная ось есть одна изъ главныхъ осей инерг^ги для ка- 
кого-либо лежащей на ней точки. Потому что изъ (525) и (526) стЬ- 
дуетъ: 

Ъту2 = о\ С ~ -тт--- ♦ 

Мх 

Но начало координатъ можетъ быть взято въ любой точк'Ь неподвижной 
оси, и его можно такъ выбрать, чтобы ^тх2 = о. 

§ 213. Баллистическ1й наятнинъ. Для опред']^лен1я начальной скорости 
ядра, то есть той скорости, съ которою ядро вылетаетъ изъ пушки можно 
пользоваться баллистическимъ маятникомъ Робинса, устраиваемымъ стЬ- 
дующимъ образомъ. Къ толстому деревянному брусу, подвЬшанному на 
горизонтальной оси прикрепляется пушка. При выстр'Ьл'Ь такой маятпик'ъ, 
всл'Ьдств1е реакц1и отклоняется отъ своего положены равнов4с1я, и по 
величин-Ь этого отклонен1я, какъ сейчасъ увидимъ, можно судить о на- 
чальной скорости ядра. Уголъ, на который отклоняется маятникъ, изме- 
ряется длиною шнурка, закр'Ьпленнаго въ маятникЬ сматываемаго откло- 
нен1емъ маятника съ ролика на которомъ шнурокъ былъ намотанъ. Пусть: 
и = разстояше центра тяжести маятника съ пушкою отъ непо- 
движной оси. 
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р = разстоян1е оси пушки отъ неподвижной оси. 
С = разстоянхе точки прикр^плешя шнур1са къ маятнику отъ не- 
подвижной оси. 
т = масса ядра. 

1и= масса маятника съ пушкою. 
м 

т 

Ъ = хорда изм-Ьряемая шнуркомъ. 

й' = рад1усъ инерц1и маятника съ пушкою относительно неподвиж- 
ной осп. 
V = искомая начальная скорость ядра. 

Взрывъ заряда производить равные и противуположные удары на 
ядро и на пушку. Этотъ ударъ измеряется количествомъ движешя тг\ 

Завг]^няя въ (494) угловое ускореше -г^ изм'Ьнешемъ скорости со' — со 
получпмъ: 

, _. моментъ удара относите.1Ьно оси врашенгя {го1Л 

моментъ инерщи относительно оси вращен1я • • ' • ^ " ^^ 

Въ настояш,емъ случае эта формула принимаетъ видъ: 

—жг. <^^«) 

Дальн-Ьйшее движен1е определяется по (494) формулою: 

^^'=-||*»--- (^=') 

Интегрируя (529), пстучимъ: 

^)=1'--»-'' (-'эд 

При = 0, им'Ьемъ ^ = а). Если а есть уголъ отклонен1я маятника, 
то при е = а, им'Ьемъ 37 = ^- Поэтому (530) даеп»: 

к"о>'=2д]1[1 — саза) ^ (531) 

Исключая «> изъ (531) и (528), получпмъ: 

V = — . 28гп \^\ У'уЬ^ (532) 



Но 



Следовательно: 



Ь = 2с • 8т I - 



пЬк' . / 



^ = — К^А (533) 

Для опред'Ьлен1я 4' производимъ отдельный опытъ: наблюдаемъ про- 
должительность Т колебашя баллистическаго маятника съ пушкою после 
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отклонешя его на малый начальный уголь. ЗагЬмъ по (468) и (234) по- 
лучимъ уравненхе 

изъ котораго и опред1^ляемъ к'. Подставляя V въ (533), опред'Ьляемъ т. 



ГЛАВА У. 



Равнов'Ёс1е абсолютно твердыхъ тЬлъ, между 
которыми существуетъ тренХе, 

§ 214. Скольжен1е и катан1е. Если во время движен1я два гЬла Л и В 
касаются одно съ другимъ, то могутъ быть три случая: 

1) Дуги й$ и йь\ проходимый общею точкою а соприкосновешя по тЫ 
Л и по 1^1лу В, могутъ быть равны между собою 

с18 = Лз' (535) 

Такое движенхе называется чистымъ катаньемъ. 

2) Одна изъ дугъ ^з или Й5' равна нулю. Такое движенхе называется 
чнстымъ скольженьемъ. 

3) Дуги Аз и (1з' могутъ быть неравными между собою и не равны 
нулю. Такое движете называется катаньемъ со скольженьемъ. 

§ 215. Общее понят1е о трети. Когда гЬло В движется по гЬлу А. 
то появляется сила сопротивляющаяся движенш, сила, действующая въ 
сторону противуположную двдженш. Эту силу и называютъ трешемъ. 

Раз.1ичаютъ два рода трен1я: трете скольженгя, появляющееся при 
скольжен1и одного гЬла по другому и пара тренгя, являющаяся при ка- 
таньи одного гЬла по другому. 

Если одно гЬло и катится и скользить по другому, то приходится 
разсматривать и треше скольжешя и треше катанья. 

§ 216. Законы трен1я скольжен1я. Изъ многочисленныхъ опытовъ Ку- 
лона, Морена и другихъ оказалось следующее: 

1) Трен1е Р скольжешя пропорщонально нормальному давлешю X 
одного гЬла на другое. 

2) Трен1е скольжешя не зависитъ отъ величины поверхности сопрп- 
косновешя гЬлъ. 

3) При началЬ движен1я одного гЬла по другому трен1е скольжешя 
больше ч'Ьмъ во время движен1я, но при движен1и оно не зависитъ (и1п 
весьма мало зависитъ) отъ скорости. 

4) Трен1е скольжешя зависитъ отъ свойствъ и состояшя трущихся 
поверхностей. 
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Первый изъ этихъ законовъ даетъ формулу 

2^=/. N (536) 

въ которой / есть некоторый коэффищентъ, зависящ1й отъ свойствъ и 
С0СТ0ЯН1Я трущихся поверхностей и называемый коэффицгеитомь шренгя, 

§ 217. ОареА%лен1е коэфф||Ц1ента трен!я скольжен1я. Для того чтобы 
опред'Ьлить коэффищентъ / поступаютъ слЬдующимъ образомъ. 

Кладутъ гЬло, нижняя поверхность котораго, по крайней м4р'Ь, сдЬ- 
лана изъ испытуемаго вещества на наклонную плоскость (фиг. 75), поверх- 
ность которой сд-Ьлана изъ испытуемаго другого 
(или того же самаго) вещества. Пусть: 

а = уголъ наклонешя наклонной плоскости къ 

горизонту, . 
Р = в1>съ положеннаго на плоскость гЬла. 

Увеличиваютъ постепенно уголъ а до гЬхъ 
поръ, пока положенное на плоскость гЬло начнеп> 
скользить. Положимъ это случилось, когда а воз- Фш, 75. 

росъ до 9- Уголъ (р называютъ угломъ трен1я, 

такъ что: уголъ 9 трен1я есть предельный уголъ, при которомъ, въ этомъ 
опытЬ, положенное на плоскость гЬло начинаетъ скользить. 

При наклон'Ь плоскости равномъ углу ф трен1я слагающая Р . зш 9 

в^са гЬла какъ разъ равна и противуположна силЬ Р трешя. Поэтому, 

и согласно (536) 

р = / . К= Р . згпср (537) 

Но изъ чертежа (фиг. 75) видно, что: 

К= Р .со8^ (538) 

Следовательно г тъ -п • 

/ , Р . С08 '^ = Р 8Ш ^ 

''^^^'''- 1^19^ (530) 

И'гакъ: коэффицгентъ тренья / равень тангенсу угла тренья, 
Продйлавъ такой опытъ и наблюдая уголъ ф, при которомъ гЬло на- 
чинаетъ скользить, достаточно взять изъ таблицъ (д:^^ чтобы получить 
величину /. Можно этотъ таягенсъ определить и безъ таблицъ прямо 
взявъ отношен1е катетовъ треугольника АБС 

Для многихъ гЬлъ существуютъ таблицы, въ которыхъ даются /. 
Для трети камня по камню, наприм^ръ, / = 0,60. . 
Для трен1я стали по льду / = 0,10. 

Когда/ изв'Ьстно изъ опыта или изъ таблицъ, то самое треше Г 
определяется по формуле (536). 
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§ 218. Пара трен'т при катаньи. Для опрвдЪлешя пары трешя при 
катаньи поступаютъ иначе. Кладутъ на горизонтальную плоскость вадъ С 
изъ испытуемаго вещества. Въ плоскости д'Ьлаютъ прор'Ьзъ. Псрекиды- 
ваютъ чрезъ валъ ганурокъ; пропускаютъ концы его въ прор'Ьзъ п, нав1)- 
СИВ1» на оба конца шнурка по грузу Р, увеличиваютъ одинъ изъ этнхъ 
грузовъ постепенно. Пусть р будетъ тотъ добавочный грузъ на, который 
надо увеличить грузъ Р одного изъ концовъ для того, чтобы валъ начал!, 
двигаться. Тогда, если рад1усъ вала равееъ г, то моментъ пары трен1я 
равенъ 

рг (о40| 

П0Т031У что: реакц1я плоскости на валъ въ точкЬ А, при в'Ьс'Ь вала рав- 

номъ ТГ равна 

ТГн-2Р-ь р 

и д'Ьйствуеп> по вертикали вверхъ, уничтожаясь равнымъ и протпвупо- 
ложнымъ давлен1емъ нагруженнаго вала; скольжен1я въ точк-Ь -^, а слЬ- 
довательно и трен1я скольжен1я не наблюдается; остается статическШ мо- 
ментъ относительно Л равный рг. 

Опыты показали, что р прямо пропорпгонально давленью и обратно 
пропорцгонально радгусу. Эту величину р называютъ иногда тренгежь 
катанья. 

При обратной пропорщональности трен1я р катанья съ рад1усомъ г. 
моменть пары тренгя не зависишь отъ радгуса н пропорцгоналень давлешю 

§ 219. Матер|альная точка пои-Ьщена на шероховатой плоской кривой 
подъ д^йств1е11Ъ данной силы. Найти ея положен1е равнон%с!я '^). Пусть 
X, Т суть слагаюпця данной силы. 

^=дав.1ен1е кривой на точку, считаемое по внутренней нормали, 

1' = треше скольжен1я, направленное по элементу кривой, , 

^ = уголь наклонешя касательной къ оси х. 

Положимъ, что данною силою точка прижимается къ кривой. 

Для равнов'Ьс1я необходимо и достаточно, чтобы проложенхя всЬхъ 
д'Ьйствующихъ силъ на касательную и на нормаль были равны нулю, то 
есть, чтобы: 

X . С08 ^ -^ Г . 8Ш '}^ ч- Р = о \ 



— X . згп ф -ь 1" С08 ^ -^ X = о \ 
Отсюда, согласно (531]) для равнов-Ьсхя должно быть 

X ео5 ф -+- 1^ згп 6 



(541) 






§ 220. Конусъ трен1я. Задачи на опред'Ьлен1е положешя равнов^с1я 
удобн'Ье решаются при помощи сл'Ьдуюш.ихъ соображенШ. 



*) ВмЪсто того ^ггобы говорить, что тЬла плп кривыя способны проявлять 
трен1е, мы будемъ говорить, что они шероховаты (апгл. гоп^;}!.). 
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Пусть точка Р находится на шероховатой кривой АВ. Онишемъ 
около нормали проведенной въ Р конусъ, образуюпця котораго состав- 
ляютъ съ нормалью уголъ равный углу ср трешя. Тогда согласно сказан- 
ному въ § 217, заданная действующая на точку Р сила можетъ двинуть 
ее только въ томъ случа'Ь, если она лежитъ вн* этого конуса. Такой ко- 
нусъ называется конусомь тренгя. Отсюда сл^дуетъ: Точка нсисодитсн 
на кривой еъ равновгьсгщ если заданная сгиа лежишь внупцш конуса тренгя. 

§ 221. Матер1альиая точка аом-Ьщена на шероховатой кривой двоякой 
кривизны подъ д'Ьйств1еиъ данной силы. Найти ея положен1е равнов'Ьс1я. 
Пусть: 

X, 1', 2 проложены данной силы Р, 

Т проложеше силы В на касательную. 

Согласно (536) Т должно быть, для равнов'Ьсхя, въ / разъ меньше 
нормальнаго давлен1я )/Л^ — Т^. Следовательно: 

Г <}х^{П'' — Т) (543) 

Ето неравенство можно написать въ видЬ: 






Матер1альная точка будетъ въ равнов-Ьсш во всЬхъ точкахъ кривой 
удовлетворяющихъ неравенству (544). 

Если вм1Ьсто знака неравенства поставимъ въ (544) знакъ равенства, 
то найдемъ предельный положен1я равнов'Ьс1я точки. 

§ 222. Матер|альная точка находится на шероховатой поверхности подъ 
д'Ьйств1емъ данной силы. Найти положен1е равновЪс'т данной точки. 

Пусть: 

^ нормальная слагающая за1^анной силы Р 

/ {^^ У> ^)=-о (545) 

уравнеше поверхности. 

Для равнов'Ьс1я нужно соблюден1е услов1я 

Которому можно придать видъ: 

\ дх ду Ог} 






> ; 72 • • • (Р^^) 



Уравненхе же 






%н^л^' '-^^ 



(547) 



Х«7'С 



представляетъ собою поверхность, пересЬчеше которой съ данной по- 
верхностью есть граница той ея области, во всЬхъ точкахъ которой ма- 
терхальная точка находится въ равнов'^сш. 

ь § 223. Прим-Ьры. 

1) Найти положенгя ратювгьсгя тяжелой точки т на ииклоидгь 
обрагиенной вершиною внизЬу если радгусъ образующаго циклогиН/ крут 
равенъ а. 

Обыкновенно циклоида относится къ такпмъ осямъ, что вершина ея 

находится въ разстоянш 2а отъ оси х. Тогда она определяется уравне- 

н1ями 

X = а {Ь — 8гп в) 

у = а (1 — саз Ь) 

Изъ этихъ уравненхй уголъ ^ наклонешя касательной къ оси х опре- 
д^ляется по формуле: 

''*=§=1/^ ^^«' 

Если, согласно условкмъ задачп, ось х касается циклоиды въ вер- 
шин* а, ось у направлена въ сторону противуположную той, въ какую 
она направлена въ системЬ координатъ, при которой получено (548), то 
для перехода къ новымъ координатамъ надо заменить въ (548) у чрезъ 
2а — у. Тогда . 

По услов1ямъ задачи. 

X = о; Г = — тд. 

Поэтому (542) принимаетъ видъ: 

^9^ = / = ^У'9 (550) 

гд4 ф уголъ трен1я. Изъ (549) и (550) им'Ьемъ: 

У 



V- 



<*9Ь 



2а — у 

Отсюда 

2а 1д^ у 

или 

у < 2а . 8гп^ ср. 

Итакъ: всЬ точки циклоиды, лежащ1я на высогЬ (считая отъ вершины 
цитхлоиды) меньшей чФ)Мъ 2а . згп^ ф, могутъ быть положешями равнов4с1Я 
матер1альной точки, если ср уголъ трен1я. 

2) Опрсдгьлишь положенья равновгьсгя тяжелой точки на эллипсоида 

'» о о 

-2^-+-^-»--2^= 1, въ которомъ ось г вертикальна^ принимая во внимаше 
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тренге. Для того, чтобы можно было приложить къ рЬшенхю этой задачи 
формулу (547), вычнсляемъ: 

д/_2х ^_2у. ^_2^ 

X = о; Г = о; 2 = — тд. 
Формула (547) принимаетъ поэтому видъ: 

ш^ р^ . 4^' т^ д^ 



1-' 



или: 



или: 



..(.^.•)=С.($Ч-|1-Ь^) 

..,. = „. (I- -н |1) (551) 

Лин1я пересЬченхя этой поверхности съ даннымъ эллипсоидомъ окру- 
жаетъ на немъ область точекъ равнов'Ьсхя. 

Исключая г изъ уравнешя даннаго эллипсоида и изъ (551), получимъ 
уравнеше цилиндра: 

перес^чеше котораго съ даннымъ эллипсоидомъ дастъ ту же линш. Это 
уравнен1е приводится въ виду: 

Итакъ: область положен1я равнов'Ьс1я тяжелой точки на данномъ 
эллипсоид* ограничена на немъ лпн1ею пересЬчешя его поверхности съ 
поверхностью эллиптическаго цилиндра (552). 

Если возьмемъ песокъ составленный изъ песчинокъ, коэффищентъ 
тренхя которыхъ о матерьялъ, послуживиий д.1я устройства эллипсоида, ра- 
венъ }!, и осторожно насыпемъ его на эллипсоидъ, то онъ расположится 
въ области ограниченной лишею перес'Ьчен1я поверхности эллипсоида съ 
поверхностью (552), и эта лин1я бз^детъ видна какъ очертан1е песчанаго 
пятна. 

3) Показать, что область положенхя равнов'Ьс1Я тяжелой точки на ги- 

перболичеческомъ параболоид* —^ — 2^ = о, въ которомъ ось г вер- 
тикальна, ограничена на немъ пересЬчешемъ его поверхности съ поверх- 
ностью эллиптическаго цилиндра. 

Х" V 

Де^и>не. — Курсъ теоретнческоА иеханики. 13 
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4) Л'Ьстница поставлена нижнимъ концомъ на горизонтальную плос- 
кость, верхн1й конецъ ея прислоненъ къ вертикальной сгЬн1Ь. Найти по- 
ложете равнов'Ьс1я л-Ьстнпцы, принимая во вниман1е тренге ея о полъ ц 
о сгЬну. Пусть: 

АВ лЬстница, длина которое 21\ 

^^•— в'Ьсъ л'Ьстницы, приложенный къ центру тяжести С; 

7?— давлеше пола, на лЬстницу въ А\ 

IV — ^давлен1е сгЬны на лестницу въ В\ 

и — коэффиц1ентъ трен1я съ поломъ; 

рь' — коэффищентъ трен1я со сгЬною; 
1Е — треше въ А, гд'Ь-6 < р.; 
тг)Л'— треше въ В, гд* г\<^^\ 

О — }толъ наклона л1Ьстницы къ горизонту. 

Для равнов'Ьс1я должны быть, согласнее (256), равны нулю всЬ пролс»- 
жешя силъ и проложен1я моментовъ паръ. Поэтому уравнен1Я равнов'Ьс1я 
будутъ: 

« 

тг)й' -\- в — гг; = о 
2-г\В . г . сое О -+- 2Л' . I згпЬ — гс . I соз Ь =1 о, 

Исхслючивъ Л и Л' находимъ: 

'^» = ^- 

Если тренхе столь мало, что рь . ^л' < 1, то минимальный наклонъ О' 
определится уравнен1емъ 

2|1. 

Если р.11.'>1, то лестница находится въ равновМи при всякигь 0. 

5) Лестница находится въ такомъ же положеши какъ въ предыдт- 
щемъ прим^р'Ь. Найти какой грузъ можетъ быть положенъ на данную ея 
ступеньку, пе нарушая равнов'Ьс1я, если наклонъ лЬстницы къ горизонту=^. 

Пусть: 

М данная ступенька; 

Ж в'Ьсъ положеннаго на нее груза; 

а = АМ 

\». = (д ср; и-' = (д 9'. 

Геомвуприческое изслидованге (фиг. 76). Возставимъ перпендикуляры 
АВ къ полу и ВВ къ сгЬн-Ь. Пусть В точка ихъ пересЬчетя. Постротгь 
углы: ВАЕ = ^; ВВ1^ = ^'. Согласно § 220 равнод'Ьйствуюпця давленШ 
и тренШ должны лежать внутри этихъ угловъ, и схЬдовательно точка при- 
ложен1я общей равнодМствующей этихъ реакцШ должна находиться 
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внутри четырехугольника ВГЕП. Пусть О есть центръ тяжести совокуп- 
ности груза и лестницы. Если вертикаль, проходящая чрезъ С, проходить 
вл'Ьво отъ Д то общ1й* в'Ьсъ ТГ ч- и; можно представить себ* приложен- 
нымъ въ какой-либо точк4 Р находящейся внутри четыреугольника 
ВЕЕЩ потому что тогда сила IV -^гс можетъ быть разложена на силы 
направленныя по РЛ и РД которыя могутъ быть уравновЬшены реак- 
щямп въ Л и Д лежащими въ углахъ ЮАЕ и ВВЕ. Итакъ: равнов-Ь- 
с1е будетъ въ томъ случа-Ь, когда вертикаль, 
проходящая чрезъ д, пройдетъ вл-Ьво отъ Е. 
Абсциссы х^ и Х2 Точекъ Ее д считаемый 
вправо отъ А не трудно найти; онЬ будутъ: 



X, = 



X. 



21 [|1.р.' сои О ч- р. . вгп Ь] 



[хр. н- 1 
(ТГа -л- гс .1) С08*й 



р 




"^--^ 
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Фиг. 76. 



Если средина С находится вправо отъ вертикали проходящей чрезъ Д 
то равнов'Ьс1е возможно только тогда, когда грузъ лежитъ влЬво отъ этой 
вертикали, и когда онъ достаточно великъ. 

Если С лежитъ вл+^во отъ вертикали, проходящей чрезъ Д то грузъ 
ТГ можетъ быть какой угодно величины, если онъ пом-Ьщенъ тоже вхЬво 
отъ нея. Но если онъ находится вправо отъ этой вертика.1и, то онъ дод- 
женъ быть достаточно малъ для того, чтобы С былъ тоже вл'Ьво отъ 
вертикали проходящей чрезъ Е, 

Если вертикаль, проходящая чрезъ Д находится вправо отъ Д то 
можно, не нарушая равнов1>с1я поместить какой угодно грузъ на какую 
угодно ступеньку, лишь бы л^стница выдержала этотъ грузъ. 

Аналитическое ртиенге. Такъ же какъ и въ примЬрЬ 4-омъ, и при 
гЬхъ же обозначен1яхъ составляемъ уравнешя: 



\Е = К\ т;/?' -ь Л = ТГ 



%€ 



2т| Й7со50-ь 2К' л . 8%пЬ:={Ц^а-\-Ы)со8 ». 
Исключивъ и и Е\ получимъ: 



2г(Етг1 . С050-4-Е . 5шО) {у^Га-^гсТ^собЬ 



5^ 



ТГ 



го 



(553) 



Условхе равнов-Ьск заключается въ томъ, чтобы можно было удовле- 
творить уравнешю (553) такими величинами I и тг], чтобы: 

Если разсматривать уравнен1е (553) какъ уравнеше геометрическаго 
Н'Ьста точки (5, т;) отнесеннаго къ прямолинейнымъ прямоугольнымъ коор- 

13* 
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динатамъ, то (553) представляетъ собою гипербол)'. Если эта гипербола 
проходить чрезъ прямоугольннкъ составленный точками ? = г11а; -п^^:!!!!!', 
то услов1е равнов'Ьс1Я соблюдено, потому что тогда можно удовлетворить 
уравнен1ю (553) величинами \<у.\ 'П<н-'. Правая часть уравненхя (553) 
есть то, что мы обозначили чрезъ х^. Для того, чтобы гипербола прохо- 
дила чрезъ упомянутый прямоугольннкъ, необходимо и достаточно, чтобы 

2? ($7) . С05 О -4- ; . 8гп 0) 

Етг] н- 1 

была положительна при ; = }а; тг] = [!'. Сл^Ьдовательно услов1е равнов*- 
с1я будетъ 

2/ (}х[х' . С05 & -+- 11 вгп 0) 
11.|А -4- 1 

или х^ > х^. 

Въ этомъ заключалось и услов1е выведенное геометрическимъ изсл-Ь- 
довап1емъ. 

§ 224. Задача Маисвелля. Матер1альная точка т^ (фиг. 77) лежитъ на 
плоскости, поставленной подъ угломъ къ горизонту немного мсньшимъ, 
ч1>мъ уголъ трен1Я. Ниже матер1альной точки, но не на одноЁ съ нею 

лин1и наибольшаго ската, сделано въ плоско- 
сти отверст1е О, чрезъ которое прод'Ьта нить, 
прикрепленная къ матер1альной точк*. Тре- 
буется доказать, что, если тянуть весьма тихо 
за свободный конедъ нити, то матерхальная 
точка оппшетъ на наклонной плоскости путь, 
состояпцй, посл1;довате.1ьно, нзъ прямой и 
изъ полуокружности. 

Доказательспьво, Пусть т какое-либо по- 
ложен1е матсрьяльной точки, ТГ 1тродожен1е 
в'Ьса точки на наклонную плоскость, Р тре- 
Н1е. При сказанныхъ услов1яхъ 2^ = ТТ. 
Обозначимъ чрезъ Р натяжеше нити. Если 
нить тащимъ весьма тихо, не возбуждая за- 
мЬтной ускорительной силы, то силы Р, ЛУ и Р до.гжны все время быть въ 
равнов'Ьс1н. Пока отверст1о О еще ниже матерхальной точки гл, натяже- 
Н1е Г безконечно мало и достаточно только для нарушен1я равнов'Ьс1Я. 
Поэтому т спускается по прямой наибольшаго ската. Когда т дойдеть 
до горизонтали, проходящей чрозъ О, то Р д'Ьлается величиною конечною. 
Тогда Р должна дЬлпть пополамъ уголъ между Р и И^, при чемъ на- 
правлен{е силы ТТ" не меняется, а Г на1фавлена по касательной къ тра- 
ектор1и точки т. ОиредЬлен1е дальнЬйшаго пути приводится, следова- 
тельно, къ опредЬлен1ю кривой, въ которой рад1усъ От служитъ биссек- 
трисою угла, составляемаго касательною и постояннымъ направлешемъ. 




Фпг. 



а. 



Такая кряяая есть (нфужность, проходяшов чрезъ точ^г О, шходя- 
шуюся т, |;онцЬ Д1аметра. перпендикулярнаго еъ упомивутому иогтояяному 

ы:1пра[!ле11||1). 

ДГ.йигиитсльно (фиг. 77) въ онружиосги, цептръ которой иг С 
/_ СтО = / (Ют, 



- ^ ЗтО = 



- /, ОАт, 



: р'«)Тг, 

что и требуется. Итакъ, путь точки »» состонтъ ияъсрямоК пкЛ (фиг. Т?) 
II цолу окружности, по^тро^■нной на д|аистр'Ь АО. 

% 225. Трен!я, действующая па неизв'Ёстныиъ направлешйиъ. Вг задап-Ь 
Лак(.'!гс.1.ш мы первый [1а;п. истрЬтились съ вопрпсолп.. нъ которолъ не 
была дааа не то.1ько вмичина трешя, но н наираилен]^ трс111Я требова- 
Л0С11 опред'Ь.тнть, потому что предстояло опред'Ьлнть направлеше движения. 
Если иаиравлеН1е дннжепй! н<1 опрадЬлено задан1(;мъ, и сл-Ндоватрльно не- 
иав'кстны п направления трен1й. а дЬло идегъ о рапнов'к1н снсп-'иы, то 
приходнтсд ир||61;гнуть къ особыш. методамъ основаннымъ на теореме 
Шаля, нмЬюшсй капитальиое значен!!.' въ прикладной кинеиатнк'?'.. 

§ 226. Теорема Шаля: Всякое перем^щете плоской фигуры въ ея пло- 
сности изъ одного положен1я въ другое котетъ быть произведено безчи- 
сленнымъ множествокъ способовъ; но всегда можно достигнуть этого пере- 
я^щемй вращешем'ь фигуры оноло некоторой оси, называемой осью пере- 
мЪщен!н (фиг. 7^<). 

Пусть А \\ В суть дпЬ точки фиг;'11Ы въ 1-омъ ея положен!», А!, В' 

атл же точки фигуры во 2-омъ ея положещи, Соединииъ А съ А' а воз- 

ставимъ къ пряной АА' нзъ оя средины 

перневднкуляръ МО. Соединнмъ /' еъ в 

^? н возставиАгь къ вей нзъ ея средины 

Ь_ДГ лсрпендикуляръ. Перес'Ьчен1е Оэтнхъ 

шенднкуляровъ и будетъ проакцк'ю 

I перемещешя на перпендикулярную 

. вей плоскость фигуры (фиг. Т8>. 

Действительно разстоян1е А В между 

I точками фиг}'ры остается неизменным!., 

I такъ что АВ = А 'В'. КромЬ того нзъ 

равенства пря«оугол1.ных1> треугольнн- ^ 

ковъ сл1;дусп.: ОА^=ОА', ОВ=ОВ'. фн,., 78. 

Следовательно треугольншгн АОВ н 

А'ОВ' равны, и треугольникъ АОВ можно переМ'Ьстить уяти^нкмъ 

около о пзъ положения АОВ нъ г.оложеп1е А'ОВ', при чеяъ (атилъ ара- 

щенй'.нл) АВ переместится нъ ноложеше А'В'. Что и требовалось доказать. 
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§ 227. Первый епособъ р'Ьшен1я задачъ на трен1я, налравлен1Я которыхъ 
не даны. Такого рода задачи состоять въ сл'Ьдующемъ. Дано тяжелое т1^ла 
опирающееся п точками Л,, А^...Я^ на горизонта.1ьную плоскость, про- 
изводя въ этихъ точкахъ давлешя Р|, Р^,.,1\^. Пусть коэффишенты 
трен1я въ этихъ точкахъ будутъ р.,, ^^, Н-з — Н^»- На гЬло дЬйствуютъ пара 
и сила, при чемъ всЬ силы параллельны горизонтальной плоскости. 

Если будемъ разсматривать предельный случай, когда силы настолько 
велики, что гЬло едва не приходитъ въ движен1е и если намъ удастся 
найти тотъ центръ С перем^щетя, около котораго гЬло начало бы вра- 
щаться, еслибы оно пришло въ движен1е, то направлен1я трешй опре- 
делятся, потому что при вращен1и около С всЬ точки А^, Л а, ^з— бу- 
дутъ перемещаться по дугамъ окружностей радгусовъ СЛ^, СА^^ СА^,.., 
трен1я же будутъ действовать въ сторону противуположную этимъ перс^ 
мещсшямъ. 

Пусть: 
Ь моментъ заданной пары, 
X, У слагающ1я заданной си.1Ы, 
(а;^^, у^ координаты точки А,^, 

(?, тг]) координаты центра перемещенхя, 
и положимъ, что заданный силы стремятся повернуть гЬло въ направлен1п 
противуположномъ движешю стрелки часовъ. 

Разложеше тренхй по направлешямъ осей координап» упростится, еслн 
мы повернемъ все трешя около точекъ ихъ приложен1я въ одну сторону 
на углы равные прямому углу. Тогда все трен1я направятся по прямымъ 
0^,, С-^з, СЛ, ... по направлееш, положимъ, отъ С. Чтобы иметь право 
на такой поворотъ трен1й. мы должны помнить, что теперь проложен1е 
каждаго повернутаго трен1я на ось х равно проложенш неповернутаго 
трен1я на ось у и входш-ъ въ составъ силъ уравновешивающихъ У; точно 
такъ же проложен1е каждаго повернутаго трешя на ось у равно проло- 
жен1ю неповернутаго треп1я на ось х и входить въ составъ силъ уравно- 
вешивающихъ ( — X). Поэтому, и всл-Ьдствхе того, что трен1я равны Т^^^, 
^2^*2» -РзНч '-> получнмъ Д.1Я равновесхя силъ: 

Хр-Р ^^- -ьГ = (5Г)4) 

^^Р^211::У)._х = о 

г 



Д.1Я равновес1я моментовъ паръ не нужно повертывать трешя. Ра- 
венство нулю статпческихъ моментовъ относительно С будетъ таково: 

1[1Рг-4- Г . 5 — X . "П — 1, = (556) 

Здесь мы предположили, что центръ перемещен1я С не совпадаетъ ня 
съ одной изъ точекъ А^, А^..- прикасающихся къ плоскости. Еслл С 



совпядаетъ, ва11р1ш1кръ съ Л», то назыпая проложени трга1я в-ь А^ вл 
оси ирез1> 1-\ и 1\' получимъ ]'раоне111я р11пнов'Ьс1я, заменяя въ (554), 
(555) и (;1'>(() (г, т]) чрезъ (х^. ц^). 11^?^ ''*^' ц ^^р^-'-'.^— ирезъ Т-'^' 

и 1-\' II уничтожал Ч,Н'Н1. ^^^I\^\■ 

§ 228. Второй способъ рЪшен1я задачъ на трен1Я по неопред^ленныиъ 
гаправлен1якъ. Моменп. отпоснтельио (-' всЬхъ силъ и нсЬхъ третий (обо- 
.;начнмъ его чрсэъ р) равенъ 

р = ^}1Рг-*-Уг~Х11~ Ь (557) 

если координаты топки С суть (Е, ч]). Этотъ моииягь изи'Ьряется въ на- 
рравл1!П1и момента тренШ. Если /* отрицательно, то номевтъ силъ бол^е 
момонта трети и гЬло начнегь вращаться. Если р положительно, то мо- 
ментъ трен1й больше момента силъ я гЬло можетъ быть удержано въ 
иоко1'. даже меньшими третями, ч'Ьмъ пред1'льныя трен1я. Положимъ, что 
мы вашлн такое положеи1е точки С, ири которомъ р нрннимаетъ наимень- 
шую Ж'личнну. Ест р положительно или равно нулю нрн своей наимень- 
шей величин^., 10 не супюствустъ центра перем'Ьщенк С, около котораго 
гЬ.10 могло бы начать вращаться. Если же минимальное р отрицательно. 
то существуетъ центръ иер1Ш'Ьтен1я именно въ той точк^ С. для которой 
Р ттшит. 

Для опред11лен1я итшит'а р нулсно приравнять нронзводныя огь 
(557) но Е и по т, нулю. По при втомъ, благодаря равенству 

г' = (х — 1У -4- (у — Т))' 
мы 1;а1:ъ разъ и получимъ уравпешя (?1а4) и (55,')). 

Посмотрнмъ теперь, какое значеше им-Ьютъ эти уравнения (554) п 
(555). Нредставимъ себ* ось аерем^,шен1я С какъ неподвижную ось вра- 
щен1я и обозначнмъ проложен1я прои-чводимаго на нее тЬломъ Д!1влешя 
чрезъ Л, и Л„. Тогда, при равнов-Ьс1и, должны быть равны нулю суммы 
цроложсшй заданныхъ силъ, тренШ и давлетй. Но (554) и (55.')) пока- 
зываютъ, что суммы проложен^ аадаиныхъ сп.^ и тренШ равны нулю. 
СхЬдовательно: 

Я^ =0; Л, = 0. 

Уравиен1я (554) и (555) ноказьгеаюгь, что иа иоподпииЕНую ось С не 
существуеть давлен1я, если она выбрана такъ, что по отношетю къ нейр 
прин1шае1'ъ нннпнальное значете. 

Игакъ: ось С, около которой тяло начинаешь вращаться, ощкфь- 
ляеапн махожденкм), тштит'а, моменгна р; услотежг, при исполмекги 
копщюю заданным сияы едва достагяочны для щшвгдетя тгъла въ дви- 
жете, полцуаетси щмравненкмь нулю найденной минимальной аеличчны 
момента р. 

Примкръ 1. Т/леуюльный спюл?. стоить ножками принр/ьпленными 
въ трехь вертин(1.сь треугольника на гиризчнтальномь полу. Найти паи- 




метщю йл^, ноторая при еуи4еетвовати тренья меяв^- 1 
поАожъ, была бы способна повернуть агюлъ. Кслн вЬс1. всего стола I 
го давлеше каждой ножки о полъ равно -^ и трен1е каждой но» 
равно [1 .^- ■ 

Положииъ, что цептръ пер1'мЬщсв1я О но соваадаотъ ан съ одш 
изъ кояцовъ А, в, с аожеш., Такъ какъ задана только пара и, сдЪдо- 
пател1.но, трен1Я должни уравнов'Ьшпвать пару, то они иогутъ быть по- 
вернуты ис^ въ одну сторону на ирямой уголь и мы 11м1)еиъ право счи- 
тать ихъ дМствующнми по направлеякмъ АО, ВО, СО не нарушав 
раввов'Ьсш (си. § 225). Мы должны ии^ть равнов'Ёс1е сеоъ и равво&^I^^е 
момонтовъ. 

Рапнов'Ьс1е си.гь заключается въ равнов'ксй! повсрнут-ыхъ трен1Й 1Ьй- 
ствующихъ по АО, ВО, СО; чтобы оно было, необходимо, чтобы цектръ 
псремЬщешя О лежалъ внутри треугольника АВС. Такъ какъ грен1я апг 
взаимно равкм. то углы ЛОВ, ВОС, СОЛ должны быть взаямн» равны. 
Поэтому каждый нзъ нихъ равенъ 120'^. Итанъ: если каждый изъ угловъ 
треугольника мен^Ке 120*^, то пентръ нерем-Ьщеа1я дожить па поресЬченш 
двухъ дугъ окружностей, построенныхъ на двухъ сторовахъ треугольяиЕя 
и пм1;п1аюи1нхъ угодъ 120^. 

Равнов'Ьс1с моментояъ показываетъ, что моменгь наименьшей кары, 
которая въ состояй1н новернуть столь, равеиъ 



^'^{-{АО^ 



ВО -л- СО). 



Пожжимъ теперь, что центръ перем-1щен1я совпадаегь съ конп^иь 
одной изъ ножекъ, нанрнм'Ьръ съ С. 

Повернувъ трен1я на прямой уголъ заЫ'Ьтимъ, что трвше въ СдолжН1д 
уравиов!шшвать дв!) силы идуп],1я по Л С и ^^ С и равный каждая ^ ^ Л'. 
Равнод11Йствующая этихъ снлъ равпа 

\^-^' . 2соз (^]- 



Но трен1е въ С равно -„ [>Т1'. С.гЬдовательпо ата равнол!.йствуй>шия 
не можетъ быть больше -^ [гЦ'". Поэтому уголъ С долженъ быть больш!; 
120*. Итакъ: столъ можетъ повернуться около одной изт. ножекъ тсаько 
въ томъ случа-Ь, если уголъ треугольника ирв этой ножкЬ > 120°. Въ 
зтомъ случае моиеггп. панисньшей вращающей лары равенъ 



(..Ж(СЛ -^-С^?), 



если столъ повертывается около '. . 

Прим'Ьръ 2. Однородная «алка АВ 
етоЛ1ь, опираясь на нею ратомтьрно аспмн 



на юризонтальном 
и сопрнквсающня» 



во етоломь. Найти наилиньщю силу, нотпрая. бцдцчи прамямна ка 
кницу А шртндикулярно къ палюь и вь ю/тзонтаАъномь направлепш, 
била бы въ состоянм Ыаинут/. пилку п мпста. 

Пусть: / дл|[||а палки, и- в\;съ единицы оя длннм. ]Саждив злементъ 
иалки ироизводнтъ данл'Н1е и- . 1]х. Прсд'Ьльное трин^е на алеисн'п. равно 
[1.(Г. (Ьс. Ест центръ леремЬщея!» находится въ О, то трен1Я направ- 
леяы по псрпевдикулярамъ возстаменньпгь къ на-исЬ изъ ея элеиснтош. 
п вс'1'. трен1я даикны ураявовЬшиваться содою Р, прилоя^енною 1гь А. 

Положимъ, что центръ иер1!>Н;[Ц1:'Н1я лежитъ въ сторонЬ отъ палки. 
Попериувъ исЬ трон1я аъ одну сторону на прямой уголъ, такт. чтоЛы вс-К 
они были направлены къ О, зам-|,ти1гь, что всЬ они должны уранновЬ- 
ишваться силою Р дКЙствующею иара.1- 
лельпо палк11 (Р тоже повернута). Но ^/^ 

это можегь быть тольпо въ томг слу- у ^ ^ 

ча+р, если О лежить на палД. Нтакъ 1 

цонтръ перем'!;шен1я О до.1женъ леасать Л' 

па направленш палки. Фиг. 7у, 

Положимъ следовательно, что О ле- 
житъ на АВ II обоаначнмъ АО чрсэъ х; тогда неповернутыя трев1я въ 
элеиентахъ //и }Г пернендикудярны !;ъ АВ п направлены иакъ по- 
казано аа чертеж-Ь (фиг. 79). РавнодЬйствуипшя этихъ тренШ прило- 
жены въ цснтрахъ тяжести отрЬзковъ АО и ВО п равпы: 

11 тс {I ^х). 

• Рапиов'Ьс!^ снлъ и рааиов'{>с1е паръ дадугъ: 
\>. и!х' ^= ^и-{Р — х'). 
Второе изъ отикъ ураинен1Й даетъ я;V'2 =/. Первое даетъ: 



I 



ГЛАВА IV. 
Начало возможныхъ перем'Ь1цен1й. 



§ 229. Общее выран1ен1е начала возможныхъ перет^щмОк. Въ § 67 

мы П01;а.ч;и11, аъ ченъ сосгоип, пачнло иозмо'.каыхт, перемЬщь-шЙ ,Т.ля 
равновЬсШ одной точки; затЬм-ь въ |> 127 мы применили его, безъ ого- 
ворокъ, къ выводу общаго уравненЫ механики. 

Начиная ешо съ .Тагранжа было дано много доказательствъ справед- 
ливости этого нач;1ла въ приложен!!! е10 къ 1;аи1!иъ угодно системаиъ. 
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но всЬ эти доказательства возбуждали возраженхя. Этотъ недостатокъ чисто 
формальнаго характера, и даже частный случай общаго уравнен1я (начаю 
сохранен1я живой силы) служить краеугольнымъ камнемъ всей современ- 
ной физики и признается одною изъ достов1>рн'Ьйшихъ истинъ, благодаря 
огромному числу фактовъ, ее подтверждающихъ и отсутствш фактовъ 
1фОТивор'Ьчащихъ, всл'Ьдствхе чего какъ начало возможныхъ перем'Ьщешй 
въ прим'Ьненхи къ системЬ, такъ и выводимое изъ него общее уравнение 
механики такъ же достовЬрны какъ основные законы Ньютона, выве- 
денные тоже изъ наблюден1я фактовъ. 

Въ настоящей глав-Ь мы подробнее остановимся на начал'Ь возмож- 
ныхъ перем'Ьщенхй и прим'Ьнимъ его къ равнов-Ьсш неизменяемой си- 
стемы, для которой оно можетъ быть доказано съ достаточною уб+ап- 
тельностью. 

Самымъ общимъ образомъ можно выразить начало возможныхъ пере- 
м'Ьщенхй такъ: 

Положимъ, что силы Р1, Рд... д'Ьйствуютъ на точки Л,, А^... системы 
данныхъ гЬлъ. Некоторый изъ этпхъ гЬлъ могутъ быть соединены свя- 
зями и производятъ другъ на друга д'Ьйств1Я и противод'Ьйств1я. Поло- 
жимъ загЬмъ, что система весьма мало переместилась, такъ что точки 
А^, А^ ... заняли сосЬдшя положен1я: Л/, А^ ... Пусть с^р^, йрз ... суть 
проэкщи на направленк силъ Р,, Рд ... перем'Ьщен1й А^ -4/, А^ А^'. 
Пусть (1Л =; Р1ЙР; -ь Р2(^Р2 -ь Рз^Рз "^ •• Система находится въ равно- 
( в'Ьсш, если (Ш = О для всякихъ малыхъ перем'Ьщен1Й возможныхъ, то 
есть непротивор'Ьчащихъ геометрическимъ услов1ямъ связей. Наоборогь, 
система не находится въ равновесхи, если, для какого-нибудь возможнаго 
ел перем'Ьщен1я, (Ш не равняется нулю. 

Произведете Рс1р есть работа силы Р на пути того возможнаго пе- 
рем'Ьщешя точки А, проэкщя котораго на Г равна Лр. Ее называюгь 
иногда возможнымъ моменшомь (тотеп1 У1г1;ие1) и.1и возможною работою 
(1;гауа11 \'1г1;ие1). 

§ 230. Приложен1е начала возможныхъ перем'Ьщеней къ теор1И рычага. 

Для поясненк д'Ьла приложимъ нача.10 возможныхъ перем'Ьщешй къ про- 
стому и хорошо известному изъ эдементар- 
^ В ной физики примеру. 



( 



л 2л ^ I Положимъ, что намъ данъ рычагъ, спо- 

собный вращаться безъ трешя около оси 
- О (фиг. 80). Въ точкахъ А л В прило- 

жены къ нему силы Р и (?. Спрашивается. 
какое отношеше должно существовать между плечами ОА=^р\ и 0В = ^ 
для того, чтобы рычагъ находился въ равнов'Ьсш? 

Рычап, можетъ совершать больш1я перем'Ьщен1я, вращаясь около оси 
О, Но Д.Ш начала возможныхъ перем'Ьщсн1й важны только малыя пере- 
м^щешн. 



Возмояпшя 1ГММЯ перем*иР!г1я мя рнчаг» закточавтея ет. твиг, что 
онъ иожртъ повернуться на уголъ </ср въ ту иди другую сторону. Поло- 
жинъ, что онъ отк-юнплся на уголъ <^^ въ такую сторону, что точка Л 
йереи11стилась кверху. Это первмЬщенк' точки Л равно дугЬ р . (/у. 
Точка К серомЬстнтся при этомъ квнзу на дугу дйу. Если нерем'Ьщсше 
кверху считаемъ положите.и>нымъ, то церем-Ьщон1е книзу приходится счи- 
тать отрицателькмиъ. Поэтому возножвыя пврем'1'.П[ел1я точекъ прнложе- 
н1я силъ будутъ: 
^_ }1 . (^7 зля точки А 

^^Ь — Ч • ^'-^ хля точки Ь. 

^^В 1'аботи па пути атихъ 11ерсм'1ицен1Й Оудуп,: ^^ 

^^Ш Р . р^'у = работа сцлы Р ,^^1 

^^Ш — (Ц . ^<^^ = работа силы ^. ^^И 

^ Согласно началу нозиожныхъ переи-ЬщепШ суниа птихъ возможныхъ 

работъ должна быть раина нулю. Следовательно: 
РрФ^ - (?ч,/? ^ о 

или, но сократеп1и на </?: 

Рр=Яд (558) 

Итакъ, мм вывели изъ иача.1а возможныхъ нереы'ЬшснШ уравнение 
1558), выражаюи(№ нзв^.стлмВ законъ рычага, выралающШ, что для рав- 
вов1с1я рычага необходнко, чтобы статнчешо ыоыевты си.1ъ были раины. 
Это ура!гаен1е (558) можстъ быть представлено въ вндЬ: 

'^ = 1 (^^»> 



см.11.1 обратно проуоршонсиьиы плечамь рычага. 

§ 231. Прии'Ьиенге начала возножныхъ перемещен!!) оъ практической 
механики. Зактп. рычага можно выразить слЬдушщииъ образомъ. При 
I1^'р|'11[.1ц^^н^и рычага па уголъ (/-р одинъ кг.игцъ его оинсываеп. боль- 
шую, другой меньшую дуг)': возножиое |1ерем'Ьщеи1е одного конца больше 
Ч'Ьмъ другого. ^!^1я равяовЬс|я приложенный къ этимъ ковпанъ силы 
должны быть обратно про[10рц^оиа^^ьны нхъ возможны»!. пррен'11тен1яиъ. 
^1-Ьмъ меньше возможное перем'Ьщеше точки рычага, тЬмъ большую силу 
нужно к~ь ней приложить д.ш равнов1'>с1я. 

Въ праигической механик!, начало возможныхъ перем'ЬшевШ нзбав- 
ляеп. иногда отъ многпгъ иычис1ен1Й. Практики пырал;аютъ его иногда 
въ такой форм1;: «проигрывгш въ просфанстп'11, выигрываемъ въ силк». 
Это ьыражен1е не отличается точностью. Выразнмъ несколько точя+.с на 
опреД'Ьленномъ пример*, что хотятъ сказать этими слованп. 

Положннъ. что им'Ьемъ сколь угодно сложный мехавизнъ, состоящей 
изъ рыч^м-ов-ь, зубчатыхъ колссъ и шкнвовъ съ иерекивутыми безкопоч- 



ВШЕ ремвянл, только таков, это кшщоя? лоложевш точки ^ 

соотв-Ьтствусть свое. вподн'Ь 011ред'|!ленио1' 1!Оложен1е точки В. Поло» 
ЧТ1>, при прохожденш точкою -4 весьма ма-шго пути Аа, точка Л пр( 
Д1т> восьиа ыа.11|[1{ иуть ЛЬ. На основа1пи ыача.'1а возможкмзсъ аср( 
щен1й силы Г и ^, прнлож1'Н11ыя иъ точкахъ А п в лсханизма по ] 
правленш этшъ путей ура11Нов1;т11]1а1(1ТС11, пъ отсутствй! тренШ, въ Т 
случаЬ, если он'Ь обратно цроиорцюнальны длинамг отигь путей. 

Это начало, какъ и ирипцвиъ сохрписнш энергш. у6']11кдаетъ 
въ толь, 1ГГ0 никакимъ механизмом?, нельзя создать .тупи» 
можно только разнообразить отнои/енгя между силами и путями, 
ходимыми /тъми точками механизма, аь которыхь эти силы прилол 

§ 232. Доказательство начала возножныхъ переи'ЬщешЙ для свободнтП 
абсолютно твердаго тЪла. 

Теорема 1. РпСюта гиль. длЛстацю/цихь на одну точку, /ювно 
работгь 21а^^нод1ьиствующеи зш1и:ъ спль. 

Ест 1г1;сколы10 силъ дЬйствуюгь на одну точку А и заставляютъ оо 
перем11ститьсл въ А', то каждая лзъ силъ производить работу. Работою 
всей совокупности силъ называется сумма рабоп., Иронзвадонныхъ каж- 
дою изъ силъ. Работа произведенная одною силою 1' равна, согласво 
опрсд'Ьлен1ю, произведению перемещения АА' на проэкщю Р по направ- 
.1ешв) АА'. Поптому работа вс11хъ склъ равна производеН1Ю АА' на 
1[роэкп1ю вс'Ьхъ СИЛЪ ПО на1!равлвн1ю А А'. Следовательно она ранна 
произведрнш АА' на проэпц1ю равнод'ЬЙствующеЙ по направлешю АА', 
Иташ.: раоога снлъ дГ.йствующил. на точку равна ра6ог1'> ихъ равно- 
хЬйствуюпкй. 

Теорема Т1, Работа силы. дпЛотуюн^сй на абсолиппно-т 
тпло. не .пгьняется, если тонка прыложснгя силы переносится вь е 
точку тгьла. лежащую на направленш силы. Положимъ (фиг. Й1), 
въ абсолютно твердомъ т11.тЬ СЕтла Г переносится нэъ точки при; 

А въ точку нри.10жен1п И того же 1 
находяту»1сл на паправлепш силы 1 
Пусть А'В' ость второе положсше 1 
ной АЛ весьма близкое къ первому,! 
_ нимаемое п1шмою АЛ подъ Л'^Вств1в 

данныхъ силъ на тЬло. Опустииъ пер] 
ди1:улпры А'М и Л'К на АЛ. Работа силы /■', согласно съ опред! 
н1еиъ этого понят1Я, равна Р . АЫ. Работа перенесенной силы Р ра1Й 
Р . ^^^V. Такъ какъ А'В' составляотъ съ АВ безконечпо малыЛ уголг. 
то можно принять коснпусъ этого угла равнымъ еднЕПц!;. Тогда: 

NN = аТ'' = АВ . 



А' 



А » /• 



А^/- 



Пчатомуг 



Г. ам = р . ^^N, 



что и треооаалооь доказать. 

Сл11дств1(>. Пзъ атихъ двукъ тооремъ слЪлуеть. что работа Д'ЬЙ- 
ствуюпчаъ силъ ори данномт. дсррмЬшеН!!! не измЬняетаг отъ того, что 
буд}ть приложены кг т^^у еще раоныя и протииуиоложныя силы. 

Теорема III. Работа совою/пкости гиль длйствцхпаить на абео- 
лютно-таердос V^}ьло не измтняетс:! опи того «ли другою привсдгшя 
.тюй савокучяости силъ по правилами статики та простшХшимл сиапе- 
яамъ силь и парь. Статичрское при1)еден1е сил'ь, д11йстауюшихъ на нс- 
язм'Ьняеиую систему, изложенное ы. 88 90 — 104, все состоять пзъ трегь 
процессов!.: 1) сложешя и разложения силъ; 2) перенесейя ихъ точекъ 
приложен1Л тю ихъ паг1рав.1ен1ямъ и 3) присоединенй! или отнят1я силъ 
равныгь и иротнвуцоложныхь. 

Согласно доказаннынъ въ настоян1емъ парзгряф'Ь теоренаиъ и сл'11Д- 
СТ111Ю ни одннъ изъ йтихъ процгссонъ не 11з)г1'.ниегь работы совок)"1шости 
д'Ьйствуюпщхъ силъ. Сд*доиате.1ьно эта работа но нзм'1шяется огь то1'о 
НЛП другого иривсдешя си.ть. 

С л Ь д с т в 1 е. Поэтому: ^^а(Го№/^ данной совокупности снлъ, Ошктаую- 
щихь на абсолютно-твердое шпло, равна сумлпь работа равнодпйствую- 
гцей силы и равноЛьйствуютеЛ пары (см. ^ !)21 

Главная тооремн Если совокупность силь., дпИствующихъ на 
абсолютно твердое т>ь.*о, находится вь равнов/ши, то су.чма Р^'^р, -+- 
■+- Р-зАр^ -+- ... возмоЭ1сныхь 1>аботг равна нулю. Ксли совокупность силъ 
находится въ равнов1.с1я, то и равнодЬйствующая сила Л равва ну.тю. и 
ыояен'П. О равнодгЬйствующей пары равенъ нулю (см. 88 ^'2 н 105). Но 
въ такомъ случае, согласно сл11дств1ю теоремы 1П-еЙ, раСюта Р,^^р, -+ 
-+- А^^р] -ь --■ псей совокупности силъ равна кулю. Эту работу мы обо- 
значили нъ 8 22!» чреаъ гШ. Птакъ, начало наимемьшаго дМств1я, вг, 
щягложенш та свободному абсолютно-мисрдому тплу, доказано: если 
тЬло находится въ равнои'Ьсш, то (1(7 = Ч. 

Обратная теорема. Если сумма возможныль работь равна нулю 
для всякою ии.1Можиа1о перемпщен1я абсолютно-твердого тгьла, то тлло 
находится въ рпвнотьсм. Ксли сумиа возкожныхъ |1аботъ равна пулю, 
то согласно сказанному въ настоящемъ параграфе, сумма рабоп, рав- 
вод1>Яствув1щеЙ силы И и рапнод'ЬйствующеЙ пары О равна нулю для 
всяк:1Го во;шожнаго перем'1;щен1я. Докад;емг, что если вга работа равна 
нулю, то и самыя Л и О ранни, порознь, кулю. 

Мы можемъ всегда, согласно § 98-иу, ед'Ь.|1ат1. приведеше такъ, чтобы 
плоскость пары в была перпендикулярна къ сил!. Л. Такъ какъ сумма 
работъ силы Л и пары О равна нулю для вснкаго пере1и11Щен1Я, то она 
равна нулю н для та1;ого !1ерем|,и1ен1я, при котором!. г11Ло, оставаясь 
пара.1лельны»гь своему начальному положонк) 1!ерем*Ь!цае'1;1;п на путь 5г 
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I В. Но ВТО пере1гЬтен1е иерпекднкулярно еъ 
ляюшимъ оару О. Сл1'.довател[.но работа пары рииня нгло. Егл1 сумма 
раЛотъ силы В я пары С равна нулю и работа иары О въ отд'Ьльвогга 
равна 11)'Л1п. тп и работа ЕЬг силы въ отд1;льностн должна быть равна 
нулю ири томъ, что ог не равно нулт. Следовательно Л ^ О. 

Тацъ кавъ сумма работъ сплы Л ч пары С равна нулю для всяваго 
возможнаго пвреи^щшш, то ова равна нулю и для такого пе1К!!гЬщеи1а, 
при которомъ тЬло поиер1Ъ1вает('.я на уголъ г/ш оЕпло Й ВЪ сторову. 
указанную силами, составляющими пару. Ес1и плечо нары АВ. тотрг- 
и*щон1я точекъ А и Л прпло;ксН1Я ея снлъ будутъ натгравлкны ио эпт 
снлазгь (Оезконечно малыя дуги) и равны, каждое порознь, г^ АИ.^Ь. 
Работа же всей пары будоп. АБ . д . ^ш = О . (?<о. При спааанпумг 
перемещен! II тЬла точка приложетя силы И не переи^шается; поягоит 
работа силы Л равна нулю. Следовательно, при указаниолъ равсасЫ 
нулю суммы работъ сплы Л и пары О, — работа пары С раина нуль, 
или (т .(?«)== 0. Но (^0) не равно нулю. Следовательно = 0. 

Птакъ: II = О, а = 0. Если же они порознь равны нулю, то й.1'| 
находится 1П. 1)ИВП1>1(1х1И. что п требовалось док:1зать. 

§ 233. Доказательство теоремы обратной началу вози01кных1> пере11- 
(цен1й, для системы абсолютно твердыхъ т'Ьлъ. 

Теорема: Система находится чь поко>ь: дано, что /хиюниг внпш- 
нихь аиь равна нулю для всякииь иссьма малыгъ }1ер1-м*ь>цен>а сыагими 
изь этого положения, согласуемых^ съ данными связями. Тр(^уе}пся дока- 
зать, что система находшпси въ равновпсш. 

Еслибы система не была в'ь равновЬсш. то она пришла бы пъ двн- 
жен1е. Представпмъ себ'Ь всяк1Я возможньш совокупности пуп'Й вгЬп 
точекъ системы. Пзберемъ одну изъ такихъ совокупностей путей. По- 
мощью гладкихъ 1;ривыхъ можемъ поставить систему въ такш услов1)1. 
что точки ея будутъ въ состоян1и двигаться татько по избранвой (■(■вч- 
купности путей. Такъ, напривсЬръ, есчи какая-нибудь привая пртдстав- 
ляегь собою одинъ изъ путей избранной совокупности, по которому мсжстъ 
двигаться одна изъ точокъ системы, то, взявъ неподвижную абсолютен 
твердую и гладкую проволоку, имеющую видъ этой кривой и надЬвъ на вс)' 
очень тонкое кольцо, соединсвное съ точкою движущейся по этой кркиий. 
и сд1;лавъ то же самое съ другими точками систомм, мы поставпмъ си- 
стему въ та1;1я услов1я, что ея точки могуп. свободно двигаться толы» 
по избранной совокупности путей. Противод|1Йств1Я этихъ цроволоп 
равны дКйств1ямъ на нихъ движущихся по нимъ точекъ в противуш- 
ложны этимъ д'Ьйств1ямъ. а потому работа атихъ Д'ЬйствШ » протнвоМ!- 
СТВ1Й равна ну-тю и проволоки не вл!яюгь на величину разсматрнваеИ"! 
возможной работы. Теперь уже достаточно одной сплы -;Р приложенво! 
1:ъ какой-нибудь точкЬ А системы д,1я того, чтобы удержать систему стт^ 



1тере!гЪщрн1Я язь 1толожен)я оокоя. Эта сила Р должна ннЪп яяпрмяе- 
Н1<' противу и сложное тону, по которому точка А двигалась бы. еслибм 
Н1' Оило силы Г. Тенорь силы ириложснныя къ систем-Ь уравнов'!\П111- 
в:ио1ся силою Р. Если система дпцне1'ся по единственно достуинымъ еН 
путяиъ и точка А перем'Ьстнтся при этомт. лъ Л', то сумма раГюгь прн- 
ложсннмхъ къ систем'Ь си-гь, нлюсъ работа силы !•', должна быть равна 
нулю. Но дано, что сумма рабогь приложенныхъ къ системЬ снлъ ранка 
нулю. Ел работа равна ( ~~АА' . Г), а перемЬщев1е АА' произвольно, 
Сл-1.довательно ^' = 0. Итакъ, не вужнц никакой силы Р д.ш удержатя 
системы въ иоко!.. Сл-Ьдовательно система находится въ 1)авнов^.с1и. что 
и требовалось доказать. 

Заи'1^тннъ. что въ доказательств'!; этомъ мы предполагали, что всЬ 
силы дЫ1ств)тощ1Я на систему приняты во внииан!е, то есть и трен1я 
(1?сли овн предполагаются существуюшнмн), и реакщи связей. Можно не 
вводить въ уравнен1е АП^О только таьчя сплы, или совокупности снлъ, 
работа которыхъ равна нулю. папрнм'1фъ: давлен1е на ось тЬла врашаю- 
щагося около неподвижной оси, — потому что точка приложен1я такой силы 
неподвижна, и потому работа силы равна нулю; натяжен1е нерастяжимоЁ 
нити, на концахъ которой прнкрЬплсны дв'Ь точки системы.— потому что 
совокупность рабоп. Д'Кйств1я и 11ротн110д|1Йств1я равна нулю. 

§ 234. Начальное движен1е системы. Теорема: Находившаяся въ 
покогь сиапем<1 начинаот Оанженк. подъ Фьйппвкмг. прылоэт-нныхъ къ 
ней силъ, есЫи так?,, что }т6ота сил» ей мачияьнимь ае/м'мшцети по- 
лкигигжльна. Опрааехчивость этой теоремы видна изъ того, что въ прн- 
ло;кеН1И къ начинающемуся двнжеи1ю уравиеН1е (300) живыхъ силъ при- 
Н11маетт> вндъ; 



величина же 51 -д- , какъ сумма квпдратовъ помиожеаоыхъ на половины 
массъ, всегда положительна, 

I Изъ этой теоремы С111дуегь, что для обозпечвн1я равнов^сш доона- 

точно, чтобы сумма возможныхъ работъ для всЬхъ возможныхъ перемЬ- 
шен11( была не больше нуля; потому 'гго; согласно тольво-что доказан- 
ному, т(1лько ноложительная сумма работъ существуетъ при выходЬ си- 
стемы иаъ иокоя, какъ ато видно изъ (183). 

^^_ Работа снлъ Р равна раГюгЬ ИХ1> про-юженШ, га1;ъ что: 

Г^1 



: Р11р = V (Л'(/л: -*- ГЛ(/ -ь .г^/-^). 



Поэтому начало возможныхъ переи11щетй можотъ быть выражено 
формулою: 

X (ХОх -ь 14'/ -+- ^Р') ^0 ( ''^Щ 

согласно съ 183. 



только въ 0Д87 сторону 1 

достаточпымъ услов1емъ ры,вдов11С1а будетъ: 1 

если же доиженш иознижыо по свиаяиъ нъ оО'Ь стороны, то услоп^е ^Н 
но1)'Ьс1я будотт.: "В 

V {Х.ах н- Гйр/ +- гАж) = 0. 

На этомъ чаще встр-Ьчцющемся условш мы и остановимся, 

§ 285. Координаты таердаго т*ла. Для опред-Ьлен1я полпжен1я неизял- 
»яемоы системы нЬп. нсобх(|димост11 знать воордиваты вс1;зп. ея тон-п: 
достаточно знать координаты х, у, г одной какой-нибудь точки снстеиы, 
два угла, состав.1Яемыо съ ослмп х к ц какою-либо данною пря*!ою си- 
стемы и уголъ, составляе41ЫЙ какою нибудь данною неподвижною нлос- 
костью съ даявон) плоскостью системы проходящею чрезъ упоиянуч» 
прямую. Итого, нужно знать С 1к0орд}|на'гь: 'х, ц, г, два угла прямой в 
уголъ между плоскостями. 

Эти б велпчинъ или другш сак1я-либо О всличинъ, опрсдЫяюшй 
положеше неизлаъняемой системы, называются ея координатами. 

Если система состоитъ изъ н'Ьсколькихъ точекъ или н'Ьсколькихъ т^п. 
то тЬ величины, которыли определяется положеше системы, называются 
1'я коо^/Оыпитпими. 

§ 236. НезаЁксимыя координаты. ]^сли по.1ожеше системы ^^шредЬ- 
дяется декартовыми координатами исЬхъ ея точекъ, и если свобода дм- 
жен1Й ея ограничена связяин, то спязи эти выражаются уравнен1Я)1)(, 
дающими зависимость между н'Ькоторыми изъ этихъ координагь. 

Положимъ, что система содержигь и точекъ н дано к связей. Х'я ишцуВ 
точки существуют!. 3 декартовы координаты я:, у, ^. С.11;довательйо дда 
всей системы существуетъ Зи координагь. Изъ нпхъ Ь координагь мо- 
гутъ быть исключены нрн помощи к уравненЙ связей н остается (Зя — I) 
координагь, который уже будутъ независнкы друп. огь друга. 

Эти (Зн — 1-) незавнсииыя другъ отъ друга координаты, или (Зи — к) 
велпчинъ пхъ замЬняющвхъ, называются независимыми коО})А1натат 
системы при данныхъ связях^. 

Ярим'Ьръ. Точка двнжетсл на сфер'Ь. Положеше точки опрод'Ьлястся 
3-мя декартовыми координатами (л; у, г}. Но щш данной связи (.сф^:1ш^ 
вполн'Ь достаточно, для 011ред'Ьлен1я положен1я точки на сфор'Ь, 2-хъ ге(Ь 
графическнхъ координагь: долготы X и шпроты ф. 

Прим'Ьръ 2 Й. Точка Ли-'^етсл по прямой 
Ах -У' Ву н- Сг = В 
Л^x -+- В,у ч- С,г = В, 

11оложен1е точки определяется 3-мя декартовыми координатами и, 
I/. г). Но при дв11Же!11И по этой прямой, для опред1,лен1П положен1я тотга, 



:атачйО знать одну шо^щипл?- Д ниенно: изъ уравяешд язшаоа пря- 



мой опред{>ляе»ъ 



Б, (V - Сг) - 
ЛИ,- 

А (Д' — С,«)- 
АВ, - 



В (В. - 
- ■<1-В 

-А,В 



о.) 



Теперь ясно, что для опред1)лвв1Я 11цложе[11Я точки ва прямой доста- 
точно знать г, по которому сеИчасъ же 011ред'1^1ятся ;с и у ио выведен- 
нммъ фориуланъ. 

Прнм'Ьръ 3. Прямая ЛИ им-Ьетъ неподвижвуы точку вг начал* 
коордиватъ и ножстъ вращаться около этой точки оставаясь постояно въ 
илоскости (х. у). 

Хотя каждая точка прямой опред11ляется 3*мя декартовьтии коорди- 
наташ!. Но иоложен!? ирямой вполнЬ онредЬляется угломъ ср, образуе- 
мымъ его съ осью х. Уголъ (^ и будетъ незавчсииою координатою прямой 
подчивенноВ таквмъ услов1ямъ. 

§ 237. Степени свободы системы, '[вело незапвсвмыхъ координатг, 
которыми опред1^.1^^етсл положен1е системы называется стеш'нью свободы 
»гоЙ системы при данныхъ связяхъ. Такимъ образомъ: 
Степень свободы свободной точки = 3; 

Степень свободы точки не покидающей данной поверхности = 2. 
Степень свободы свободнаго абсолютно твердаго гЬла = 6; 
Степень свободы абсолютно твердаго тЬла им|>ющаго 1 неподвижную 
точку =^ 3; 
^^ Степень свободы абсолютно твердаг'о гЬ.1а вращающагосн около не- 
^Иидвнжной ^^№=1. 
^В тапъ дал'^с. 

^Р- % 238. Максинуиъ и иинииуиъ силовой фуннцм. р]сли алементарвав 
работа 1 {X их -^^ У Лд -+- л Аг) представляет!, собою йодный дифферен- 
аль какой-нибудь функши II, глкъ что: 

, согласно !; 133, эта фупка1я П называется силовою функ1Ц1;ю. 
Согласно началу возмохнмп. переи1'>шеа1й. при раваов-Ьс1н системы: 

(1и = о (5С1) 

По правиламъ же диффереящальнаго 11счислон1я (561) оредставляеть 
}ою уравнен1е. нзъ котораго онреД'Ь.чяютои макснкальныя или иинн- 
[ьныя звачев1я для 17. илв так1я значешя коордннатъ, для которыгь 
1 въ ихъ сос-1)дств'Ь) Р = сот(. 

Итакъ: если дана силовая функпдя V. то, для 01фе;гЬлен1я положешя 
|ВН0в1)с1я системы опредЬляеиъ ея координаты такъ, чтобы 17 было нак- 
I или мннинумъ. ^^Н 

Дмом.— Ктроъ порет II че* 
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миюжент равноатпя 
сео(й максимальной к 

1 снапемы соспдныхь 



силовая фунт*я 
I величины, или Л = еопб1 вь 
ъ €я положенкмь равновлЫя. 
% 239. Устойчивость ра8новЪс1я систешы. Разсмотриыъ 11осл1|дова1 

3 случая. 

1) (/импетъ максимальную величину, то есть 17 уменьшается 
коыъ возножномъ переьгЬщенш въ сос1)днее положешс. 

Пом^стимъ систему въ одно изъ такихъ сосЬднихъ положена 
доставимъ ей двигаться выходя изъ покоя подъ в.11ЯЕ1емъ даввыхъ 
Согласно § 234 онъ начнеп. двигаться такъ. что элементарная ра( 
будетъ положительна. Но, когда (ЦТ полож11те.1ев'ь, то V возр: 
Поэтому система будетъ приближаться къ положению раввов-Ьс1я, въ 
торомь V тахгтит. Итакъ, въ этомъ случае, ооложен1е |)авнов1ш 
устойчивое. 

2) и импетъ минимальную величину, то есть V увеличивается 
всяконъ возможномъ церем11щен1н т. соседнее ооложеше. 

11ом11стимъ систему въ одно изъ таквхъ сос^днихъ положснЩ к ир^- 
доставимъ ей двигаться, выходя изъ покоя, подъ вл{яшемъ даввыхъ гнп 
Согласно 1* 234 она начнетъ двигаться такъ. что й^Тбудеп. полижит<'л>н& 
Но когда ^П положптеленъ, то II возрастаегь. Поэтом)' система еш? 
бол-Ье будетъ удаляться отъ положешя равнов1;с1я, въ которомъ Г «ог 
т'тшп. Итакъ, въ втомъ случа'Ь, положеше равнов'Ьс^я неуогшйчшог. 

3) 1'^сопз1 для вс4хъ иерем1;щ(!яШ системы пзт. полохеийя равяо- 
вФс1я въ сосЬдшя положения. Въ атонъ случа!; равнов1',с1е безразличшг. 

§ 240. Высота центра тяжести, соотв-Ьтствующая равнов:1с1ю. Па1[> 
ясимъ, что на систему дЬйствуегь только одна внешняя сила- тяж&ль 

Пусть ^1, г^... суть высоты точекъ системы надъ горизонтальною пж- 
костью {х, у). 

От[, т,... массы этнхъ точекъ. 

е высота центра тяжести системы. 

Согласно (242) им'Ьемъ; 



1Ю = 



1^ тц йг = 



- дИ тАе 



11^ — г д - 1м-+-С 
Следовательно 

и тааятит при я тШтит, устойчивое равноо%с1с; 
Р тгптит при и та^гтит, неустойчивое раинов11С1е; 
Птакъ: Если система находится подъ влгянгемъ только тялааяш • 
тгысъ реакцгй, которых не входятъ «ь уравнение, выражан1Щ4ч чача» 
возможных^ ие.ргмтиенШ, то возможная положешя ра^тоатьсгя 



''пщють максимальное »мм мымималыюй выеотп центра тяжести ила 
такому ею полозкемгю, по вых«Л& ил котораго ею высота кг мпияется, 
Ровмовтпе будешь устойчивое щт минимальной выаутп центра тяжести 
и неустойчивое при максимальной ею аыстпгь. Максимумь н шшнмумъ 
иаходытсл ио правиламъ диффе|>(Шща.1ьваго исчисления. 

Прим-Ьръ 1. Фнз[1яеск1й маятникг находится въ уапойчшомъ т- 
ложеН111 равнов1'.с1я, если его центръ тяя:е;:ти лежить подь осью, на про- 
ходящей чрезъ нее вертикали. ' 

Онъ находится въ неусто11чтомъ положен!» равнов'Ьс1я, если его 
центръ тяжести лежитъ надъ осью, на проходящей презъ ось всртика,ш. 

Ои1> находится въ безразличном!, ыоложеши раннов^сЫ, если ось про- 
юдигь чрезъ цевтръ тяжести. 

П р и м 'Ь р ъ 2, Однородная балка (фш. 82) упирается безь трсшя, 
т вертикальную апгьну и опирается, гпоже безь трснгя, о горимтналъ- 
ную круыую балку С. Найти ся положстя равноапсЫ. Пусть: 

Разстоян1е С отъ сгЬны = Ь. 

Уголь на1и10псн1я балки къ сгЬн'Ь ;= Ь. 

(х, у) горизонтальная плоскос1ъ, проходящая чрезъ С. 

■г высота центра тяжести. 

И)гЬемъ: 



"Л ~ " вайдемъ, что въ по.10жешн равнов^1Я 




Такъ какъ -.а отрипате.1ьна. то въ положен!» равповЬс^я г дости- 
1втъ тахтит'л н равновКс1е неустойчивое. 

% 241. Неопред'Ьленныя задачи. Тяжелое твердое тЪо находится въ 
яов1\с1И, если опирается о горпзоатальвую плоскость тремя иележа- 
I на одной прямой точками, н можно вычистить дав.1ен1е, произво- 
Ь1Я гКлоиъ въ каждой точк1; опоры. Но если ткю опирается на гори- 
иьную плоскость бол'Ье ч-Ьмъ тремя точками нележащнмц на одной 
МОЯ, то вычислен1е давленШ В1> точкахъ опоры является (если не вво- 
I особыхъ цредположен1й) задачею неопред'Ьленною. Раасмотримъ атотт. 
юсъ несколько подробн-Ье. 

и* 



С1С 



\ 



Пусть: 

-4,, А^.,. суть точки, которыми тяжелое тЬло опирается на неподвиж- 
ную горизонтальную плоскость (х, у). 
Сг проекц1я центра тяжести гЬла на эту плоскость. 
Ж в'Ьсъ гЬла. 

Д,, Ла... давлешя въ точкахъ опоры; 
(ж, у) координаты точки 6\ 
'(^11 У\)^ (^2» Уа)— координаты точекъ ^1, А^... 
При д'Ьйствхи параллельныхъ силъ тяжести иаг]кемъ: 

ТГ = 2?! -ь 7?а -4- ... 

Жл; = Е^Ху^ -4- Е^х^ -\- 7?зЖз -+-... [ (502 

Изъ этихъ уравненШ можно определить давленгя Е только въ томъ 
случае, если имеется только три точки опоры, нележапця въ одной вер- 
тикальной плоскости. Если же имеется бол^е трехъ точекъ опоры, то за- 
дача оказывается неопределенною. 

§ 242. Введен1е новыхъ усдовж, обращающихъ иеопред'Ьленную стап- 
ческую задачу въ определенную. На самомъ д^л^ тяжелое твердое тЬю, 
опирающееся на несколько точекъ опоры, производить въ каждой изъ нить 
вполне определенное давлеше. Следовательно упомянутая неопределен- 
ность оказывается только кажущеюся, происходящею отъ того, что мы не 
приняли во вниман1е всехъ существуюпщхъ въ действительности условй. 

Мы сейчасъ увидимъ на примере, что принимая во внимаше гибкость 
матер1ала, законы которой изследуются въ теорш упругости, можно ре- 
шать так1я задачи, который для абсолютно твердаго гЬла были бы не 
определенными. 

П р и м е р ъ. Столъ, доска котораго несжимаема и имеетъ вндъ прямо- 
угольника и ножки, помещаюпцяся въ углахъ этого прямоутольнина, равны 
меяуцг собою и шьсколько союимаемы пропорщонально давленшгь — стонть 
на горизонтальномъ полу. Предполагая, что ноль и доска стола абсолютно 
тверды, найти давлешя въ точкахъ опоры при данной нагрузке стола. 

Пусть: 

О точка проложен1я силы тяжести. 

{х, у) координаты точки С. 

АБ ось X 

АВ ось у 

АБ = а; АВ = Ъ. 

Уравнен1Я (562) примутъ видъ: 

ТГ = В^-^-Е,-^^ Д, -+- ^4 

РГж = (Л, -«- Л,) « } (563) 

ТГг, = (7гз +-Л,)6 



Но сжимаеность нояекъ дастъ еще уравветИв, А инвнво: ^агояажь 
А С стола, всл'Ьдств1е абсолютной твердости доски, остается пряною. Сле- 
довательно понижение центра стола равно средней ариометическоВ пони- 
жея1й точекъ А и С. То же можно сказать относительно другой дгагоналн. 
Следовательно средняя арнометическая дапленШ въ У( и 7> равна сред- 
ней арииметическоВ давлешй въ А и С. Получпмъ поэтому еще уравненш 



: Л, +- К, 



. С5М) 



Четыре ураваен1Я 01гред"Ьляютъ четыре дамев^я. Изъ этвгь уравне- 
шй, при Да=о: получимъ Л1авяен1е 



: 1 



1101;аз[.т;1ющее, что давлси1е существуетъ только вь топкахъ А. В, I), 
если О лежит1> на прямой, еоединяюпюН средины сторонъ АВ и АО. 

Соодиаяя посгЬдовательно пунктирнынк пряными средины сторонъ 
прямоугольника, получнмт. ромб-ь. Ксли О лежптъ внутри этого ромба, то 
стап. давить вс1.ян '1-яя пожкаии. Если О лежить внЬ этого ромба, то 
столь давить толе^ко тремя нол1:ами. 

§ 243. Шарниркыя ферны. Система, состоящая нзъ н точекъ, связан- 
иыхъ между собою твердыми стержнями, называет<:я фермою. Для прндо- 
жрн1я къ такой ферм* начала возможныхъ переи-Ьщея!» мы должны пред- 
ставить верщины ея перем'Ьощем]дии. При этомъ можегь представиться 
несколько случаевъ. 

1) Если фериа устроена такъ, что углы между стержнями могутъ 
'5ыть изменяемы на конечную величину безъ изменен!» длины стержней, 
то такуп дсфорнацш фермы называютъ нормальною. 

2) Ферма можегь состоять изъ стержней взятыхъ въ чнсл* и порядк* 
достаточномъ для того, чтобы углы не могли быть изменяемы на конеч- 
ную величину, а были бы пзм']'>няемм только безконечно иа.10 безъ изи^- 
нсшя длины стержней. Деформашя такой фермы называется ненормальною. 

3) Ферма, им-Ьющая ровно только такое чисю стержней, которое до- 
статочно д^^я удержашя угловъ отъ конечныхъ изж^иснШ, называетчш 
Щ)Остою И.Ш свободно расширяемою, такъ какъ конечное изм'1шен1е длины 
ея с1%)жнеЁ не влечетъ за собою ея иоломки. 

А) Если число стержней ферны бол'Ье п-Ьмъ достаточно для удержа^ 
н1я ел угловъ отъ конечныхъ нзм1'.вен1Й, такъ что конечное изменение 
длины некоторыхъ стержней влечетъ за собою поломку фермы, то она 
называется нерасширяемою. 

(№щ1й способъ изсл-Ьдован1я равпов'!1С1я фермы заключается въ сл-Ь- 
дуюи(емъ. Иабираемъ нЬсколько изъ ея стержней, удаляемъ нхъ мысленно 
: заменяолъ действ1е ихъ силами. иследстч1е этого ферма дЬлается ио/>- 
•щльно деформируемою. Прилягаемъ начало возможныхъ перемЬщсшй, не 



приЕКНаа во внвнан!» реашцй остальныхъ стерхввй, тасъ жап <ШвЦ 

парно уничтожаются. ■ 

П р и н 1) р ъ. Ферма, саапоягиая изъ какого угодно числа аяеравцД 

находгапся подь д?ьйс1)темь силъ, приложенных^, кь ея ве^паинала. ^оВ 

цсловк ея равновп-с1я. Пусть: Н 

К реакщя стержпя, счвтаеиая аоложительвою прп его сжапи. В 

г д.1ина стержня, "1 

X, Г, 2 проложен1я силы, Д'ЬйствующеЙ на вершину \х, у, г). 1 

Удалниъ ммслепно всК стержни н зам'Ьнйиъ ихъ соогв^тствуюшЛ 

реаЕщянн, прнлои:евпыии къ вершииамъ. Начало возиожныхъ пе1^| 

П№Н1Й дзстъ: ^Ш 

тЫг-\-^^{Х(1х -^ Ус1р-\~2 аг}=0 . . . .Я 

Если прп дефориацш получается фериа подобная данво& фврн^Н 

Подставляя въ ('11^5). по.тучпиъ: ^И 

ГД'Ь - р;11:[1ростр;1КЯ(.'тся н;1 вс[^ верпшкм и стержни, ^Н 

§ 244. Реакц1Я стержня простой фермы, ка который не Д'Ьйст^Н 
внШжя емлы. Положимъ, что ^^^.^ ОСТЬ р1'аЕ;ц1я, противъ сжат1я, СТ^^Н 
А^А,, длина его /,„ я на него не д^&ствуютъ вн'Ьшб1я силы (в^^| 
ого можно пренебречь). За»^нимъ стержень Л,.^, двумя силаив, и^Н 
женнымв Еъ вершиналъ, съ ноторынп совпадали его понцы; каяи^Я^Н 
этигь силъ равна К^^. Сд'Ьлаеит! неподвижною сторону -(1,.4„. Двфс^И 
руемъ ферму, и пусть работа вн11Д1нихъ силъ^й1Г. Такъ какъ ос<^| 
ныя реакцп! даютъ роГюту равную нулю, то начало воззюасныхъ пер1яР 
щенШ дасгь: 

й,а (гг„-»-(Л1' = О уьщ 

отсюда: 

-■■=-?::: <- 

Мы впдимъ, что не надо было дан;е мысленно удалять стержонД^1.4,: 
достаточно было увеличить длину его на 3^^^, для того, чтобы подучпп 
уравнение (5йС) оцрсд'11ляющоо реакшю Д,,. 

Итакъ: для тот чтобы ощкдгьлить реатт такого спирясня про- 
стои фермы, на который не дп^атують внпгатя силы, составляета 
уравнены (!>('в), согласно началц возможныхъ перемтиенш, причем, НШ 
обозначаешь работу внашнихл силъ при удлиненш только эпипо стержы. 

Если въ систем!, несколько такихъ стержней, то реакц1я каждаго ип 
япхъ оаред'Ьляется по этому способу отдельно н для каждаго стержм 




Фиг, из. 



^Нветъ получиться особая величина йТГ. Сущность этого способа эавяю- 
^Ввтся въ тоиъ, что оказмвиется возможнылъ разбить задач; на рядъ 
И|№е 1гростыхъ задачъ, разсыатривая каждый раэъ только гЬ иереиЬ- 
I щен1Я, котория пронсходятъ огь изм-Ьнешя длишл одною только стержня. 
I П р II ы *& р ъ. Шесть сте2)жнеа образуютъ прааильный мноюугольникб 

АВСВЕГ (Ф"'- ^З). котпорый пойвлшеи» за щтину А. Для тто чтобы 

от не деформировался, 'въ нпо оключены еще . 
ВР и СЕ. Док(иать, что ргакнЫ стержней 

ВЪ' и СЕ относятся между собою какъ о : 1. 
I Способъ, изложенный въ настоящемъ I 

граф*, «ожетъ быть прнложенъ къ этой задач11, 

такъ каК1., согласно условш, в-Ксомъ стержней 

ВГ и СЕ можно пренебречь. 

Найдемь сначала реакцш Т стержня ВЕ. 

Разснотримъ д.1я этого перем*щен1я, происхо- 
дящая при весьма маломъ удлннеши стержня ВЕ, 

Пусть 2а есть длина стороны даннаго шестн- 

ЗГГОльника, Ь уго.1ъ составляемый стороною ЛВ 

(иди стороною А Е) съ вертикалью. Каждая нзъ вершннъ В и Е отстоить 

огь вертикали въ нанравленш стержня БЕ на 2а втЬ. 
Сл Ьдовательяо работа рсак1!,1и Т будетъ 

Работа в-Ьсовъ верхнихъ звеньевъ АЕ н АВ, осш в^съ каждой сто- 
роны шестиугольника обозначимъ чрезъ Р, будегь; 
2Р <1{а , соа Ь). 
Работа в'1.совъ осга.1ьныхъ четырохъ сторонъ будеп.: 

аР (Ц-2а соз Ч). Ш 

Следовательно нача.10 возможныхъ нерем^щенШ дастъ: - ДД 

Т . А (■!« . 5(» Ь) -^- 2Р . (I {а . ш 0) -\-ЛР . й (2а . сов й) = О 

яш: 

4« ТеоаЬ— 2а Р етл О— 8а РзтЧ = 0. 

' ОЖюда: 

2Т =ЪР .1дЬ (568) 

Найдеыъ теперь реакщю стержня СЕ. При нзм11нен1и его длины в^съ 
1№рхнихъ четырохъ стержней не производить работы; но центры тяжести 
двухъ ниишнхъ стержней перем'Ьщаютсн н работа тяжести равна 

^^ 2Р(1 {а. соа Ь). 

^^Л Поэтому для С'^,' нача.10 возможныхъ перем'Ьщен1й даетъ; 

^^^^^1 Т а(-1 . I]) -*- 2Р (1 (а . С01 Ь) = о ^^^^^Ш 
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откуда 

2Г = Р ,1д Ь (569) 

Сравнивая (568) съ (569) получимъ: 

Т=5Г. 

§ 245. Реанц1я такого сторжня простой фермы, на который дЫствуютъ 
ви'ЬшиЕЯ силы. Пусть А^А^ есть такой стержень простой плоской фермы, 
на который Д'Ьйствуютъ вн'Ьшшя силы: 

Л,з проложеше реакц1и въ Л1 на направлеше А^А^^ 

812 проложеше реакщи въ ^^ на перпендикуляръ къ -4.,Ла, 

Лз! проложеше реакцш въ А^ кг» направлеше А^А^^, 

8^1 проложеше реакщи въ А^ на перпендикуляръ къ А^А^. 

Удалимъ мысленно стержень А^А^ и зам^нимъ его этими реакщями. 
Пусть й/,3 есть удлиненхе стержня А^А^ при неизменности его напра- 
влешя и при неподвижности вершины А 2, При этихъ услов1яхъ работа 
реакцШ Лап ^21 ^ ^^ равна нулю. Получимъ: 

В.^сИ^^ -+ а\V = (570) 

для нахожден]я Е^^- 

Для нахожден1я З^^ дадимъ другое перем^щеше ферм*. По удадеш 

вн'Ьшнихъ силъ дМствуюшихъ на А^А^ остальныя вн'Ьшн1я силы ухе 

не въ равнов']^с1и; ихъ возможная работа можетъ и не равняться нулю. 

Сд^лаемъ А^ неподвижною, г^, неизм'Ьняемымъ и повернемъ ферму около 

оси перпендикулярной къ плоскости проходящей чрезъ -^ ^ и 5,2 на уголь Л. 

Получимъ: 

5,2 йв -ь ЙТГ = О, (571) 

гд* IV им'Ьетъ не то значеше, какъ въ (570). 

Изъ (571) опред'Ьлимъ 5,2. 

Итакъ: реатги Е^^ и 8^^ мтутъ быть иайдены, если длину спгержил 
А^А^ можно измгьнишЬу не снимая фермы. 

Если ферма не плоская, то вместо 5, ^ изсл'Ьдуютъ два ея проложеш: 
производимъ последовательно три перем'Ьщен1*я (какк признаемъ бол4е 
удобными изъ числа возможныхъ) и получаемъ три уравнеши для ОIIр^ 
д^ленхя -В12 и двухъ проложенШ реакщи 512. 

П р и м^ р ъ: шесть равныхъ тяжелыхъ стержней образуюпгъ правиль- 
ный тетраэдрь^ подв^ыианныгТ, ниткою за средину Ь стороны АВ. Найяи 
реакцш при его вершиназсъ (фиг. 84). 

Всл4дств1е симметр1и тетраэдра его верхнее ребро АВ т нижнее СЪ 
будутъ горизонтальны; прямая ЬМ, соединяющая средины сторонъ-4В| 
СВ, будетъ вертикальна. Пусть: 
1Ж = л, 

V и Р' сжимаюпия давлешя въ ребрахъ АВ у^ СВ^ 
и; в^съ каждаго стержня. 
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Не изменяя направлешя АВ и положен1я его средины Ь, увеличимъ 
его длину на йг, Въ этомъ перемЬщенш поперечный реакщи 5 не про- 
изводятъ работы, центръ тяжести стержня СВ поднимется на йг, центры 
тяжести четырехъ боковыхъ стержней поднимутся 

на о Лг. Начало возможныхъ перемЬщешй дастъ: , I 

Вйг'^и).аг-^Ш.1гйг = . (572) \^^ ^ 

Не изменяя направлен1я стержня СВ и поло- ^ ' ''^^ 

жешя его средины ^^/, увеличимъ его длину на йг. 
Все остальное понизится, всл4дств1е чего и нитка, (* 

за которую тетраэдръ подв^шонъ, удлинится. Пусть ф^^ ^ 

Т натяжен1е нитки. Получимъ: 

Т'йг — и),йг—Аг€.\йг-^- Тйг = 0. . . ! . (573) 

Натяжен1е Т нити равно в^су всего тетраэдра, такъ что: 

Т= 6м;. 
Поэтому (572) и (573) даютъ: Р = Р'. Изъ (572) им-Ьемь: 

Р -3 — — Зи;. 
йг 

Для опред4лен!я Р нужно еще определить ^• 

Изъ прямоугольныхъ треугольниковъ ВЬС и ЬСМ имеемъ: 

Ш — Ви = С1' = СМ^ -ь г' 

или 

ВС^ - ВГ ^ СМ'' -^г^ (574) 

При получен1и уравнешя (572) стержни ВС и СМ не изменялись, 
поэтому дифференцируя (574), получимъ: 

— ВЬ.й (ВЬ) = гйг (575) 

ВЬ въ первомъ перем^щенхи изменилось на ^ йг. Поэтому (575) прини- 
маетъ видъ: 

--^^^-йг = гйг (576) 

Но (574) дастъ: 

у.2 ^2 

г' - — = — ь г^, 

4 4 

откуда: 

г" = 2г^ 

или 

г =г\/^' 
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Подставляя въ 576, получимъ: 

— ^— 2 ^'* ~ ^^^ 

или 

йг = 2 1/ 2 Лг. 

Подставивъ въ (572) найдемъ 

Р = ^ гс\/2 (577) 

Этому же, какъ мы вид'Ьли, равно Р'. 

ОпредЪимъ реакдш другихъ (боковыхъ) стержней. Разсматривая ста- 
тичесие моменты какого-нибудь изъ этихъ стержней относительно верти- 
кали, проходящей чрезъ одинъ изъ его концовъ, можно было бы доказать, 
что реакщя, приложенная къ другому его концу, лежитъ въ вертикальной 
плоскости, проходящей чрезъ этотъ стержень. Эту реакцш можно, следо- 
вательно, разложить на реакцш 2 по вертикали и реакцш ^ по стержню 
для точекъ Л и В. Точно также получимъ реакцш 2' по вертикали и 
^^ по наклонному стержню для точекъ С и I). Реакщи ^ я ^' считаемъ 
положительными, когда он* сжимаютъ стержень. Реакцш 2 я 2' считаемъ 
положительными, когда он^ направлены вверхъ. Удлиннимъ каждый изъ 
наклонныхъ стержней на йр оставляя стержень АВ неподвижнымъ. Для 
равнов'Ьс1я стержня СВ получимъ: 

4^' йр -ь 42Ч& -ь гос12 = О 

ВС изменилось на йр, когда ВЬ и СМ остались безъ изм4нен1я. 
Поэтому изъ (574) получимъ: 

ВС . й (ВС) = ^а^ 

откуда 

(I^г = >/ 2 йр 

2 |/2 $' -4- 4;?' -ь «; = О (578) 

Равновес1е силъ при С дастъ: 

— Р' = 2д' С08 60° (579) 

Но, согласно (577) и Р' = Р, им^емъ Р' = -т- г<? ]/2. Следовательно 
согласно (579): 



Поэтому, согласно (578): 



д' = — - и^ \/2, 

^ 4 



2'= - и;. 



Оставимъ неподвижнымъ звено СВ и удлиннимъ каадое боковое звено 



на (?р. Получииъ: 







% 246. Ненормальная дефор>ац1я. Представпмъ себ-Ь теперь, что углы 
могутъ быть нЬсколько изм^.аяс'мы безъ изи'Ьнешя длины стержней. 

Если бы приложили |1Ъ йюму случаю «екорлм^&моД деформакш спо- 
собъ объясненный въ предыдущихъ параграфахъ, то получилось бы урав- 
иеше 

В^,<11„-*-аЦ'=0 (580) 

подобное уравношю (570). Но, при Л,, = 0. или Н^ должно быть рав- 
нылъ нулю для удовлетворен1я (580), тогда йзъ (580) нельзя опред11- 
лить Л,,. Или Л,, должно быть безконечностью, чего ми не предполагаемъ. 
Поэтому, въ случа'Ь такой венорма.1ьноЙ деформащв, мы должны удлип- 
ппть или мысленно отпять не одинъ. а, по крайней и^.р-!;, два стержня, 
II иолучимъ; 

П,,[11,^-^ И,^(11,з-^- ^^V ^0 (5Э1) 

Но это )'равнеше не опред-Ьляетъ рсакц!й Л,, и В,,: изъ него можно 
оор»'дЬить одну реакц1ю только тогда, когда дана другая реакшя. Реакц1и 
окязынаются ыеолред^ленньши. 

Въ зтоиъ случа'Ь лучше предварит(.^1ьно ргьзсматрипать реакц1и от- 
дельно отъ вн'Ьшипхъ силъ и поступать С1-Ьд}'юпщиъ образоиъ. Нолоагвмъ, 
что дв'Ь совершенно одинаковый сово!;упности вн'Ьишихъ силъ могутъ 
цроизвести, д-Ьйствуя каждая отдельно, два различный распред^лен1я вн)-г- 
реннихъ реакщй. Заставнвъ вс1^ пн+.111Н1я силы одной совокупности дей- 
ствовать въ обратный стороны и одновремевно донустнвъ дЬйствовать 
другую совокупность вгЬшнихъ С11.п. въ ирежнихъ направлен1яхъ. полу- 
чимъ ферму въ С0СТ0ЯН1И внутреаняго наиряжеи1я (зе1Г-81га1пе<151а1е) безъ 
бН'Ьшвихт. сн.гь. Если окалгется возможнымъ определить реакц1и фериы 
въ этомъ ея состоянии, то присовокуцляя къ вимъ заданную совокуп- 
ность силъ, р1.ш11мъ задачу окончательно. 

Этотъ способъ лучше всего выясняется на доказательств'!', теоремы 
стЬдующаго параграфа. 

§ 247. Теорема Леви. Теорема: Дана плоская ферма, имзычщая 
четное число п иершинъ. и спиржтй согдиняющихь послъдоеательно эти 
ве^пиини и ■ » мнтЫ, служащихъ д'1агонаЛ11ми соединяющими против;/- 
по.1н>жния иершиыы. Такая ферма, можстъ находиться въ равмотьст въ со- 




етоян{и вн!/тртняго напряженгя, если ^ п тгючекь •пергеплеюя прбМ 
полояскыхь сторонь лежишь на одной прямой (фиг. 85). 

Нити паходятся въ состошпн натяжешя. Положили., что стержня I 

ходятся В1. С0СТ0ЯИ1И С1кат1я. Дикажеи!, теорому д.1я шестиугольниЕа, 
доказательство можно расарострааигь на всякШ многотгодьннк'ь съ ' 

Н1ЛЯЪ ЧИСЛОМ!. СТОрОНЪ, 

Если рсакдш Л,а . . . находятся чъ равно- 

в*Ьс1и, ТО, разсматривая точку А^, видвиъ, что 

Л,, и Лзз уравновЬшиваютса реакп1ею Л„ н 

истому эквивалентны реакщамъ Л„ и Л^^, прп- 

ложеннымъ въ А^ и ураввов'Ьшнваюпшнся т»> 

же Даь- Итакъ, Д,, и Д,а уравновЬшиваются 

реакщямп 1^^^ и й^д, или, что тоже самое. К,, 

и Л,1 уравнов'Ьшнваются реакщями Л,, 

Точно такъ же могли бы доказать, что Л,,| 

"^"''' ^' Л,^ уравновешиваются реакщями 7г„ 

Итакъ ни'к'нъ эквыва.1ентныя спвокупностн поиаряо ваятыхъ реакиДб:! 

В^, И В,,, равнодействующая ноторыхъ орнложена, положвнъ, въ ^ 

Л„ и Л,в. • ... 

Л,, и Л,„ . > . » . ДГ 

По доказанному эти раввод4йству»Ш1я, попарно эквивалентны '). Н(1 

это можетъ быть толы;о въ тонъ сл1'ча'6, если ^, М, -ЙГ лежать на одной 

пряной; по построевш же: /,, 31, N суть точки перес-Ьченш противупо- 

ложаыхъ сторояъ шестиугольника. Итакъ эти точки перес*Ьчен1я должны. 

для равяов11С1я. лежать на одной прямой. 

Обратная теорема. Положимъ, что то^ии перес1пен1я 1^. Л/, 3' 
цротивуположныхъ сторонъ многоугольника лежать на одной прямой. Прн- 
ложнмъ къ 7, и Ж по произвольной сил* !•' въ вротивоноложаомъ на- 
правленй! одна къ другой. 

Пусть проложен1я йтихъ силъ !■' на стороны. пересЬкаюшДяся въ I а 
Л/, будутъ (Я^.^. Л,^) И (Л,,, И^^). Эти сплы будутъ находиться въ равио- 
в4с1В. Следовательно Л,, и Л^г Д1>йствующ1я В1. А^ находятся въ 1)аино- 
в^сш съ Л,^ и Лц^ дЬйствующимя въ ^-1^. Поэтову равнод'Ьйствующаа 
двухъ сплъ ориложенныхъ въ А, должна быть направлена тю Я,А.^, 
равнодействующая двухъ си.1ъ, пряложенныхъ въ А^, должна быть ва- 
направлена по-4,^^,, и эти равнод|1йств)тииия должны быть взаимно раин». 
Точно также поступаемъ съ другими Д1аговалями и доказывавмъ этнмъ 
саыымъ равновес1е всЬхъ реакц1Й. 



*) Само собою рааум'Ье'К'я, что если равпод^йствующан иъ Ь, для уразво- 
в4шяяаи1я равиод'ЬИствующей въ 3!, д'Ьйстпуетъ въ одну сторопу, то, дам 
раввопЪс!я съ раввод^|!<'тву)1}щск> въ Л*, оно должна Д'Ь)к'гвоват& въ против^- 
иоложную сторопу, если ^ лежптъ между М и Л'. 



1<Я9ъ ИТОГО шютроев1в (яненко изъ раэлояея18 сщлы Р} можно вайтн 
:ен1е каяз.оВ реаки1и къ произвольной сил^ ^■'. 

С.1'Ьдств1омъ теоремЕа Лепи является схЬдующее 

Теорема Крофтова. Шестиугольная плоская ф(рма , сторокм ко- 
'^рой суть стержни, а (Нагонали соединяхчтя пуотывуположныл вер- 
ти српь нити, находитпея вь раьновгьсш »одъ вдгямемь внутреинаи-ъ 
напряжете если около щестиуюльника можно описать коническое аьчг- 
Н1Г. По теоре1ГЁ Леви такая ферма находится въ равновЬсш подъ вл]я- 
Н1С1П. внутренних!, нанряженШ, если точки Л, М, N перес*чен1я лежать 
на одной пряной. Но, по знаменитой теорем* Паскаля, эти точки лежать 
ва одной прямой только въ томъ ыуча15, ес1и около многоугольника можно 
описать коническое сЬчеше. Такимъ образоиъ теорема Крофтова доказана. 

§ 248. Полодш. Мы пяд-Ьли т, § 226-мъ, что всякое перем-Ьщешс 
плоской фигуры нзь одного положен1я вь другое 110Ж1"гь быть произве- 
дено врашен1емъ около центра пере)11.шсн1я, согласно теоремЬ Шаля. 

Положим!!, тго фигура движется по плоскости. Въ теченш безконечно- 
малаго вреиени (И она перем-Ьщается изъ одного положения въ другое- 
безконечно-близкое по.10жеп1е. вращаясь, соглас- 
но теореме Шаля, около н11котораго центра 
иереьгЬшеа1я на безконспно малый уголь <1Ь. 
Въ сл1;дующ[Й безконечно-ма-тий промежуток!. 
времени фигура сереходя изъ 2-го положен1я въ 
3-е праи^ается уже около другого центра пере- 
м1кщен1Я, который будегь занимать уже другое 
положен1е на плоскости н другое положение по 

(.■твошен1ю къ фигур!.. Каждый такой центръ перем1,щен[я служить цен- 
тромъ тольно на одно мгновен1е и потому называется яшовенныж- цен- 
тромъ.. Мы вндимъ, что, при непрерывномь дииякнш фигуры по плос- 
кости, мгновенный це1ггръ перемещается по плоскости; при атолгь онъ 
описываегь кривую, называемую неподвизкмою гюлидкю. Онъ нереи!- 
щается также и по отлошен1Ю къ фигурЬ и опнсываетъ въ подвижной 
плоскости, иензи-Бняемо соеднневной съ фигурою, кривую называемую 
подвижною П0Л0Д1еЮ. 

Отм'Ьтимь на неподвижной полод!и (фиг. Ы\) рядь посл'Ьдовательныгь 
безкопечно-ма.1ыхъ дугъ Р}".Р'Р". На подвижной полодш отгЬтииъ рядъ 
дугь Р^', ^'^" . . . равныхъ дурамъ взятымъ на неподвижной полодан. 
Когда окончится вращенЕе око.10 Р, то центры Р' и ^' придутъ вь сов- 
паден1е и вращеп1е будетъ происходить око.то Р'; затЬмт. у прндетъ въ 
сов11аден1е съ Р" и вращен1е будеть происходить около Р", и такь дал^е. 
Въ каждомь посл-Ьдопательпомъ мгяовенномъ цевтр-Ь полод1н касаются 
одна другой, и подвижная полоД1я катится по неподвижной. 

Итакь: всякое Овижапг фии/ры въ плоскости прткходгтгъ пшкъ. кат, 
будто чомчИя, пм-Опиптая неи.нмпияемо п фшурою. китимт по ксжм*- 




9Ъ кажды11 датт^ моментг оЛад»* ' 
1мь ипчщюмъ вращгтя * 



втююИ полодгп. При е 
кисан1М полодш служить ^ 
лалый ухоАъ. 

Во время такого |1ра1цен1я всякая точка т подвижной фигуры I 
сываегь Г>езконечно-малую дугу окружности. рад1усъ которой есть - 
С.тЬдовательно: нор^иаль къ траектпорш каждой точки м фгауры 
Оитг чрезл мгновенный црнтрь 1'. 

§ 249. Окружность устойчивости, Совершивъ поворотт. на уголь 3 
около 7*, фигура начнегь вращаться около Р'; точка т прндеть въ полО- 
жевш т' (фиг. 87); тР и т'Р' будутъ посл^довательныя нормали траек- 
тор1И точки т. Если точка т занимаеть такое положеа1е въ фигур*, чт 
уголь Рт'Т" = е?С, то посл'Ьдовательныя нормали тР и т'Р' взаииво 
параллельны и рал!усъ Еривизны траектор1и ЛВ вч. точкЪ т равснъ Ое> 

ковечности. Сл-Ьдоъа- 
тедьно, ВТ. этоиъ слу- 
ча-Ь точка т есть точка 
церстнба своей траев- 
тор1И А в. Поатону. 
если мы опншевгь ок- 
ружность проходяпгую 
чрезъ Р и Р' я вы^- 
щающую уголъ (14, то 
всякая точка ся нахо- 
дится въ томъ м'Ьст11 своей траекторш, для готораго рад1усъ кривизны 
равенъ безко вечности. Эта окружвость называется окруо/сностью ] 
чивости '). 

Изъ сказаннаго видно, что окр^/жность устойчивости есть и 
чеекое мпств точека, протодящип ирезь точки перпиба своихътрает 

Если дуга РР' = А8, то построеше окружности устойчивости михни 
произвести сл^дующииг образомъ. Проводимъ чрезъ мгновенный цснтрър 
(фнг. &В) нориаль къ неподвижной полод1и и откладываеэгь ва не! 
Р5 = ^й . Окружность, построенная на Р8 какъ на д1аметр-Ь, и будпг 
окружностью устойчивости. Действительно, обоаначнвъ рад|усъ этой окруж- 
ности чрезъ г и заы'Ьтивъ, что центральный уголъ равенъ удвоенноху 
вписанноиу углу, ии4еиъ: 

г , 2(^6 — йа. 




Фиг. 87 



Фиг. 88. 



ь кривизны 
чью усто^^ 

граеквю^т^Щ 



Но Д1амстръ Р8 = 2г. СхЬдоватвльно РЯ = 



<(()• 



§ 250. Рад1усъ нривианы траемтор!и, описываемой точною оодвишнЫ! 
фигуры. Пусть на фиг. й^) точки Р. Р', т, т'. 8 нм'Ьютъ то же самог.- зна- 



*) Въ кппематяк'Ь он1 
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*юя1в какъ и въ предыдущехъ параграф!., точка д есть точка пересАче- 
а1Я прямой Рм съ начерченною окружностью устойчивосгв. 

Рад1ус1. кривизны траектор1н, описываемой точкою р. лежащею на 
продолжен1и прямой Рт не будеть раионъ безкоиечности, потому-что 
точка р не лежигь на окружности устойчивости. Найденъ велнчину р 
этого рад1уса Еряви:!пы. 

При новорогЬ движущейся фигуры около мгновеннаго центра Р на 
уголъ <1Ь точка /) придать въ р', точка т въ т'; согласно сказанному 
въ 5! 24У-омъ т'Р' параллельна тР. Точки Р, т', р' лежать на одной 
прямой; Р'т' — есть вто- 
рая нормаль траектор1и 
точки т; р'Р'— есть вто- 
рая нормаль траекторш 
точки р^ танъ что пе- 
ресЬчеше О сосЬднихъ 
нормалей Ор и Ор' есть 
центръ кривизны траек- 
тор1и точки р. Поатому Ор есть искомый рад1усъ кривизны р. 

Благодаря параллельности Р'т' и Рт получаемъ подобные треуголь- 
ники, изъ которыхъ видимъ, что; 

рт р'т' р' Р' 

рр ~~ ур ~ уо ' 

Отсюда 

рт . р'О = рр . р,Р' (582) 

Въ пред-Ьл*; точки т, т', д сольются, точно также сольются точки р 
и р', и (582) обратится въ 

р^.рО — рр"- 
или 

рд.р=рР' (583) 

Итакъ; для того чтобы найти рад|усъ кривизны траектории, описы- 
ваемой точкою р неизм-Ьняемо соединенною съ движущеюся фиг>-рою, на- 
ходимъ точку д иерес'Ьчен1я окружности устойчивости съ нормалью р]^ и 
опред-Ь,1яемъ р изъ формулы (583). 

Мы считаемъ положитсльньип. направлеН1е отъ р ъъ Р. Сл11довате.1ьно 
р положительно или отрицательно, смотря по тому, положительно лп иди 
отрицательно рР. Поэтому; т^юектор^я 1гшчки р обращена к& Р вогмрпою 
или выпуклою стороною, смолцж по тому, лежишь ли р внп. или внутри 
окружности устойчивости. 

% 251. ГеонетричесшЙ приэнакъ устойчивости мли неустойчивости равно- 
вЪсгя. Въ положепиг ривнов!1С1а касательн;1Я къ траекторш центра тя- 
жести горизонта.1ьна, такъ какъ, согласно й 2^8 высота центра тяжести 



224 



[ раввов^С1Я ншесныальная илн нивлнальиая. 
нормаль рР къ траектор|11 центра тяжести р верти1садьна. 

Согласно § 238 равнов1|С1е ■ устойчиво или неустойчиво, смотря ; 
тому, находится :ш центръ тяягестн на наименьшей или на налб01Ы1| 
высогЬ. 

Сл'Ьдовательно: равновпск устойчиво или неустойчиво, смотря 3 
тому, обртиена ли траекпюрги кентра тяжести еогм^/тостью ( 
или анызъ. 

Но, куда обращена вогнутостью траектор1Я центра тяжести, 
узнать, согласно предыдущему параграфу, по тому, что: траею, 
центра тяжести обращена вогнутостью къ мгновеиному центру, 
иентръ тяжести лежшиь внгъ окружности устойчивости; если 01ее ц 
тяжести лежипа, внутри окружности устойчивости, то траект^йяШ 
обращена выпуклостью къ мгновенному центру, 

§ 252. Нахождеше игновеннаго центра и окружнооти устойчивости I 
даннынъ траентор1яиъ двухъ точенъ подвижной фигуры и по положешя! 
ЭТИХ!) точенъ на ихъ траектор1яхъ. 

Пусть даны траектор1и точе1;ъ А ъ В подвижной фигуры 
жен1я кх~ъ на этихъ траектор1яхъ. Согласно § 248 мгноненный цен" 
лежнгь на нориаляхъ къ трае1:тор1ян^> возставленнып. къ ним'Ь въ^ 
и В. Сл'Ьдовательно; мгновенм*ай иснтрь Р находится на переспнё 
нормалей. 

Согласно съ (583) окружность устой 
вости опред'каяетсл слЪдующимъ образо! 
Если траектори! даны. то. сл-Ьдовательно, д 
и ихъ рад|усы кривизны р, и р, въ точкать 1 
А II в. Откладываем» на нормаляг-ъ 




АЧ 



-^^■: ««. 



ВР' 



Ф эд Окружность, проходящая ч;;ем точки ^, 

Р и будетъ окружностью устойчивости. 

11рин11р1> 1-ый. Прямой стержень А В движется такъ, что копт 
ею Л и В ходятл по взаимно-перпендит/лярнымъ прямы.нъ. Найти мчю- 
венный цешпръ и окружность уатйчтости (ф1тг. 90). 

Возставлля ко взаимно нерпе ндикулярнымъ пряиымъ перпсндикудяри 
Н31. А II В, накодимъ въ перес1;чеа1и ихъ ыгнов^'нный цвптрт. Р. 

Рад1усы кривизны р, и р, данныхъ прямыхъ равны безкояечвосп. 
Следовательно точки, названиыя въ настоящемъ параграф)'!; ^ и ^^, С(Ь 
впадаютъ съ А и В. Окружность, проходящая чрелъ А, В, Р и будеп 
окружностью устойчивости. 

Въ прямоуго-тьвикЬ ОАРВ д1агоналк равны и половины ихъ равны, 
уголь при Р прямой; сл'Ьдовательпо окружность устойчивости проходить 
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также и чрвзъ точку О перссЬчсяк двнеыхъ взаяиноперпвядякулярнигь 
□римых!.. 

П р II >С'1> р ъ 2-ой. Найти иолодги ел движент стержня д<1НН0МЪ въ 
предыд11щемг> ярнмщт. Неподвижная яо,10д1я есть геометрическое жЬсто 
мгяовеянып. цснгровъ Р по отношен1н. къ ненодвижной плоскости. Всл11Д- 
ств1е равенств;1 Д1агоналеа Р отстоитъ отъ О всегда въ одинаковоиъ 
разстояяш равноиъ длнн'Ё ЛВ стержня. Следовательно неподвижная по- 
Л0Д1Я есть окру:кность, описанная изъ О раД1усоиъ ОР = АВ. 

Подвижная П0Л0Д1Я есть геометричестое и*сто мгновенныхъ центров!. 
Р пи отношенш къ подвижной фигура (въ даняомъ случае -по отноше- 
Н1Ю КЪ стержню ЛВ). Уголъ АРВ прямой. Но геометрическое м-Ьсто 
воршинъ прямыхъ угловъ, опирающихся на данную гииотенузу АВ, С1-,ть 
окружность, описанная на АВ какъ на Д1аметр'1>. Очевидно, въ даннонъ 
сиуча'Ь, подвижная солод1я тождествеипа съ окружность») ус1Ч)ач11вости, 

Итакъ: данное Овижеии стержня, огтрающаюся концами на дел 
взаимно-черпендикулярныя прямыя, чртюдится къ катанью кр!ра, по- 
строенного на стероюнп какъ на дшлшпргь, анутри вдвок большей окруж- 
ности. .Эти круги называются кругами Кардана *). 

П р и м 1; р ъ 3-Ш. Раземотрпть условгя устойчивоапи ратоепсЫ ю- 
ршонтальнаго круглого цилиндра, способнаго катшпъся онутри друшго 
^дауглаю цилиндра вдвое большаю диаметра. Равнов'Ьс1е и движеше та- 
кого цилиндра виолн-Ь оиредкэястся равнов-Ьс1еыъ и движешемъ фигуры, 
получаемой пъ его всрес'Ёчен1и съ вертикальною плоскостью лерпендику- 
лярною къ его оси. Въ перес1;чен1и съ такою п.1оскостью система дан- 
ныгь цилнндровъ представляетъ собою какъ разъ круги Кардана, упо- 
мянутые въ предыдущемъ пример!,, а малый кругъ есть кругъ устойчи- 
вости. 

Нижнее цодожеше цилиндра будетъ положешемъ устойчнваго равно- 
. в1с!я. Д'Ьйствительно, въ этомъ положена цеятръ тяжести в лежнтъ ио 
вертикали надъ мгновеннымъ центромъ Р. Центръ тяжести О лежить 
внрщт окружности устойчивости, Сл'];довательно траекторШ его обращена 
выоук-юстью Еъ р. а вогнзтостью вверхъ: равяов'Ьс1е устойчиво. Этотъ 
прии-|]ръ поучителенъ, потому что с1.чея1я самыхъ т11-ть представляютъ 
собою Еругп Кардана, сто.ть часто встр'Ьчаюш1еся въ практической иеха- 
ник'1>. Но р1;шен1е вопроса очевидно само по себ'Ё и бе.1Ъ помошв теор1и. 
Перейдемь къ ирвмЬру, въ которомъ результат! не очевидедъ. 

П р и м 4 р ъ 4-ый. Однородный стержень А П длины 21 занымапп7. 
ююпальное положенье, опщюясь своими концами (фш, У1) безь тргнгя 
у гладкую внутреннюю поверхность сосуда, импющаго форму поверх- 
ы вращснгя около вертикальной оси. йзслпдовать }>авновп.сгя стержня. 



) Прим-Ьры 1-й в 2-й пастопщаго параграфа вы^ютъ каавтальное эпачеШе 

вской иехавшсЬ, равно какъ теорека Шаля в 'гвор1я по.1од1й, 
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МгновевяыЙ цввтръ Р, лехаойВ яа перес^ченЁи яорналеВ, вахоллсс: 
благодаря спмметрш сосуда, ва пертнкальяой оси. Построимъ, но црашш 
Й 252, точки Ь а М, откладывая по яормалямъ: А1, = ВМ = — - , 
Окружность, проходашая чрезъ Л, М, Р и будегь окружностью устойчм- 
вости. Построивгь еще окруяшость на ОР 1:акъ на д1аиетр'Ь (О цеятрт 
тяжести ЛВ). Обозначнмъ точки нересЬчошя еа 
съ А I. II ВМ чррзъ и и Я'. Касательнал есть 
средняя проиорщональная меагду всею с11Еу- 
щею и ея вн11шн1шъ отр-Ьзкомг. Сд+.довательио: 
АН . АР = АО''. Центръ тяжести О лежнп 
подъ Р, поэтому равнов'Ьс1е аеустойчиво, сел 
О лежитъ внутри окружности устойчивости, 10 
есть если АЬ<Аи. По 
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АЬ = 



ЛР^ 



А11 = 



АР ' 



Сл11довательно равнов'Ёс|е устойчиво или неустойчиво, снотря по токт, 
будетт> ли 

АР* больше или меньше Рр. 

% 2&Э. РавногЬс1е камня на каинЪ. Тяжелое ткио находится на непо- 
движной поверхности; койффищентъ трен1я очень великъ и ткю свмке- 
трично относительно вертикальной плоскости прокодшцей чрезъ точку кз- 
санш Рсъ неподвижною цовершостьв). Изсл1->дуемъ равнов*с1е такого тЫ. 
Точка Р есть мгновенный центръ. Пусть СРС есть общая нормаль 
къ неподвижной поверхности и къ поверхности гк1а; С в С центры 

кривизны (фиг. 921. Обозначивъ чрезъ (14 угол, 

на который гЬло повертывается около Р до г4п. 

поръ пока не придутъ въ совпаден1е так1я точи 

р н р', для которыхъ 

Р2> = Рр' = А(. 
Зам^чаенъ, что: 

^Ь = /_РСр'Л- /_ РС'р' 
пли 
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(18 вв' 



.(ЬМ) 



Для построешн окрухностн устойчивости откладьшает» по общей вор- 
нала (см. § 249) длину Р» = ^ . Окружность, построенная на Ре кап 
н;а Д1а«етр4 н будегь окружностью устойчивости. Обозначит, этотъ дш- 
иетръ чреэт. 4. такъ что 



А = в = 



йУ» 



Тогда (5Я4) приметь видь: 



. (585) 



Обозначимъ чрезъ Л*" топку 1герес1лен1я окружности устойчивости съ 
прямою РС, соединяющую центра тяжести О съ мгяореянымъ центрош. V. 
Если в лежитъ вн* окружности устойчивости, то траекторш его обра- 
щена (см. § 251) вогнутостью къ игновенному центру Р. Поэтому: равно- 
впси будешь устойчшю или неустойчиво, смотря по тому, лежитъ ли О 
ниже и.*и выше N. 

Обозначимъ чрезъ к уголъ на1ионешя общей норна.1и СС къ вер- 
тикали. 

РЛ ^ о . СОЙ а = ■ 

Р-^Р1 
Следовательно при 

р^ _ рр'т« 
р-ьр, 
цевтръ тяжести О лежигь на самой окружности устойчивости 
в11С1е будетъ безраадичнымъ, 

П р и м Ь р ъ. Тяжелая полусфера леокить с» большимъ тремкмъ но 
наклонной плоскости. Изслпдочать ея равновлсге (фиг. 93). 

Цевтръ тяжести волусферы иом-Ьщается на перпендикуляр'!', возстав- 
ленномъ къ ея плоскому основан1ю изъ ея центра. Сл*довате.1ьно уголъ у 
наклон»'н1я плоскости этого основан1я къ горизонту 
равеаъ углу смежному съ РОС, такъ какъ въ по- 
ложевш рмвнов'Ьс1я О лежигь на вертикали про- 
ходящей чрезъ Р. Обозначимъ чрезъ р уголъ на- 
КЛ0НРВ1Я наклонной плоскости къ горизонту. Про- 
ведемъ чрезъ центръ С полусферы вертикалаль 
Сп и изъ О я Р горизонтали Ст и Р«, Им'^.емъ: 

»м« = »Р = СР . 5>п Р < СО Фяг. 93. 

сотому что тО есть категь треуго-п-ника, въ которомъ СО гипотенра. Но 
СО^^р *). Следовательно: 




5г>. Р < -; 



. (586) 



есть условие равнов'}'.с1я. 

Ксди это услов1е удовлетвсфено, то равновес1е будетъ устойчнвынъ. 
действительно. рад1усъ кривизны р' наклонной плоскости равевъ эо, сле- 
довательно, согласно (535) 
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поэтому окружность, описанная на СР 1;акъ на даметр'Ь, есть окружность 
устойчивости; уголъ ср острый, поэтому уголъ СвР тупой; следовательно О 
лежитъ внутри окружности устойчивости, траектор1я его обращена вы- 
пуклостью къ мгновенному центру Р. Следовательно эта траектор1я центра 
тяжести в обращен^ вогнутостью вверхъ, и потому равнов*Ьс1е устойчиво. 
Изъ треугольника СРО сл^дуетъ 

СО _ 8гп1 ^ СО ^3 
СР ~ 8гп^ ~ р' ~ 8' 
откуда 

8гп <р = -^ 8гп |3. 

о 



ГЛАВА VII. 

ОбщШ случай движен1я неизм'Ёняемой системы. 

§ 254. Ось перен^щен1я абсолютно твердаго тЬла ин'Ьющаго только 
одну неподвижную точку. Приступая къ изсл1^дован1ю какого бы то ни 
было движен1я абсолютно твердаго гЬла, докажем7> прежде всего, для гЬда 
им4ющаго только одну неподвижную точку, теорему аналогичную теорем* 

Шаля, изложенной въ § 226-омъ. 

Опишемъ около неподвижной точки О гЬла 
сферу, соединимъ ее неизменяемо съ гЬломъи 
пусть Р есть точка пересЬченхя этой сферы съ 
рад1усомъ проведеннымъ изъ О чрезъ данную 
точку ^ гЬла. Движен1е всякой точки ^ тЬла 
можетъ быть представлено движенхемъ такого 
ея изображен1я Р полученнаго на сфер^. 

Перем^кщеше всякой совокупности точекъ 
гЬла при движен1и гЬла изъ одного положеюя 
въ другое, вполне определяется перем^щешемъ 
совокупности изображешй Р этихъ точекъ по 
сфере. Перемещен1е всякой фигуры по сфере вполне определяется пере- 
мещешемъ какой-нибудь дуги АВ большаго круга, неизменяемо соединен- 
ной съ фигурою, действительно, если дано 1-ое положен1е дуги АВ^ вто- 
рое ея положеше А' В' и Ьое положен1е Р какой-нибудь точки фигуры, 
то 2-ое положенхе Р' точки Р находится лростымъ построешемъ на АВ' 
сферическаго треугольника А'В'Р равнаго и совмещаемаго съ треуголь- 
никомъ АВР. 

Докажемъ теперь (фиг. 94), что всегда можно перемгьстишь дугу АВ » 
любое другое данное уюложенге А' В' на сфер?ь врагценгемь около тыюто- 
рой оси, проходящей чрезъ центръ О сферы, Проводивгь чрезъ средины 
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л а Е дугъ АВ к Л'Б" дуги болшихъ кругШъ перпбндикулЕрныхъ кг 
АВ и Л'-Й'. Пусть С есть точка ип. 1!ерес11'1еа1я. Не трудно вид11ть. 
что С А = СА'\ С В = СВ'. Но по иодожрвш АВ = А'Л'. Следовательно 
сфернческ1е треугольники АСВ и А'СВ' раины. Поэтому можно пере- 
«■Ьстить треугольникъ АСВ въ цоложен1в А'СВ', и достигнуть ятиш. 
требуемаго перезгЁщен1я АВ въ А'В' вращешенъ ЛВС около тонки С. 
!)то вращен1е можно произвести вращен1емъ сферы и тЬла около оси ОС. 
Отсюда (■,1|1дуетъ 

Теорема Эйлера: персмгыцени тпла, имлючмло только одну не- 
подвижную точку, изь одною даннаю положенгя т. другое данное поло- 
.жтем/е всегда можяпл блть произведено вратен/е-ча около оси, проходящей 
чрезъ сю нетдви:.1>сную точку. 

Если радауст. сферы сд клать безконечно большииъ, то получииъ ллоскость, 
дуги оольших1. круговъ обратятся въ нрямыя, и иплучимъ теорш1у Шаля. 

Ось ОС, около которой надо вращать т-Ьло для перем'Ьщенш его изъ 
одного даинаго положен1я въ другое, называется осью перемлщенгя. 

§ 255. Ансоиды. Въ 5; 248, пользуясь теоремою Шаля, мы показали, 
что всякое непрерывное движете плоской фигуры происходить такъ. какъ 
будто неизмЬняемо соединенная съ фигурою 11олод!я каталась по непо- 
движной полод1и. 

Пользуясь теоремою Эйлера, нриходимъ къ заключен!», что сфериче- 
ская фигура движется тап., ка!П. будто неизменяемо соединенная съ нею 
сферическая солод1я катилась по неподвижной сферической полодш. Со- 
единивъ всЛ. точке атигь сферичесь'ихъ полод1й съ неподвижною точкою О, 
получииъ два конуса: одияъ подвижный, неизи'1'.пяемо соединенные съ тЬ- 
ломг, другой неподвижный; при катаньи сферической полод|и, подвижный 
1;онусъ катается по неиодвижному. Эти конусы называются аксоидами. 

Птакъ: Всякое дтлжснк ■тгьла, ымпютто одну только неподанясную 
точку, происходить такъ, какъ будто неизмгъняемо соединенный сь тп- 
ло.нъ аксокдъ катился по неподвижному аксоиду. 

§ 256. Мгновенная ось. Общая образующая, по 1:оторой въ данный мо- 

менгь соп1)пкасаютсл аксоиды. остается неподвижною въ течен1и беако- 
нечно ма,1аго промежутка времени, Въ течепт этого времени тЬло вра- 
щается около общей о6разувш1.еИ па безконечно малый уголъ, пока не 
црндутъ въ совиаден1е слЬдующЫ образуюиЦя и напнется вращеше около 
прямой, по которой он11 совпадуть, и такъ далЬе. Такимъ образомъ въ 
каждое мгновенье происходить безконечно малое иращсше гЛла около 
мгновенной оси, по |:отороа прикасаются аксоиды; въ следующее мгно- 
воще вращен1е происходить около другой мгновенной оси, и такъ дал-Ье. 
Геометрическое м-Ьсто мгновенвыхъ осей въ тЬлЬ составляетъ подвижный 
аксоидъ. Геометрическое м11сто игновенныхъ осей въ пространств* со- 
ставляет!, неподвижный аксоидъ. 




. § 257. Движен1е свободнаго твердаго т^лв. Поюятгь, 1170 гкЮ'! 

ИЫк-ГЬ ни ПДНОЙ Ш'ПОДОИТКНОЙ ТОЧКП. 

Теорема. Каковы бы ни были диа шданнахь положения тве/к 
гпгьла, веада можно перемгьстить его «за 1-го положенгя во ^-ое посрёд- 
етвомь сл1ы)>1ющихъ двухь движсмгй: 1) поспч/иателшаю двчжгшя, при 
1мт9рот вел точки туьла проходятъ равнык и параллельны'' прямсм- 
меиные пути, и 3) аращательнаю Оаи.'ч^^гнЫ около нтькотп^юй оси. 

Доказательство. Переиедемъ какую-нибудь точку РгЬ.1а въ вовое 
заданное ея положен1е Р'. ЗатЬмъ, сдЬлавъ ее неподвижною всегда мо- 
жемъ, с(*гласно § 254. вращеН1емъ т11ла около оси перем!1щеН1Я прох(к- 
дящей чрезъ Р' повернуть гЬло во 2-ое его положен1е. 

Эти дна двнжен1я независимы одно отъ другого, и поэтолу можно в 
манить поридокъ ихъ посл-Ьдовательностп. 

Точка 'Р, около которой приходится въ такоиъ перем^щеши врш 
1^0, назмваотся центром^ приведения. Изъ способа доказательства 1 
ремы »гого параграфа видно, что любая точка тЬла, или даже - 
точка нс1ПМ'|-.Н11смо соединенная съ гЬломъ. может!, Оыть принята Ч 
цгнтръ прнвгдетя, 

% 258. Параллельность осей вра(цек1я для всЪхъ точекъ приведеИя. 

Перем'1!щен1е гЬла нзъ 1-го мвнаго поло!кен1я во 2-ое можетъ Гшть |1р1>- 
изпедеио вря.швв1еыъ около оси РЕ а поступательнымъ двишеи1е.чъ /7". 
То же самое переи-Ьщенйе гЬла можегь быть произведено вращен1ем1, 
около оси <^8 и посту натмьнывгь двшкен1е)гь §С'. 

Въ первоиъ изъ этихъ пере'м'^щен^й, въ которомъ ла пептръ перем11- 
м1шен1я принята точка Р. какая-нибудь точка М т11ла совершаегь л 
дввжен|я: 1) прпиолннсйное на разстоян1е рапное и параллельное РЩ 
н 2) двйжен1е по дуг11 окружности лежащей въ плоекостп IIерI1ен^ 
лярной къ РЛ. Второе изъ этпхт. двия;еН1й не производится точкою \ 
только въ томъ случа'Ь, если она находится па оси РИ. Сл11доватед 
переьгЬщешя одинаковый съ перем1таеп1емт. центра прпведев1я Р 1ф 
подятъ только гЬ точки тЬла, который лежать на оси РВ, соотв-Ьтс 
щей дентру :1р1шеден1я Р. 

Проведемъ чрезъ ^ прямую пара.мельную ГН. 1'азстоян1я неад^1 
1-ыми и 2-мн иоложен1ями точе1;ъ, ле;капшхъ па этой параллельной пря- 
ной, равны я параллельны разстояшямъ между 1-ыми и 2-ымл полоае- 
Н1ЯНН точки ^. Сл'Ьдовательно эта параллельная прямая служить осыо, , 
вращени когда ^ прянпмается за центръ приведеадя. Нтакъ: оси < 
%ценгя, получаемый для всяхь центровъ приведенгя, езаимно-параллелыл 

§ 259. Равенство углоеъ вращен!я. Пусть а есть раастоян1е 
осями вращец|я. получаемыми при центрахъ приведешя Р и ^; у1 
которые гЬло вращается около этнхъ осей ооозначимъ, соотв4тстве 
чрезъ О и И'. Пусть плоскость чертежа (фиг. &Ь) церсендикулярнк! 



этвмъ осямъ. такъ что Р^ = а. Положит., что РР* н ^^' суть пвре- 
х'ЬщенЫ пентрош» Риф. Эти пере)гЁщвв1я ыогугь быть и не въ пю- 
скости чертежа. 

Всд11Дств1е 1!раще111я 6 центръ ^ опдсываеть около оси РИ лугу 
окружности рад1уса я. Хорда ^^ этой дуги равва 2аз*п Г-]. Разстоя- 
Н1е ^^' между 1-мъ и 2-мъ иоюжешемъ точки ^ слагается пзъ 'этого 
разстопа1Я ^д оройденпаго при вращсн1н и нзъ разстоянЫ равнаго РР' 
пройденнаго при постувательномъ двнженш. 

Точно такъ же, всл-Ьдстп1е врап1ен1я 6' 
около оси ^8, точка Р осксываетъ дугу, 
хорда которой равна 2а агп (-Л , и разстоя- 
н1с РР' между 1-ымъ а 2-мъ положен1емъ 
точки Р слагается изъ этой хорды Рр а 
изъ разстоявш равнаго ^^'. 

Но если РР' вЛсН! съ ^^ даютъ иере- 
1г1-.111.ен1е ^^', и ^^' вмЬстЬ съ рр даютъ рр 
равенство: „ „ 

Яч = Рр 



/. 
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ТО ДОЛЖНО существовать 



= 2а «и 



при чемъ ^^ II Рр должны пн'Ёть противуположныя ваправлев1Л. Д это 
ножетъ осуществиться только въ тоаъ случа*, если вращеше Ь и Ь' равны 
н совершаются въ одноиъ направ.1еи1!1. 

Итакъ: у%лы оращешя оОинаковы Оля испль цттронь приведетя. 

% 260. Равенство проэиц1й переи^щенм на ось врвщеи!я. 111'рем'Ьщен1е 
^^' слагается, какъ иы видЬли въ § 259, изъ псреи1.щенШ РР п ^^, 
но ^^ перпопдккудярао къ ос» РИ. Следовательно проэкц1я псре1гЬщев1я 
^^^ на РЕ равна ироэкоди персм'Ьщен1Я РР на РР. Итакъ; проэкцш 
перен'!лцен1а вс1'.хъ точекъ на ось вращен!я раваы между собою. 

§ 261. ВСЙК1Й поворотъ около оси иожетъ быть составленъ нэъ поворота 
около другой ОСИ и поступателькаго перемещен!». Иоложимъ, что иерем!!- 
Шен1е гЬла состовгь только изъ поворота на уголъ Ь окило оси РР беаъ 
постуиате.]Ьнаго двнжеа1я. Прпмемъ теперь за центръ првведешя точку 
^ находящуюся на разстоявш а огь оси РР. Тогда данное нерен'Ьщен^е 
можегг. быть составлено изъ ноступательнаго перем11щен1я равнаго хордЬ 
^^=^'1а8т [Л, составляющш уголъ (" — -Л съ плоскостью (?РЛ, и 
изъ поворота на уголъ Ь около оси, параллельной РР и проходящей 
Ч1Йзъ ф. 

Итакъ: Реяулыпатъ поворота тгьда на уюлъ Ь около оси можешь 
быть г)остыги1(тъ сочокутюгтью поворота ми такий же уголъ и около 
другой оси и поступашрльиаю перем1ьи1амя. 
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Если уголь Ь безконечно малъ, то эта теорема обращается в> сле- 
дующую: еращенге а>сН около оси РЕ эквивалентно такому эюе вращенЫ 
около параллельной оси ^8^ находящейся на разстоянги а отъ РВ, сло- 
женному съ поступателъиымъ движенимъ атШ перпендикулярнымъ кь 
плоскости, проходящей чрезъ РЕ и ^8 и направленнымъ въ ту сто- 
рону^ въ которую двигалась ось ^8 прп вра^ценги около РЕ. 

§ 262. Центральная ось. Покажемъ, что можно всегда устроить при- 
ведете перем'Ьщешя такъ, что направлешя посту пательнаго движен1я и 
оси вращен1я совпадутъ. Такая ось вращен1я называется центральнмо 
осью. 

Положимъ, что перем'Ьщешё изъ 1-го даннаго положешя во 2-ое мо- 
жегь быть произведено поворотомъ на уголъ 6 около оси РЕ и пост}^па- 
тельнымъ перем*щен1емъ РР*, Опустимъ изъ Р' перпендикуляръ Р'Л" на 
ось РЕ (фиг. 96). Положимъ, что найдена та ось ^8^ вращешемъ около 

которой и поступательнымъ движешемъ вдоль 
по ней достигается результатъ даннаго пере- 
м'Ьщешя. Согласно §§ 258 и 259 ось ^8 
должна быть параллельна оси РЕ (фиг. 96), 
и поворотъ около оси ^8 долженъ совершать- 
ся на уголъ равный 6. Поступательное дви- 
- жеше вдоль ^8 должно продвинуть точку Р 
по РЕ на разстояше равное ^^^ т враще- 
н1е около ^/5 должно подвинуть точку Р по 
дугЬ, находящейся въ плоскости перпендику- 
лярной къ оси ^8. Следовательно: 

ЯЯ' = Р^ 

и NР' должна быть хордою упомянутой дуги, по которой Р достигнувъ 
точки ^^Г переходить въ Р'. Поэтому Я8 должна лежать въ плоскости, 
перпендякулярной къ NР' и делящей NР' пополамъ. Кром-Ь того ^5 
должна находиться въ такомъ разстоян1и а отъ РЕ, что: 




Фиг. 06. 



КР' = 2азгп (^| (587 



Следовательно Я8 должна быть въ такомъ разстоян1и у отъ плоскости 
NРР, что: 

1\Г = 2у.1д[^'^ (588) 

Вращен1е 6 около Я8 происходить, согласно § 259, въ томъ же на- 
правлети, въ какомъ происходило вращеше Ь около РЕ, и перемещавгь 
З/" въ Р'. Поэтому разстоян1е у должно быть отложено отъ средины хорды 
КР' (перпендикулярно къ плоскости КРР') въ ту сторону, въ которую 
эта средина хорды перемещается даннымъ вращешемъ около РВ, Такимъ 



обрцаомъ цол1-чается одно |1Поли1^ оп|)(:д'1^1яе)1ое положени' искомой цен- 
тр;иьно11 оси ^^. 

Остается еще довазать, что поступательное движеН1е новаго центра 
цривсдетя ^ происходить по РЗ". 

Всл'|1дств1с заданваго врашен1я О около РВ точка ^ опнсываетъ дугу, 
хорда которой ^^ равна н параллельна хорд-Ь ЛР", но направлена въ 1гротп- 
вуположную сторону. Поэтому пронсходяще!', всл^дъ за атимъ вращен1емт., 
лостунательное двпжеше равное 1'Р\ нереносящее /' изъ Р ьъ Р пере- 
носить точку ^. изъ ^ в'ь .Ь', отстояп[ун» отъ ^ на ра^1сгоян1п ^3 = РК. 

ЦтаБъ: перемлщен1е тлла изъ 1-го заданнию положенгя въ какое 
угодно 2-ое заданное поАОжешг всегда можгтъ быть произведено враще 
нгемъ ороло тъкоторой оси ^8 п «оступательнымъ движемемг по на- 
правдетю этой самой оси. Такая ось мазьгиаегися ипипральною. 

Такое перем'Ьщеи1е называетси вантовымъ. Центральная ось назы- 
вается такке винтовою осью. 

Положвнъ, что уголь Ь безЕонечно малъ н что данное перевгЁщовге 
слагается изъ вращенЕя <лА1 около оси РЕ н изъ поступательпаго дви- 
жен1я «й(, тогда: 

КР = РР'бгп (Р'РВ) = Vа^ . 8хп (РРЯ) 

е = <1) 

и предыдущая теорема обращается въ такую: если данное переы'Ьщен1е 
слагается изъ нращеа1я шЛ около оси РН и поступательнаго движения 
1'Л, происходяшаго въ направлен1и РР', то для нахождешя цен1ра.1ь- 
ной 0(.'н пост>'Пасмъ такъ: откладываеиъ длину у = — — — - — ~~— огь Р 
перпендикулярно къ плоскости Р'РР въ ту сторону, въ которую дви- 
жется Р'. 11рлм!и1 параллельная къ РК. проведенная чрезъ конецъ отло- 
женной Д.У1НЫ II, будеп. ценгральпою осью. 

§ 263. Слон(ен!е безконечио малыхъ вращен!й, происходящихъ около 
двухъ осей, пересЬнающкхся въ одной ючк-Ь. 1>уд1мъ вращать тЬло ы. 
течен1И безконе1но м;1лаго промежутка (/( 01;оло 
оси ОА (фиг. У7) со скоростью ш и въ твкомъ 
направлеиш, чтобы точки лежан1я въ плоскости чер- 
тежа внутри угла АОВ опускались подъ леа;ащ!|мъ 
горизонтально чертежомъ. Въ то же самое время 
будемъ вращать тЬло около оси ОВ со скоростью 
«)' въ такомъ направлен1и, чтобы точки, лежащ!Я 
въ плоскости чертежа внутри угла АОВ поднима- 
лись иадъ чертожемъ. Этого можно достигнуть, вра- 
щая, па11рим1фъ, гЬло около матер1ально11 оси ОА со скоростью о) и вра- 
п[ая въ тп же самое время самую ось ОА около оси ОВ со скоростью ы'. 
Напомнимъ. "гго мы пока разсматринаемъ только безконечно малыя враще- 
Н1Я. происходяпця въ течен1н безконечно ма-чаго промежутка времени Д(. 




фиг. 97. 



Отложияъ на оси ОА длину ОА пропорщональную спорости о», ЕП^1 
оси ОВ длину ОВ 1!ропорщональную скорости «),. Построимъ на О-^^Н 
ОВ пара,1лелограммъ и проведемъ въ яемъ диагональ ОС. Опустив" 
изъ С на оси перпевднкуляры СМ и С'Л'. ВсгЬдств^е вра1цен1Я » 
точка С опускается подъ чертсжъ на разстояше ш . СМ. Всд11дств1е щл,- 
шенШ и); точка С поднимается надъ чертежемъ на разстоян1е «' - 
Всл'Ьдств1е допущенной п]10порц1оиальностн точка С опустится на | 
стояше пропорщональное ОЛ . СМ, то есть пропорц[оналы10е влощ 
всего иарал.1елограмаа, и она же поднимется на разстоаше ОВ - 
иро110рЦ1овальное площади того же нараллелограииа. Следовательно то<^ 
6' поднимется на столько же, наско,т1.ко опустится. Птакъ, точка С с 
пется пъ поко^. Но если О неподвижна и С неподвижна, то и ш^ т 
прямой 00 и ея продолжеа1а неподвижны. Х'я всЬхъ же точекъ ак ^ 
жащихъ на д^агона-ш не оудетъ существовать, какъ ве трудно въ этс 
убедиться, равенства опускан|я и подняпя. Следовательно: два безконечио 
малым враи^ешя со скоростями о) м (о, около осей ОА г* ОВ слагаются 
въ одно вращтге около дгаюнали параллелограмма посмроеинаю на с 
ронахъ, отложетшхг отъ О по втимь осямь и пропорфональмыхг ( 
ростямъ о> и ш', 

Опрсд-Ьлииъ теперь скорость 2 пращетя, волучаемаго окодо 
налл. Если вращения <и и ш', слагаясь, даю1Ъ вращеше Й, то отъ < 
жен1я вращен1й 2 вь обратную сторону и вращения и> должно полу*!] 
вращение <«', которое осгавляетъ точки лежащ1я на оси ОВ неподМ 
ными. Разсмотримъ перек1;щен1е точ1ш В при вращен111 «о въ прехщ 
и Й въ обратномъ нанравленш. Опустнмъ изъ В нерпендикулнры ВД 
ВЕ на ОА и ОС. Пращек1е ю опускаегь В на о) . ВВ. Вращеше ^"^ 
церем1.щаетъ Л на Й . ВЕ. Для того, чтобы, какъ только что бьцо ука- 
зано, точка В, лежащая на оса ОВ, оставалась въ боео'Ь, надо 

ш .ВВ = ^ .ВЕ 
или чтобы: ОЛ . ВВ = й . ВЕ 

По ОЛ . ВХ) = площади пара.1лело грамма АВСО. которая равна 
также ОС . ВЕ. Сл'Ьдовательио: 

ОС .ВЕ = ^ ВЕ. 

Отсюда: ^ ^ у^_ 

Итакъ: скорость врищешя й, состаамаю изь ш и ш', измпрятея дгл- 
юналью параллелограмма, постротмаго на скороетм.съ ^» и ш'. 

Зам'11тпмъ, что потребовалось подпяпе точки В при врцщеши 1^ 
азятомь вь обратномь направлеши. Сл'Ьдовательно само 2 совершается 

такъ, что оиускаогъ точку В, 

Такъ какъ всякое вращон1е можегь происходить н въ ту н въ .ЧД- 
гую сторону около оси, то вращен1я происходящтя въ одну сторону сЯ 



цо ука- 

.вва 

[Я 



таются полохительныыв, происходяпця же въ Друт^ю сторону — оТряца- 
тельныхи. Оказывается, что ихъ (то есть угловыя скорости), удобно изо- 
бражать д.1цнам11 откладываезгами но осям?.. Условимся опаадывать ип. 
такъ, чтобы 1Аазу. смотрящем;) }10 направлению оси въ сторону, въ ко- 
торую откладывается полом^ительное вращенй-, оно представлялось бы 
совгршиющимся по чаправлппю противутложному движешю стрллки 
часовъ. Еч трудно видеть, что согласно этому правилу были отложены 
на (фиг. !)7) иращешя: о) оаус1мл)щее точку С, ш' поднийающее точку 
С н 2 опускающее точку П. 

Результатъ всЬхъ выводов!, этого параграфа Уожетъ быть выраж(;н1. 
сл-Ьдующнмъ образомъ: 

У'ыовыя скорости врагценш мохуть быть предапавляемы векторами, 
откладываемыми по осямъ вращенШ иропорцгоналъно ихъ умоаымъ ско- 
ростимъ. При пшкомь изображены, бг4кокемно-малыя вращешя около 
осей, пгреаькающихея въ одной точкп, складываются по правилу парал- 
мло^рамма. 

Отсюда сл'Ьдуетч. обратно: данное бизионечно лалое вращеше можеп. 
быть разложено на два составляющихъ безконечни иа.1ыхъ врагаенШ по 
правилу параллелограмма, 

§ 264. Раэложен1е безконечно иалаго врвщен1я на три вааино перпен- 
дикулярный составляющая вращен1я. Если дано ш'зконично малое ■ ) вра- 
шсн1е (и около оси ОМ (фиг. '.18], то согласно 
§ 263, его можно разложить на вращето ад^ около 
оси г н на вращеше около 01., которое, въ свою 
очередь, разлагается на вращеше ш, около оси * 
п на вращен1о о», около оси у. 

Но трудно вид-Ьть, что: 



(590) 



. соз (ш 



. соз (О» 



§ 265. Сложен1е безконечно малыхъ вращенШ, проиеходжцихъ около 
взаимно параллельныхъ осей. Пмложинъ. чк! даны два |1е'1конечно иалыя 
вращения си скоросгиип о и ш' около осей ОА н О'Л' пара.иельныхъ 
неяду собою и находящихся на разстоян!п а одна оть другой. Прово- 



•^ Вращеп[е безвонечно 
въ течен1в безконечно на.та 

поштп 1гвлиЁ угопъ си(((, во ^ 

1Ю. СлЬдоооло бы точнее 

5 р^'Ш ГОВОрЯГЬ 



по, потому ^^ 
времена III 



I предполагается соверш 

поворачнвветъ тЬло па бсэко- 
гь его 01 моиюгъ быть конечнок 
>онеч.чо малое вращеме со скороат» 
тексте. 
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демъ параллельную къ нимъ ось О" Л" на разстоян1н х отъ ОЛ (фиг. 99). 
Вращеше «> опускаетъ врякую точку лежащую на О" А" подъ -ядоскость 
чертежа на разстоян1е ха>с11. Вращен1е о)' поднимаетъ всякую такую 
точку на разстоян1е (а — х) <»' Л(. Для того, чтобы всЬ точки, лежания 

на О' А" оставались неподвижными нужно, чтобы: 

лго) = (а — л?) «)' 

или 

О) а — X 

О)' X 



А 

О) 



е=-> 



(ЛИ 



А. 



Ш' 



(:')92) 



Фиг. 99. 



При этомъ услов1и прямая О^А^ будетъ неподвижна 
и будетъ служить осью вращен1я Й, составленною изъ 
?' вращен1й О) и <о'. • 

Слагая вращен1я ( — О) съ вращен1емъ (о, полу- 
чимъ вращеше о)' оставляющее ось 0^А1 неподвижною. 
Вращен1е о) опускаетъ всякую точку, лежащую на О^А! на разстоян1е 
а <о й1, Вращеше ( — 2) должно поднимать всякую такую точку на такое 
разстояше (а — ж) $2 йЬ^ чтобы: 

ао) = (а — 2:) 2 (593) 

Исключая X изъ (592) и (593) получимъ: 

д = О) Ч- О)' (594) 

Уравнеп1е (594) показываетъ, что равнодействующее вращеше равно 
сумм^^ слагающихъ вращенШ, если они взаимно параллельны. 

Уравнен1е (592) показываетъ, что, въ случае взаимной параллель- 
ности составляющихъ вращен1й, разстоян1я оси равнодМствующаго вра- 
щешя отъ осей слагающихъ вращешй обратно пропорщональны угловымъ 
скоростямъ составляюпщхъ вращен1й. 

Зд^^сь опять видна аналопя со сложешемъ взаимно-параялельныхъ 
силъ. 

§ 266. Пара вращенМ. Если вращешя (о и о>' равны по величине, 

но противуположны по направлешю (вращаютъ т{)Ло въ противуположныя 

стороны) такъ, что: 

<о = — со' 

то $2 оказывается, согласно (594), равнымъ нулю и изъ (592) подучаемъ: 

X =^ X — а, 

что можетъ быть только при х = оэ. Получился непонятный результать, 
какъ при сложенш силъ, составляющихъ пару силъ. Возьмемъ какую 
нибудь точку М тЬла на разстояши у отъ О А. Вращеше <о опускаетъ 
точку М на разстоян1е у . «>. Вращеше <о' опускаетъ точку М на раз- 
стоян1е {у — а) о)'. Сл1')ДОвательно линейная скорость точки М будетъ: 

у . О) -н (?/ — а) <о' . . . (595) 



Но, влагодаря Гфедаоложснному рапенству и> = 
обращается пъ 



-й/, величяпя <59Г1) 



II потоку не зависитъ отъ у. Следовательно всЬ точки ^1/ гЬла, на ка- 
1сомъ бы разстояаш у 01гЬ ш паходв.1ись огь О А, обладаютъ одною и 
тою жр скоростью ач>, и проходятъ, сл4довател1)НО. равные н вааннно- 
цараллельные аути ашШ. По такое движон1е есть дввжеше поступатель- 
ное по нагфавлевш перпендикулярному къ плоскости, въ котороИ лежать 
данныя оси. 

Два рзияыя вращев1я, совершающшсл около взаимно вараллсльныхъ 
осеЦ въ иротивупылозснын стороны называются парою вращенШ. 

Итакъ: пара безкош'чно-малмхъ врат^гЛ, происходящихъ со скоро- 
стжяи (О ы ( — »и) около взаимно-параллгльныхъ 'осей, находящихся въ 
разстоянш а одна отъ друюй, эквивалентна безконечно малому посту- 
пательному движению со скоростью аи, проиеходягцему по направлетю 
перпендикулярному кг плоскости, проходящей чрезг оси дачгшхъ вра- 
щгнЫ. 

% 267. Г?ерекесен1е вращенЕя на пара1лельную ось. И^ъ црвдыдущаго 
параграфа 1м11ду(;гь: Безконечт-малое врищепге со скоростью т околи 
оси ОА эквивалентно совокупности аращенгя съ тою же скоростью ш, 
происходящему около параллельной оси О А ', находлще11ся на разстоннш 
а отъ ОА и поступательною двыженгя происходящаго со скоростью ач> 
въ направлены перпендикулнрномъ къ плоскости ОАЛ'О' еь ту сторону, 
ег которую передвшается ось О'А' вршценгемъ около ОА. 

ДЬЙствптельно, согласно съ предыдущнмъ иараграфоиъ, ш и (—и) 
эквивалентны поступательному движен1ю ош. Следовательно ш, вмЬстЪ съ 
поступательнымъ двыжон1емъ аш, эЕвавалентны вращенш ш около О'Л'. 

Э1'о правило вполн'Ь аналогично правилу перенесеи1Я силы Р, изло- 
женному въ 8 91-мъ. 

ЗаиЬтимъ, что вращения аналогичны спламъ, 
жен1е оси моменту пари. Этл аналопя, 

в})ащен!я съ силою 
поступательнаю дввжсн1Я съ момснь 
ПОДтверищается изложенными теор1яин еложеиш 
силъ. 

§ 268. Приведен!» данной системы вращенш къ простЪйшинъ систенанъ. 
Повторниъ соЕ)ершепно тЬ же построен1я п разсуждеп1я, которыми мы 
руководствовались для доказательства прцведе1пя системы давыыхъ силъ 
къ прост^йшимъ системаиъ въ §§ !)0 — 99 М1.1 бы доказали соогв1,тствен- 
ныя георемы относительно врашенШ. На для краткости и вразумитель- 
ности мы просто выиишомъ доказанный теоремы статики я поставиыъ 
рядомт. съ иими соотв'Ьтствуюнця теоремы динамики. 



поступательное двп- 



помь пары, 
вращедШ 



Теоремы динамики. 

1) всякая систеиа давыыхъ врашг- 
шВ абсолютно твердаго тЬла приводите 
къ совоБуиностн вра1цен1яоко.10 вЪе1>- 
то|10й оси и иост^'патиьнаго двизени 
вдоль нтой оси. 

Такая совокупность называется вин- 
тиеьшь даижен^мъ. 

Ось н{1ащев1я въ вннтовокъ 1В1хе- 
111И }\ашъй.ъ1сяцентралною осью^а 
осью винта. 

2) Всякая система 1!рашеи!й л&со- 
лютио твердаго т*ламол№тъ бытьпрв- 
ведена къ совокунвости двухъ вращс- 
н1й, □ройсходящихъ около двухъвеп»- 
рвллельвыгь в непересЬкаютикся осев. 

Въ чостиомъ случи* эти вращсш 
могутъ оказаться вли съ пересЬклю- 

ШНЫИСЯ осями и приводиться къ ОДВМ!} 

вращеа1юялисъпараллельвы11и осянн 
и приводиться или къ одноиу краше- 
Ц1Ю ПЛИ КЪ одвону поступательвои! 
движеиш. 

3) Всякая свстена вращен!!! абсо- 
лютио твердаго тЬла можстъ быть ир1- 
ведева къ совокуивоста трехъ враш(!- 
п1й около осей, параллельныхъ ося1Ъ 
координать и участвуюпщхъ въ иосгу- 
пательномъ движеши тЪлв и къ т^кш 
постуоательнымъ двяжен1Я1гъ вдоа 
осей коордвиатъ. 

ПостЬдвее приведен1е, обозначенное Лг 3 выяснится изъ сл11дуюшаго 
парагра1|)а, 

§ 269. Скорости точень твердаго тЪла, совершаинцаго какое яибв 
движен1е въ пространстве. Движеше твердаго т1.ла въ теченш безконечво 
иалаго промежутка времеяи ^( ыожетъ быть разснатриваеио, сопасвл 
§ 261-му, какъ совокупность постуцательнаго движевля точки приведены 
О и вращен1я около оси, проходящей чрезъ О. 

Для удобства изсл'Ьдован1я скоростей различныхъ точекъ т^а взбс- 
ремъ подвижную систему координатъ, именно тапую прямоугольную си- 
стему осей Ох, Оу, Ог въ которой начало координатъ О движется, а оса 



Теоремы статики. 

1) Ислкая система даввыхъ силъ, 
д4йствую1цихъ на абсатютпо тв*^рдое 
тЬло приводится къ совокупиости пары 
к силы, наврав.1епной по оси ятон 
нары. 

Такая совокупность называется ди- 
яамою. 

Прямая, во которой направлена въ 
дннам'Ь сила, ваэываетсн интральною 
осью или исьт &инамы. 

2) Всякая система силъ, дЬиствую- 
щихъ на абсолютно твердое тело, мо- 
жетъ быть приведена къ совокупности 
двухъ веаараллельныхъ и не пересЪ- 
щихся силъ. 

Въ частвонъ случа'Ё эти силы мо- 
гутъ оказаться вли перегЬкающимися, 
про водя [II и ив ся къ одной сил'Ё. или па- 
ралле.1ьвыми приводящимися или къ 
одной сйЛ'Ь илп къ одной пар'Ь. 



3) Всякая систеиа силъ, д1-.йствую- 
щяхъ на абсолютно твердое тЬло, мо* 
яегъ быть врпведена къ трсиъ си.1аиъ 
X, Г, 2 дЬйствующвхъ по паправле- 
в1ямъ осей прямоугольныхъ коордввать 
я къ трень нарамъ, моменты которыхъ 
/., М, N направлены по осямъ коор- 
двнагь. 



— 239 — 

еохряяяютъ свое иаправленш. Пусть (о,, Ш;, ш^ будутъ сдагаюп^ вра- 
шетя происходяния около осей Ох, Оу, Он и положимъ, что слагаюпия 
постуцательной скорости точки О по напра11.1ео1яиъ атигь осей Оудуп. 
и, V, к. Согласно сказаниому въ § 2(!3-иъ скорости ш,, ш„ ш, считаются 
положительными, если: 
ад, вращаетъ ось у по направденш къ оси г совершаясь около оси х 



Эти 6 величинъ и, г, гг. ш,, Шд, ш, называются компонентами (сла- 
гавшдии) двп!кен1я: ини определяется всякое движеЕ1я твердаго тЪла въ 
течении Л. 

Посмотрнмъ. какъ этими компонентами опредЬляется Д8ижвн1е точки 
Р, псрвоначальЕмя координаты кот* рой суть {х, у, е). 

Опред-Ьлимъ -^. Для этого опустимъ перпендикуляръ РЛ' на плос- 
кость IX, у) и перпендикуляръ Л'Д/ на ось 
X (фиг. 100) Вращеше ш, перем^таеть точку 
съ линейною скоростью О), РМ по элементу 
окружности описанной рад|ус.омъ МР около 
оси X. Проложеше этой скорости на Л'Р равно 

^0., . РМ зт (ЛГРЛ/) = О), . у. 
Точно такъ же вращенхе ш^ около оси у 
дастъ для скорости точки Р по иаправленш 
NР стагающую ( — «>( . х). Прибавляя еще 
поступательную скорость к- направленную по ИР, получимъ гс' 
-ь (В, . I/ — ш, . ^^. Поступал точно такъ ач1, найдемъ: 

-^ 

Л ■ 




- ш, , 






- = Н- -Ь О), 



у- 



. (596) 



§ 270. Переи'Ьна 1^ентра приведен!я. Положимъ, что, зная приведете 

для центра 1111ИВ('дрн1я О. желаемъ найти скорости точкл (х, у, е) для 
центра прий1'Д1-'111я О', предполагая, что оси координатъ (^, % 1^), ии'Ьющш 
начало въ О', соотв'Ьтственно параллельны осяиъ, ин^ющниъ начало 
въО'. 

Пусть компоненты для центра приведешя О' будуть и', г', «■', ш,', 
«»,', ш^'; координаты тоЧ1ш О' относительно осей х, у, е пусть будутъ Е, 
1], ^. Тогда координаты точки Р относително новыхъ осей будутъ: 

(а:„Е), (</--п), (» — О, 
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и, согласно (596). получимъ: 
с1х 



(И 



= ич-о)2 хг — (ОзУ= и'ч-о),' (^ — ;) — (О3' (у — 'п) 



V 



(ОдД: — ^л^е =^ г;'-4-«)з' (ж — \) — (о^' {г — С) 



= м;Ч-<о^у — (Оз а: = г(;' -ь О)/ (у — тг)) — (о^' (а; — Е) 



(597) 



Уравнен1я (597) справедливы для всякой точки Р, стало быть для 
всякихъ л:, у, ^ег, но это возможно только въ томъ случа*, если коэффи- 
щенты при X, у, & въ л']^выхъ частяхъ этихъ уравненШ равны коэффи- 
щентамъ при гЬхъ же величинахъ въ правыхъ частяхъ, то есть должны 
существовать равенства 



0)^ = а)^ 
а)^ = О),' 

О), =0),' 



(598! 



§ 271. Опред'Ьлен1е безконечно-налаго винтового двшкеиея твердаго 
у^ла по ионпонентанъ и, V, гс^ и)^, (о,, о),. Если за дентръ приведешя. 
для котораго даны компоненты «, г;, ?г?, <о,, Шд, (о^, была принята точка О, 
а теперь мы хотимъ взять центръ Р приведенхя на оси винта, то, со- 
гласно (598), компоненты <01, (Од, Шд останутся безъ изм'Ьнен1я. Если ско- 
рость равнодМствующаго вращешя около оси винта есть 2, то, согласно 
(591): 



С08 Я = С08 (^. Х) = 



^ 

2 



(О, 



С08 Р =^ С05 (2, У) = -^ 



С08 ^ = С08 (2, ^^) = 



2 



. . • (599) 



гд* а, р, 7 суть углы наклонен1я оси винта къ осямъ координатъ. 

Если V была скорость поступательнаго движешя въ первоначальномъ 
приведен1и и Уо скорость поступательнаго движен1я вдоль оси винта, то 

Уо=У . С08 {У,^)=^и . со8а^^V . со8?-\-гV еозу . . . (600) 

Исключая косинусы изъ (600) и (599), получимъ: 

51^ 2 . 7^ = 1^ о)^ -ь г; (Оз н- ?е;«), (601) 

Если X, у, суть координаты точки Р, лежащей на оси винта, то 
поступательная скорость этой точки во второмъ приведети направлена 
по винту и потому, согласно съ (596): 

ц-ьо)а^ — о) зУ _ 1^-4-(ОзД? — (Ох^ег гс?ч-а)^2/ — со^а; ,._.^ 

(I). '•* '•* ^ 



(О, 



<0 



3 



1 .V) _ «и» (»' Н- *и 



>,у — ШдЯ;) 



(603) 



Прилагая теоролу о гум1г11 првдыдущихъ и суммъ посдфдующихъ, иа- 
ходнмъ, что каждая изъ дробей уравненШ (603) или, чти то же самое, 
каждая н;зъ дробей уравненШ (002) равна: 



1ии, согласно (601) 



(Н04) 



Это отношен1е иостулательной скорости вдоль оси вивта и враща- 
тельноЯ скорости вогругъ оси вивта казывается /шри-м'-тром» винта или 
(■гпр1Ьлкот. 

§ 272. Инварьянты движен1Я твердаго тЬ*а. Какую бы топку ны ни 
принимали за цептръ цр1!веден1я дапнаго движен1я твердаго тЬла, для 
ься1иго такого при»ад:'Н1и величина 

м ш, -+- с (1>, -*- И) (В, ((105) 

будить одна и та же, потому что движеши выражается винтомт. С1. по- 
ступательною скоростью Гц » вращательною Й, а, согласно (601), веди- 
чина (605) равна Г^ Й. Поэтому эта ве-шчина называется н}1варья>ппо.'1п, 
компонентовь движенЫ. 

РавяодЬйствующее вращеше 2 тоже не изменяется отъ перен'Ьны 
центра прнведен1я а называется поэтому итпрыштомь прпщеиЫ. 

Если ннварьянтъ компонеатовъ, равный Г^'Л, равевъ нулю, то или 
Гв=0 и Д8нжен|е приводится К'ь одному вращательному, или Й = о, и 
двихен1е приводится къ одному поступательному (сравн. § 9У). 

§ 273. Подвижная снстеиа осей координатъ. Для изсл1;довав1я двнже- 
Н1Я твердаго гЬла удойно поль:юпаться подвижною системою координат- 
ных!, осей, кеизм-Ьняемо соединенныхъ тЬ-юмъ. Мы уже пользовались та- 
кою системою ПОДВИЖНЫХ!, осей \, т]. ^, изучая частный случай дпижея!я 
твердаго тЬла, именно движенк- его около неподвижной оси. По тогда въ 
этой систем'Ь тольно оси 'г| и ^ были иодыижБЫИИ, а ось ^ была непод- 
вижна. 

При нзучен1и днижен1я твердаго гЬла ии*ющаго только одну ивпод- 
внжную точку, обыкновенно пользуются двумя системами осей координагь, 
Н1гЬющинп общее начало въ воподвижноб точк11: одна система неподвижна, 
а другая, подвижная, неизменяемо соедииена съ гЬломъ. Между коорди- 
ватани (Е, т], ^) какой - нибудь точки т^ла, отнесенной къ подвижной 

Дслояе.—Куреь те оретн ческой «ехавнки. 16 




^Й и коорданатамя (х у. г) той же сат#''1 
Еъ неподвижнымъ осямъ существуютъ выводимыя въ анилитпческой : 
метр111 формулы 11реобразован1я: 



гд'Ь а, [-1, ^. а', Э' ■- суть косинусы угловъ, составляеныхъ подвга 
осявш съ неподвижными. Между этими косвнусами существуютъ извг1 
выя соотвошен1я 

к т' = 1 1 



Пользуясь этими формулами изсл'Ьдуюгь двнжен1е подвижной еж 
осей и дв11жен1е гЬда около неиодвижноЯ точки, 

Этотъ способъ ирим'Ьнярмъ былъ Эйлс'ронъ. Лагранжемъ и щ 
класснческииъ. Т'Ьмъ не мен-Ье мы будемъ придерживаться другого 
соба, практикуемаго преимущественно английскими учеными, потому что 
англ1йс1ий способъ требуетъ меньшаг« числа вспомогательныхъ формул. 
Раутъ (Кои1Ь) въ своей ТгеаНие оп Ш ^упаткз о/ а $у8(ет о/ пдИ 
Ьийгеа говорить по этому поводу, что мы не вно^тн^ пользуемся выгодаш 
представляемыми подвижною системою осей координатъ, если, кал;ъ это 
происходить въ классическоиъ способ'!), пользуемся въ теченш всего двн- 
жен]я еще и системою неподвишныхъ осей. Въ англШсномъ же способе 
неподвижными осями пользуются только въ вачах!) и въ конц'Ь нзслЬдо 
дован1я. Огъ влассическаго англ1Йск1Й способъ отличается гЬмъ, что въ 
немъ за неподвижный оси (вводимый только въ начале изл'Ьдован1я) при- 
нимаются осп сонпадалающ|я въ моментъ ( съ подвижными осями, кап 
йто ясн-Ье будетъ видно изъ сл11дующаго параграфа. 

% 274. Кннекатическ!я соотношен!я между проложеи^яии вектора на по- 
движный и на неподвмжныя осн. Скорости, ускорения, силы, канъ мы ви- 
дели, могугь быть представ-иемы векторами, подчиняютииися правилу 
параллелограмма. Въ настояшемъ иараграф'Ь, иъ вндахъ общности, н^- 
сл^дуемъ проложен1я какого бы то ни было вектора й. 

Пусть Ох, Оц, Ог (фиг. 10!) суть подожешя подвнжныгь осей; въ ир- 
нентъ ( (точн-Ье говоря: ьъ конц* времени Ь протекшаго отъ начала вре- 
мени). По истеченш еще безконечяо малаго промежутка И времени ш. 
. , подвижныя оси примутъ положеше Ох\ Оу\ Ое'. Эта переи1>на положиаи) 
аодввжнихъ осей можегъ быть достагаута, согласно §§ 252 и 251« 



Шеа1е1п> около игиовеяной оси 0^ на угодъ Ьй1. Пусть 6,. 6,, О, бтдутъ 
про.1ожен1я угловой скорости Ь ш^Ш^х^щ', Ое. Такимъ обрааомъ оси 
ксордннатъ переходять изъ занинаемаго ими въ моленть ( подожешя 
0х,0у,0в въ положения Ол^'.Оу'.Ох'. занимаемое ими въ моменгь ( н- (?Л 
при помощи трсхъ вращенШ Н^й!. Ь^сИ, Й^Л около Ох. Оу, Ог. 

Ойозначииъ проложеп1я вектора Л яа оси Ох, Оу. Ог чрезъ Г7, Г, ТГ. 1 
Въ течешн времени И вегсторъ й кзм-Нняется по веднчин-Ь н но напра- 
вленУо.^Въ течевш этого же времени Л1 изчЬ- 
няется и положея!е осей коордннатъ, такъ что 
11роложев1я вестора Л, въ конц!; времени /ч-Л 
на оси Ох', Оу', Ог' будутъ Л-*-аХ1, V -^ ЙГ, 
ТГ -4- г?Ж. 

Опишеиъ около О сферу [1ад1усомъ равнымъ 
единиц'}', и пусть оси координап. нересЬкаютъ 
поверхность этой сферы въ точкахъ х, у, г, х', 
ц\ I' (фиг. 101), такъ что иолучаются два сфери- 
лескпгь треугольника х,у,г и х'.у'^', стороны фц,. ]у1 

которыхъ с)ть дуги большихъ круговъ, каацая 
въ 90°. Проло!кен1е вектора Я на ось Ох въ ковц11 времени ( -ь (И равно 

(С -\-1Ш)ш {х, x•)-\-^V•^- ^Г}ш(х, у') -н (Ж -н (?ТГ) т (х, г') . . ((507) 

Вращешя около Ох и Оу не могутъ изм11нить дуги ху. Но врашек1е 
около Ое удаляегь точку у' огь точки х на дугу 6,й(. Точно такъ же 
вращенк около Ох и Ое но изм'Ьняютъ дуги хг;' но врашен1е около Оу 
вриблнжаетъ точку г' къ точк1. х на дугу Ь.^(]/. Поэтому: 




дуга ху' = 1.угЬ xу'^%^^, . 


'±^о,л 


дуга хг' = дугЬ хг ■+■ Йдй/.-= 


^-г. 



Косияусъ угла, изи1^ряюшаго дугу хх отличаетсл огь единицы на 
квадратъ безконечно малой величины. Подставляя найденныя величины 
въ (607), получимъ, что проложен1е вектора й, въ кошгЬ времени Л- И, 
на Ох равно 

с; -ь 4?Ц" — ГМ* -+- ТГМ' (во^) 

Разд^ливъ полученное проложешемъ 11 приращен1е йИ — УЬ^А( -+- 
-*- >Г6,й( на АЬ и перейдя къ пред-^лу, получимъ: 



ьи 



у^^- 



-ТГ9.. 



. (609) 



Но цроцессоиъ д'Ьлен!я на (И и псреходомъ нъ пред'Ь.1у мы получили 
скорость проложен!я конца вектора Л на ось х въ конц* времени (. 
Ооозначимъ ее чрезъ ^^. Точно такъ же получит, скорости V^ и 1Г, 
пролоокенгй конца вектора Е на неподвижныя оси 1^ и ^. 



Х^ &^..: 



. ^<К 



■'^, .-.-.- л;»- т*^.-,^!^, 
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^'^ 
С*^ 



Именно: 

Г*" . 

— /*,•>• е. А '//«^ «/7.,, •»{*<» 
/ «^ 

л с* •и э*<- '^ ^» -? Г -•« 



^. =-. 



Т^.= 



Ъ 

йУ 

ЛЬ 



УК -л- же, 



'3 



тге, -ь сгй, 



ж,= -^--сгб,ч-ге, 



. . (СЮ) 



Таковы формулы, выражаюпця скорости П^.Т^, ТГ^ пролооюенгй кошщ 
вектора В на неподвгююныя оси Ох, Оу, Ог чрезъ проложвн1Я С^, V, ^У 
самого вектора на оси иодвижныя, совпадающ1Я въ конх^Ь времени I съ 
неподвижными. Это основныя формулы англШскаго способа. Изъ нип> 
непосредственно получаются формулы сл^Ьдующаго параграфа. 

Приложимъ формулы (610) къ употребитсльн'Ьйшимъ, въ динамике 
твердаго гЬла, векторамъ. 

1) Если векторъ И есть рад1усъ-векторъ точки {х, у, г) тЬла, то Г, 
Г, ТГ суть кооодинаты х, у, г этой точки; СГ,, Г^ ТГ^ суть проложешя 
скорости этой точки на неподвижный оси. Формулы (610) даютъ въ этомъ 
случае: 



и = ^ — У^г -ь Л^ 



Лу^ ч- жб; 



Лу 

1С = ^- — ^1 '^ Фх 



(611) 



Зд'Ьсь д:, у, ^ суть координаты точки относительно подвижной системы 
осей координатъ; и, V, и) суть проложенгя скорости точки на неподвижныя 
оси координатъ. 

2) Если векторъ В есть скорость точки (ж, у, хг), то СГ, V, ТГ с)ть 
проложен1я «, г, гг этой скорости на подвижный оси; ?7,, Т^,, \У^ суть 
проложен1я ускорешя той же точки на неподвижныя оси. Формулы (610) 
даютъ: 

пи 



Х = 



У = 



г = 



Л1 



— гсЬ, -ь иЬ, 



— и% ч- VЬ^ 



(612) 



3) Если векторъ В есть угловая скорость <о гЬла около мгновенной 
оси, то С/, Г, ^V суть проложен1я ея а>,, 0)3, (О3 на подвижный оси. Если 
при этомъ обозначимъ чрезъ а>^, <0у, а>^ проложешя скорости ш на непо- 
движныя оси, то СГ,, Гр ТГ| будутъ соотв-Ьтственно равны 

(7(0^ й(1>У г^о), 
Л ' й/ ' "7/7 * 
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Формулы (610) дадутъ 



й<о, 



^А -ь <*>з^ 



з'а 



Й<0, 
"Ж 



Й<0 



0),6^ Ч- (О^вз 



= ^ — (0,6* -н «)„6 



<;< 



а"! 



(613) 



Если подаижныя оси неизменяемо соединены съ гЬломъ, то <о^ = ©1; 
Шд = в,; (Оз = в„ и (613) принимаютъ видь: 



йо)^ й<о, 



</« 


*« 






йв). 


Й(«з 



Й^ 



й^ 



(614) 



§ 275. Эйлеровы дифференфальныя уравнен1я движен1я абсолютиаго 
твердаго т-Ьда около неподвижной точки. Пусть (х, у, г) суть координаты 
какой-нибудь точки чп абсолютно твердаго гЬла, отнесенныя къ непо- 
движной систем* осей Ох.Оу.Ог. Самое же гЬло им4етъ только одну не- 
подвижную точку О. Для гЬла возможны всяк1я вращен1я около осей 
Ох, Оу^ Ог\ поэтому къ нему прим^нимъ законъ площадей, выражающ1йся 
уравнешями: 






> • • • 



(324) 



гд-Ь 2>, М. N проложен1я моментовъ равнод-Ьйствующей пары; X, Г, 2 про- 
ложешя дМствующихъ силъ. 

Согласно съ формулами (596): 



Лх 


^.У 




(о^ег 




«)^ 



(015) 
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Дифференцируя, получимъ: 



(1^х йо), й<о. 

— - = е -~^ — V — - 






= х 



= У 






- е 



X 



"л" 






(616) 



Если <о^, (Од, <о, суть угловыя скорости гЬла около осей 0-4, ОД ОС, 
неизменяемо соединенныхъ съ гЬломъ и совпадающихъ въ конд* вре- 
мени Ь съ неподвижными осями координатъ, то 0)^=0)1; (|)у=:а>2; <о^=:о>з, 
и, согласно (614): 

й^ "" "^ ' "л ~ ~йь ' ~аг ~ ~дГ* 

Если за подвижный оси примемъ главный оси инерщи гЬла для непо- 
движной точки, то 1,туг =^ 0; Ътгх — 0; ^тху = 0. Подставимъ, при 
такихъ предположешяхъ, вторыя производный координатъ по времени из1> 
(616) въ (615). При этомъ, благодаря вытекающимъ изъ нашихъ пред- 
положенШ упрощешямъ, результатъ получится тотъ же, если мы предва- 

рительно отбросимъ въ уравнеши, опред'Ьляющемъ ^-^ члены, не содер- 

жапце у, и въ уравнен1и, опредЬляюп^емъ ^ — вс4 члены несодержащ1е 

X. Такимъ образомъ получимъ 



5:т(д:^ +-у^) . 



в1 



2 т {х^ — у^) (1)1 (Оз = N. 



Если А,ВуС суть главные моменты инерщи гЬла относительно непо- 
движной точки, то пользуясь формулами (336) получимъ: 



Л 



— (В— С) о),(Оз = Ь 



*^-(^ 

с^-,. 



А) <1)з^1 = ^ ' 

Б) о)1СОз = N 



(617) 



гд'Ь ЬЪШ суть моменты паръ по осямъ, подвижнымъ соединеннымъ съ 
гЬломъ. 

Таковы выведенный Эйлеромъ общ1я дифференц1а1ьныя уравнешя 
движен1я абсолютно твердаго гЬла около неподвижной точки. 

§ 276. Движен1е абсолютно твердаго тЪла около неподвиясиой точа 
подъ вл1ян1енъ силъ, приложенныхъ именно къ этой точи'Ь. Если силы при- 
ложены только къ той точк'Ь гЬла, которая неподвижна, то он4 не прсь 
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изводятъ никакого Д'Ьйств1я на гЬло, и задача решается такъ, какъ будто 
бы на тЬло не д']^йствовали никакхя силы. Впосл'Ьдствш мы увидимъ, что 
этотъ случай движешя твердаго гЬла около точки ивгЬетъ въ динамик* 
особенно важное значеше. Такое движете совершаетъ, наприм4ръ, тя- 
желое твердое гЬло около неподвижной точки, находящейся въ центр* 
тяжести (подпертое въ центр* тяжести); действующая на него сила тя- 
жести приложена въ центр* тяжести и уничтожается сопротивлешемъ 
точки опоры, и т*ло оказывается неподверженнымъ д*йс1в1ямъ какихъ 
либо силъ. 

Въ этомъ случа* вс* X, Г, 2 равны нулю; поэтому и моменты 2>, 
Ж, N равны нулю; Эйлеровы уравнен1я (617) принимаютъ видъ: 

Л ^1-(В-С)<о,(Оз = 



В ^^Я_(С-Л)(1>за>/=0 



(618) 



н могутъ быть интегрированы сл*дующимъ образомъ. 

Помножимъ 1-ое изъ этихъ уравненШ (618) на <о^, второе на о),, 
третье на сОд и сложимъ, получимъ: 

Лш,^ -н В<о, _» н- Сш. _- = 0. 

Интегрируя, получимъ: #///г, - . - ^,. . 

Ли)^2 -ь Бсо/ -I- Са),2 = Г . /'/V . . . (619) 

гд* Т есть постоянное интегращи. 

Помножимъ теперь 1-ое изъ уравнешй (61Н) на -4(0^, 2-ое на Ва>2 
3-е на С со, и сюжимъ. Получимъ: 

= ^1<«2^з [Л(Б — С)-^В{С — А)-^-С(А--В)] = 0. 

Интегрируя, получимъ: 

Л^со^^Ч-В^СОз^-Ь (7а)з' = е^ . '. /. . . (620) 

гд* 6 есть постоянное интегращи. 

Зам*тимъ, что 

(0^2 -ь <о,» -ь (0,2 = 0)2 (621) 

Отсюда: . • , . 

00)1 ао). аь) й(1) //»оо\ 

Помножимъ 1-ое изъ уравненШ (618) на ^, 2-е на--, 3-е на^ и 
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сложинъ. Получинъ, благодаря (622): 

йв) \В — С С — А А — Л 



ш 



а 



_\ Б~С 



О 



ш,ш,ш. 



_ {В — С) (С— А) (А — В) 



АВО 
Но изъ (619)»(620) и (622) получаемъ: 



о),а),Шз .... (623) 



0).=' = 



(0,' = 



«).' = 



ВС 



В) 



{А -С) {А- 

СА 
(В-А)(В-С) 

АВ 

(С - В) (С - А) 



.(• 



ш») 



..( X, -4-(о») 



. (— X, ч- (О') 



. . (6241 



ГД* 



Х,= 



Г(.В-|-С)— 6?М 
ВС 



_ Т{ Сл-А) — 6' 
^»- СА 



Х,= 



2Ч^4ч- В) — в' 
АВ 



(625) 



Подставляя найденныя величины ш,, ш,, ш, изъ (624) въ (623), по- 
лу чимъ: 



ш 



<7ш 

"5Г 



= V (X, — «>') (X, — О)') (X, — «)») (626) 



или 



^1 = 



и>^а> 



|/(Х,-ш"=')(Х,-- а)')(Х,-о)») 



• * • 



(627) 



Отсюда: 



и ^{К 



и)(/(1> 



о)^)(Х,— а)»)(Х,— а>'0 



. . . (628) 



Этотъ интегралъ можетъ быть приведенъ къ хорошо изслЬдованному 
эллиптическому интегралу. 

Итакъ мы получали три переыхь интеграла дифферешцальныхъ урав- 
ненШ (618), именно: (619), (620) и (628). 

Впосл'Ьдств1и мы покажемъ, какъ, пользуясь только интегралами (619) 
и (620), Ро1П8о1; далъ полную геометрическую картину движен1я, опредЬ- 
ляемаго дифференщальными уравнешями (618), а теперь изложимъ полное 
интегрироваше уравненШ (618) по способу КхгсЬЬой'а. 

§ 277. Интегр||рован1е уравненШ движен1я тяжелаго абсолютно твер- 
даго т'Ьла по способу Кирхгофа. Одинъ изъ полученныхъ нами интегра- 
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ловъ уравнешй (618) приводится къ эллиптическому интегралу. Следова- 
тельно окончательное интегрироваше уравнен1й (618) можетъ быть про- 
изведено, въ общемъ случае, только при помопщ эллиптическихъ функцШ. 
Но читатель, незнакомый съ теор1ею эллиптическихъ функц1й, можетъ сво- 
бодно понять содержаше настоящаго параграфа, если мы предпошлемъ 
сл-Ьдуюпця кратк1я св^Ьд'Ьн1я по этой теор1и. 
Интегралъ 

^^ (629) 



1г. 



к^ 8гп^ Ф 



о 
называется эллиптическимъ. Знаменатель выражен1я стоящаго подъ знакомъ 
этого интеграла обозначается символомъ А(?), такъ что 

Д (ср) = \/Г—кЫп^ (630) 

Самъ эллиптическШ интегралъ, какъ не трудно видеть, есть некоторая 
функщя отъ ф, такъ что: 

? 



/ 



= 1^(9) (631) 



1/1 — Л'.т'ф 

о 

Постоянная величина к называется модулемъ. Верхн1й пред'Ьлъ ф 
эллиптическаго интеграла называется его амплитудою и обозначается 
знакомъ ат, такъ что: 

Ф = ат 2^ = амплитуда Р. 

Отъ этой амплитуды какъ отъ угла берутся синусы и косинусы, назы- 
ваемые такъ: 

^тф=51п ат1'= синусъ амплитуды Р (то-есть: синусъ амплитуды отъ Р) 
со5ф=со5ат-Г=косинусъ амплитуды Р (то-есть: косину съ амплитуды отъ .Г) 

Эти згп атР и со8 атР называются эллиптическими фуикщямп вели- 
чины Р. 

Еще употребляется третья эллиптическая функщя, такъ называ емая 
дельта ал1паит.уды ^Р, обозначаемая ^атР, и равная VI — А*51п'ф, такъ 
что: 

У^1 — к^вгп^ Ф = Д (ф) =: ^атР = дельта амплитуды Р, 

Дифференцируя втф, со5фиА(ф) и сообразуясь съ (631), получимъ, 



ЛС08Ф . Йф . д , ч 

__г = _5ш ф ^— = — 5«пф . Д (ф) 

-^ = С08^-^р = С08(е . ^ (ф) 

йД (ф) к^ 8гп ф . С05 ф ЙФ , 2 • 

-—^ = --у- ^ . — ^:^= — к^8гп^.с08:р 

ар А(ф) лр ^ ^) 



. . (632) 
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Если опред'&нииъ ш,, о>„ ш^ изъ формулъ: 

^' (<р) = (< _ т) X 
(о^ = а^ат {I — т) л 

(Од = й . 5«п ат (^ — "с) ^ г (633) 

(Оз = с . С05 ат {I — х) X 

то этими значен1ями удовлетворятся дифференщальныя уравнешя (61м. 
Действительно вставляя а)^, со^, (О3, опред'Ьляемыя изъ (633) въ (бХ^^к 
получимъ: 

— X Аак^ згп ^ . соз ^ = {В — С) Ьс . 8гп^ . соз^ 

— \ВЬ ,со8^.^ (ф) = (А — С) ас . Д (ф) . С05 Ф ' - - (634) 

— \Сс .,згп <р . Д (<р) = (-4 — В) аЪ . зги:р . Д (ф) 

которыя окажутся тождествами, если выберемъ введенный нами постоянныя 
а, 6, с, X такъ, чтобы: 

{А— В) с\ 





с 




аЬ 


{Л 


в 


С) 


5Х 
ас 


(В 


А 


С) 


Ьс 



(635) 



Такой выборъ постоянныхъ возможенъ. ДМствительно, полагая ^ = ^^, 
получимъ изъ (633): 

«), = о; в), = 0; ш, = с, 

такъ что (619) и (620) дадутъ 

А'^а■' -н С^'с' = С» I ' 

Отсюда: 



(636) 



о^ = 



С^ = 



9^ — СТ \ 
А[_А — С) 

АТ — 0- 

С{А — С)\ 



(637) 



Д-Ьля 2-ое уравнение изъ (635) на 1-ое, получимъ: 

г>= (Л — С) С 



,.2 



(Л — 1/;Б' 



Сл-Ьдовательно сообразно съ (637): 



&=> = 



■ В{А — В) 



(638) 
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Переиноживъ 1-ое и 2-ое уравнешя (635) и сообразуясь съ (637) и 
(638), получимъ: 

V = (^ - Д) (^° - СТ) 



ЛВС 



(639) 



Р1зъ (635) получииъ: 



(Б^~о)(лт-е=) 

"" (Л — В) (О' — СТ) 



(640) 



Если О^ > ВТ и если -4 > В > С, то получаемъ действительный р*- 
шен1я для постоянныхъ а, Ъ, с, X, А. Вставляя ихъ въ (633), получимъ 
со^, О),, соз въ конечной форм*. Уравнен1я (633) и суть окончательные 
интегралы дифференщальныхъ уравнен1й (618). 

§ 278. Моменты количества движеная относительно неподвижныхъ осей. 

Въ 143-мъ мы видели, что моментъ количества движен1я около неподвиж- 
ной оси е равенъ 

^"(4-»1) ("■) 

Определяя моментъ количества движенья гк1а, вращающагося около 
неподвижной точки, то-есть полагая и = г; =: м; =^ О, получимъ изъ (597) 



аь = "^^ - У"^^ 



'Ж 



= хи>. ^О), 



1/(1), — д:(Оу 



• (642) 



Вставляя въ (641) получимъ: 
Ет /л; -^ — у -^ I = Х т (ж^ -4- |/^) . О), — (Х тхг) со, — (2 туг) (о^,. 

Точно также выведемъ моменты количествъ движен1я около осей у и х. 
Называя ихъ чрезъ А,, А^, А„ получимъ: 

7*, = 1/п ( 2/ -^ — ^ -^ ) = [^^'л {у^-^г^)] со,— (Е»луж) со^— {Ъп0х) со, 

(с1х с1г\ 

^ -^ — л? ^^- ) = [2т (^^-4-л;^)] (о^— (1тяу) ш,— (^тж^/) со, [ (043). 

Л, = 1т(а;-^— у-^| = [Хт (аг^-ьг/^)] а}^—(1тхг) со,— (1ту5г) и>^ 

§ 279. Моменты количества движеная относительно главныхъ централь- 
иыхъ осей инерцш. Если за подвижный оси изберемъ главный централь- 
ный оси ияерцш гЬла, движущагося около центра тяжести, а за непод- 
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вшпгая ося иэберенъ тактя, который совпадають съ подвижинжи I 

ыентъ (, то уравнйН!я (643) дадутъмоментм колнпестпа двпжен1я Л, . 
около главныхъ цеитральныхъ осей ияерцш, если въ щ)авых'ъ чап 
каждаго уравноа1я пос,1|1ДТ11е члены отбросниъ, а въ первыхъ сд11а* 
замену по формуламъ (330). Получнмъ: 

*! ^ Аш^ 1 

Л, = Вщ 



% 280. Начало площадей въ движен!» тяжелаго обсолютно-твердап 
тЬла около |;ентра тяжести. Абсолютно твердое гкго, нмИющее неподвиж- 
ную топку въ щ:!1тр1. тяжести, можетъ совершать вращешя около всякоВ 
оси проходящей чрезъ пеитръ тяжести, н потому двишен1е такого тШ 
подчиняется закону площадей. Но ва основаН1И втого закона, согласии 
(323) ыоменты количества дв1[я[еа1я около ненодвнжныхъ осей коорданагь 
остаются ппс7>1ояппыми въ течсши всего движен1я н могутъ быть разсмз- 
трйваень! какъ 11роложев1я, на неподвижный оси координагь, ыомонта во- 
.1ичестаа двпжешя около н'Ькоторой неподвижной оси, проходяшей чрезъ 
начало и согласно съ§ 144 перпендикулярной къ игнзллмлелки! плоскости. 

Следовательно моментъ количества движения около такой НР1Годвнжвов 
оси ^мавныИ момситъ количества движен1я) тоже постояненъ, потому чт" 
проложен1я его постоянны. 

Положннъ, что тяжелое абсолютно твердое т^о, подпертое въ центр! 
тяжести, приведено въ движеше парою силъ мгновенныхъ (импульсивада 
парою), моментъ которой С 

Моментъ количества движен1я будетъ равенъ моменту О имыульснвно! 
пары въ вачал*Ь двнженЫ. Но и въ течен1н всего посл-Ьдующаго вреиеп 
главный моментъ количества двнжен[я останется, согласно сказаняо!! 
въ вастоящемъ параграф'!;, раввымъ О я направленъ перпеидактлярао 
къ неподвижной плоскости. 

Обозвачимъ чрезъ о, р. 7 углы, составляемые момонтоиъ 6.' съ па»- 
нымн центральными осями инерщи гЬла. Тогда, согласно |,С44): 

Аш, ^ С соз а 1 

В«1а = СсоаЗ> - . (6«) 

С«>з = а еоз т I 

Возведя эти равенства въ квадратъ и сложивъ получимъ: 

.4'ш,= -+- В'ш,' -+- СЧ' = ('\ 

Птакъ уравпеп1е (620). вмнрденнае въ § 276-мъ, есть не что и 
къ ишнкгралъ пдо%(щдей отъ днфференц1альныхъ уравнен1Й (618). 



Мы видянъ изъ ска;;анняго в-ь 8томъ параграфе, что количество дм- 
жен1я остается постоянно .'>квипа^еитвыяъ инпульсивной пар-Ь ^^. сооб- 
■цившеО тЬлу двиа:ен1с. Отсюда сл'Ьдуе'п., что 1п> кая!ДыВ посл^дуюпцй 
маыенгь явижен1е можел. быть останоыено импульсивною парою (— <7). 
Косинусы угловъ ваЕлокен1я игноиснной оси вращешя къ глапнымъ: 
центральныиъ осямъ ин<;ршн гЕ'.ла пропорщональны ш,, и,, ш,. 

Изъ (б^б^,- поэтому, стЬдуеп.: если движен1е т^ду сообщено былр вра- 
щенюмъ окаю оси, составлявшей съ главными центральными осями углы. 
косинусы которых!, равны I. >м, и, тч соаа, со$^, сок; пропорц1|ша.11.Н1.1 

.1/. ^«^ Сп. 

§ 281. Начало сохранения живой силы въ движенш тяжелага абсолютно 
твердаго тЪла, вращающагося около центра тяжести. Согласно (335): 

— - = живая сила врапимпя о». 



СЬ,' 



: живая сила иранс'нш < 



: живая сила 1вижен1я « 



Следовательно живая сила изслкдуеиаго двнж(^н1я равна 

Но сила тяжести уничтожается, въ разсматрнваемомъ елуча*, соиро- 
'гнвден1емъ точки опоры, пом-Ьщенной въ центрЬ тяжести. Поэтому на тЬло 
не д'ЬЙствуютъ ни[1ак1я силы; работа внЪшанхъ силъ равна нулю, и со- 
тому, согласно (306) живая сила остается постоянною; обозначая ее че- 

Т 
резъ ^ , получим!.: 

Аь>^- -*- Вш^^ -\- Сщ^ = Т ЦЯИ) 

уравис-н1е, выведенное нами въ § 275-омъ, 

§ 282. Геоиетричесноепредставлеи1едвижеН1йтяжелаго абсолютно твер- 
даго тЪла около центра тяжести. |[оль;]уясь толы;о инп'гралоыъ живой 
силы (ШУц 

Аш^' -I- Ли),' ч- 64' = 2* 

I я инт<.тр!1.1оиъ площадей (620): 

Л'ш,» -+- В^ш./ -+- С'й),- = «' 

можно дать полную картину движен1Я '['яжелаго абсолютно твердаго тЬда 
около неподвижной точки, какъ это показалъ Ро1П5о1 п какъ это сейчасъ 
мы покаженъ. 

По.1ожнмъ, что уравнешс центральнаго эллипсоида инерцш тФ.ла таково: 

Ах" -1- Ву' -\- Сг' = к Сб4й( 



Пусть: 

г = рад1усъ-векторъ эллипсоида инерщи, направленный по мгновен- 
ной оси вращен1я; 
р = длина перпендикуляра, опущеннаго изъ центра этого эллипсоида 
на касательную къ нему плоскость, касающуюся въ кошй г. 
х.у^г =^ координаты конца рад1уса-вектора г. 

Уравнев1е мгновенной оси будетъ 

X V г г 

- = ^=- = - (647) 

Ш^ О), (Оз ш 



Подставляя въ (646) величины х^ у, г изъ (647) додучимъ: 

(4ш,^-+-Бшз^-+ СЧ^)— 2 =^'. (648) 

Отсюда, согласно съ (619): 

Уравнен1е касательной плоскости въ точк* (а?, у, я) будетъ: 

Ах\ -4- Вуу\ ч- С&С, = к, 

гд* ?, 7], ^ текупця координаты плоскости. 

Уравнеше перпендикуляра р будетъ, следовательно: 

-^ = -^- = 7^ (650) 

^ш^ Бсоа СсОз ^ ^ 

Согласно съ (645) уравнеше (650) есть уравненхе перпендикуляра, 
возставленнаго изъ центра тяжести къ неизменяемой плоскости. Этоть 
^герпеидикуляръ схЬдовательно неподвиженъ. 

Изъ аналитической геометр1и известно, что длина перпендикуляра р 
определяется уравнешомъ: 

^_ _ ( ^У ч- Ву' -4- С V) 
р^ к" 



2 — и (651) 



Р' =^-7^ (652) 



Отсюда, согласно съ (620), (647) и (649): 

Т 
О' 

Итакъ: нериендцкуляръ р паюдвиоюенъ, длина ею постоянна и ояь 
перпендикуляре нъ къ неизмуьняемои плоскости и къ касательной плоскости, 
провсдениой въ концуь мгиовешюй оси г (фиг, 102), такъ что эта каса- 
тельная плоскость параллельна неиз.шьняемой плоскости, и потому тоже 
неподвижна. 

Следовательно: движение происходить такъ, что эллипсопдъ ияерцЫ 
тгьли 7юстоянно касается неподвижной касательной плоскости, ера- 



11Ц1ясъ ОКОЛО Своею ненодвилслто 1(рни1ря. н миювппти! 
риои/п-оркторъ г провебснный п то^ 
Изъ (610) им^емъ: 



»='!/' 



. (653) 



■ СлЬдовательно: вращательная скорость о) оком! .мшотткгй оси г 71ри- 
_ норишнальпа рЛО'щу-всктпрд г лиипсонда ширцт. 

Согласно съ § 280-мъ нсшм}вижная касательная плоскость ш-рш-иои- 
кулярни къ лю-^гит;/ О чмпульсттай 1Щ}ы, сообщившей шии;/ Онн.итш'. 

Точка прикосноиешя касатсль- 
вой илоскисти, представляющая 
собою конецъ рад1уса-В1)Ктора, на- 
правлевнаго по «гновенаоИ оси, 
паэывастся чолютмъ. 

•Кривая описываемая яоаюсо.«ъ 
па ал.шпсоид'Ь ивсрщи называется 
пом»114Чч (фиг. 102). 

Крмв^гя, описываемая полю- 
сомъ на неподвижной плоскости, Н1 




Флг. 102. 



;тся ырнимхйпч (фиг. 102). 

§ 283. Аксоиды въ двнжен!й тяжелаго абсолютно таердаго т'Ьла около 
центра тяжести. Соединив!, прямыми вс-Ь точки 11о.]од1И 1:ъ центрош. тя- 
жести, который, согласно нашему цредположенЬо, неподвижеаъ, подучииъ 
конусь, пиисывасмый аъ тпкчь мгновекною осью г. 

Соединивъ прямыми всЬ точки герполод1и съ п,ентромъ тяжести, по- 
лучнмъ неподвпждый конусъ. описываемый мгновенное) осью г вь 1>ро- 
1трпнстть. 

Конусъ, опираюш1йся на. полод!ю, называется миЫи.ш'иылп, пм-онОомь. 
Конусъ опирающШся на герполйД1ю называется нсччОнижпымъ аксотЬмь. 

Въ каждый данный моменть Нло 
вращается набезконечно- малый уголъ 
около мгновенной оси, и потому въ 
течеН1и безконечно-ма-1аго времени 
Л мгновенная ось, по которой аксо- 
иды касаются одннъ съ другимъ, 
остается неподвижною. Сл'Ьдовательяо 
во время дпн!иен1я т1'|ла, неизменяемо 
соед1ШСННЫЙ сьяимъ поОаы.ж-иой авсоидъ катится по ипюОвимчюм!/ аксоиду. 
При этомъ К0ЛОД1Я катится по герполодш, такъ что дуги, проходимый 
полюсомъ по П0ЛОД1И и по герполод1и одновременно, равны меяаду собою. 

Если ограничи.чъ подвижный конусъ иолод1ею. какъ зто изображено 
на чертеж-Ь (фиг. 103), то движеше можетъ бытьнредставлено еще т^мъ, 
что ПОДВИЖНЫЙ аксоидъ, им^'тЮЩШ вершину въ неподаижномъ цснтр'Ь тя- 




Фвг. 
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жести, катотся своимъ краемъ (полод1ею) по герполод1и, лежащей въ не- 
подвижной плоскости касательной къ эллипсоиду инерщи. 

§ 284. Полод1я. Изъ (651) сл-Ьдуетъ: 

А'х'-^В'у'-^С^е' = ^ (654) 

Р 

Этому уравнен1ю и уравнешю эллипсоида инерщи 

Ах^-^Ву^ -^С^г^ = к. ...:... . (655) 

должны удовлетворять координаты (х, у, ^), которыя мы ' принали за ко- 
ординаты полюса. Следовательно (654) и (655) суть уравнешя полодш, 
которая представляетъ собою, поэтому, перес'Ьчен1е эллипсоида инерщи 
(655) съ поверхностью 2-го порядка (654). 



к 

Помножимъ (655) на -, и вычтемъ изъ (654). Получимъ: 



(656) 



Это уравнен1е однородное 2-го порядка есть уравнен1е конуса 2-го 
порядка. Какъ известно изъ аналитической геометр1и, кривая, представ- 
ляемая системою (654) и (655), представляется также системою (655) и 
уравнешя (656), выводимаго изъ (654) и (655). Итакъ: полодая предста- 
вляетъ собою пересЬчеше эллипсоида инерцш (655) съ конусомъ 2-л) 
порядка (656). 

Для того, чтобы конусъ (656) не былъ мнимымъ, необходимо соблю- 
дете услов1я: , 

А^^^.С 



которое равносильно такому условш: 



|/|^Р>]/: 



которое очевидно, потому что состоитъ въ томъ, что разстоян1е р каса- 
тельной плоскости отъ центра эллипсоида было бы не больше его боль 

шой полуоси у , и не меньше его меньшей полуоси |/-т • 

к к 

Еати — ^ = Л или -у = С, то конусъ выроадается въ дв* мнимш 

плоскости пересЬкаюпцяся по д'Ьйствительной прямой совпадающей съ 
осью X или съ осью ^е'. Въ этомъ случа* полод1Я превращается или въ 
точки с, с', лежащ1я въ концахъ большой оси или въ точки а, а^ лежа- 

пця въ конц* малой оси (фиг. 101). 

к * 

Если -2 =В, то конусъ вырождается въ пару плоскостей опредЬие- 

мыхъ уравнешемъ , 

•"^ / ^ /^^ п\ 




Фпг. 104. 



проходящйгь треаъ среднюю ось. ^ъ втоиъ сдучаФ 
нзъ дллипсовъ е и е' (фиг. 104). 

Таиъ какъ конусъ (БГуб) ия1>етъ тЬ же плоскости си11метр1и. какъ и 
э.1дкпсондъ, то каждая нзъ остальныхъ полод1Й состонть изъ двугь занк- 
нутыхъ иЬтвей, симметрично расиоложенныхъ относительно Д1амстраль- 
ныхъ плоскостей эллипсоида. Каждал такая В'Ьтвь им'Ьетъ •и-тырс вер- 
шины 1, 2, 1,2 (фиг. 104), для которыхъ ра- 
д|усъ векторъ принимает!, минимальный и 
маБсима.1Ьаыя значешя, Въ течснш движвя1я 
тЬла одна изъ в-Ьтвей полод1и катится по ка- 
сат(^'ЛьноЙ плоскости, и ее ииеиио мы и раз- 
сматрнваемъ. 

.1^)угая В11ТВ1. катится по другой касатель- 
ной плоскости параллельной съ первой. 

Мы по.тагаомъ, чт)> ^ > Е> С и, соотв'Ьт- 
ствепно этому, большая ось яллипсоида совна- 
даегь съ осью г, средняя съ осын у, малая 
съ осью X. Обояначимъ вершины эллипсоида 
чрезъ «, (•', Ь. Ь', г, ';'. Сообра:шо съ т^-мъ, 
какъ направлен!, моментъ О импульсивной 
пары, сообщнвшРЙ гЬлу движение, и какъ великъ атотъ моментъ, получаемъ 

изъ (Г)52) и различный не.1ичины для р и для ^^ 
к ^ 

Если —^^ А, то конусъ (6Л6) вырождается въ осы, и цо.1од1я пре- 
вращается въ вершину я ил» «'. Если — ^ немного меньше Л, то нолод1я 
состонть изъ небольшой замкн)той Ернвой Д окружающей а, и изъ сим- 
метричной ей кривой /', окружающей а', Съ уменьшея1емъ ^ эти нривыя 
удаляются отъ а и а'. При -, ^ В полод1я представляетъ собою два 
ахтИпса е и е'. Точно такъ же: при —, = С полоддя состонть нз1. точекъ 
с и с': съ увелнчеВ1емъ-^ она обращается въ дв* привыя окружаюиця р 
н с'; съ дальи-Ьйпшмъ увеличен1емъ -, эти кривыя удаляются огь с и с'. 
Наковецъ при -^ Б получаются прежн1е эллипсы е и е'. Вотъ какъ рас- 
положены различный полод1и на эллипсоид!! инерцш даннаго гЬла. Но 
для даняаго динженЕя служнп, только одна изъ этигь полод1Й, и на одну 
взъ неподвижныхъ касате.тьныуь плоскостей она опирается одною только 
в-Ьтвью. 

Чрезъ каждую тпчку поверхности эллипсоида ннерщп проходить одна 
I какая-нибудь полодия. Изъ вс'1;хъ этихъ полод1й оиред^шеть данное дви- 
жен1е та/ которая проходить чрезъ точ1[у т„, въ которой эллипсоидъ 
инерцш пересекался мгновенною осью въ начал'Ь двнжешя. Эта полод1д 
будетъ опираться въ течении движен1я на ту касательную плоскость, ко- 
торая каса.1ась съ эллипсоидомъ инерщи нъточк'Ь т^ въ начал* двнжешя. 

Делоне. — К; 




§ 285. Герполод1Я. Радгусъ-векторъ р герполодаи, проведенный и.?ь 
основашя Р перпендикуляра опуп^еннаго изъ центра тяжести на непод- 
вижную плоскость служить катетомъ въ треугольник-Ь, другой катетъ ко- 
тораго р и гипотенуза г. Поэтому 

Изъ теорш П0Л0Д1И мы вид'Ьли, что г изм-Ьняется меяу[у своими мв- 
нимальными и максимальными значен1ями, соотв^^тствующими вершинамъ 

эллипсоида. Следовательно радхусъ-векторъ р 
герполод1и имЬетъ максимумъ и эшнимумъ г>, 
и Рз. Поэтому герполод1я заключается меацу 
концентрическими окружностями, описаняымв 
радиусами р, и р^ изъ точки Р (фиг. 105), 
и последовательно касается этихъ окружно- 
стей. 

При этомъ, какъ это показали Не8$ и 
8рагге (Сошр^ез гепЛив, 1884), герполодхя не 
им-Ьегь точекъ перегиба и обращена вогну- 
тостью къ основашю Р перпендикуляра. 
Дуга т^, т^ герпо.10д1и отъ точки соприкосновен1я съ внутреннею 
окружностью до точки соприкосновения съ внЬшнею окружностью прохо- 
дится полюсомъ въ то время, какъ на полодш онъ проходить дугу огь 

одной ея вершины до следующей, и потому равна - всей полоди!. П»^ 

этому, когда полюсъ пройдетъ на эллипсоид* всю полод1ю, онъ хфойдеп. 
на гериолод1и дугу, на которую опирается уго.1Ъ 4 (т^ Рт^). Если этоп 
уголъ несоизм^римъ съ ^, то герполод1я не замкнутая кривая. Если »• 
этотъ уго.ть сонзлтримъ съ тг, то герполод1я замкнута. 

к к 

Если -^=А или -5 = С, то полодхя представляетъ собою точку (вер- 
^ р 

шину одной нзъ осей эллипсоида) и герполод1я представляетъ собою тоже 
точку, и гЬло вращается около оси, проходящей чрезъ эту точку. 

Если -2 = ^5, то полод1я, какъ мы вид'Ьли, представляетъ собою эллипсъ. 

малая ось котораго равна у -^ . Движен1е происходить такъ, что этотъ 

эллипсъ опирается на неподвижную касательную плоскость, г постоянно 
уменьшается, герпо.10д1я обращается въ спираль ассимптотически прибли- 
жающуюся къ Р; или г увеличивается до соприкосновен1я герполодш съ 
внешнею окружностью и потомъ уменьшается, приближаясь ассимптоти- 
чески къ Р; вся герполод1я представляется кривою, состоящею изъ двухъ 
симметрично расположенныхъ спиралей. 

Если эллипсоидъ инерщи есть эллипсоидъ вращешя, то и полод1я н 
герполод1я суть окружности. 

Если эллипсоидъ инерщи есть сфера, то иолод1я и герподод1я суть точки. 
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Щ 286. Устойчивость двмжвН1я около главныхъ осей, Еслв первояя- 
«юльный 1[мг[у,11.съ напряв.и.'Н!. та.1п., что гЬло начинаетъ вращаться около 
Г1С1Г, 1:оставляю1Пей весьма малый утиль съ большою или съ малою осью 
эллипсоида пяерши, то полод1я. пакъ иы вид'Ьлн, представнтсл маленькокр 
замкнутою кривою, окружающею конецъ Оольшой или ма,10й осп. Сл11до- 
вательно: если начальное врашев1е [Гроясходидо около Гюлыпой или молчи 
оси, то такое двпжев1е устойчиво, такъ какъ. при малыхъ отклонен1ЯХ1. 
оси вращешя, не ироизойдегь большого изн1'1нен]я нъ двнжен1н. 

Если же первоначальное движев1е происходило около оси, соста11.1ЯВ)- 
шей весьма малый уголъ со среднею осью эллипсоида инершн. то полошя 
будеть польтая замкнутая кривая, окружающая конецъ большой или ма- 
лой оси; полюсъ. идя по атой кривой, уходить огь своего первонача-и.- 
наго цоложен1Я на конечное разстоян1е, и движен1е значительно нзм1;- 
ииетъ свой первоначальный характеръ. Поэтому, если начальное враще- 
Н10 Происходило около самой сргФк'й осп, то двпжен1е шч/стойчит, такъ 
какъ, при ма^14йтемъ отклонев1И оси вращеюя отъ своего первоначаль- 
наго положен1я, она будетч. отклоняться отъ него все бо-тЬе и ОоЛс. 

§ 237. Независимость вращ&тельнаго движетя около центра тяжести. 
Перейдрмъ кт. какому угодно днпжен]»! свобпднаго абсолтитно твердаго 
т1;ла, не пм^ющаги ни одной неиодвизкш'й ТУЧкп II подверженпаго дГ.й- 
ствда какпхъ угодно силъ. 

Свободное тЬло способно врап(аться около любой осн. Поэтому к*ъ 
нему приложимо начало площадей, которое, по отношен!»» 1П. осп и. вы- 
ражается уравнен1емъ: 



' ,11' 



' <11--- . 



МхГ-уХ) 



Обозначая презъ х, у. г, коорднваты ш'НТра тяжести и полагая 



<и^ 



Л' 



^{-Я- 



Л1', 



--■^тЫУ — уХ) 



такъ наиъ л'Ьвая пасть изменится огь перенесетя начала координап>. 
Перионачальнпе положен1е начала коордпнать произвольно, и мы можемъ 
его ныОрать такъ, чтобы оно въ данный момепп. совпадало съ центрокъ 
тяжести. Тогда ^;=0; у = 0, п по,тучимъ: 



Л" 



Л' 



= 5:т(а.'Г_уХ). 
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1ак1Я Шё уршяёшя полумиль для иоыентовъ паръ ва1тра&1^вып 
по осямт. X я у. Эти уравнеа1я совершенно та.к1я, кашя (>ы мы полупил, 
ест бы центръ тяжести быль неподвиженъ въ начади коордиаатъ. В« 
именно НИИ и определяется врашен1е около пснтра тяжести. 

Итакъ: 1ю&ь «л'шх^емъ югкиг^, бы пю ни шло силг аращсмге 
иентра тяжести пропаШить тат, кпкъ бцётпо бы опъ былъ 

Вотъ почему содержащееся въ предшествующи хъ пяраграфахъ изсЛ- 
дован1е движен1я около центра тяшестп ии+.егь особенно важное зна<|)^нк: 
оно особенно важно вс.л1'.дств1с сл'Ьдуютихъ соображенШ. Согласно ва< 
сохранен1я движения центра тяжести онч. движется тавг, какъ будто 
яасса всего т^ла была сосредоточена В1. неиъ — какъ будто бы всЬ 
были приложены къ нему именно. Поатому движение свободнаго твер^ 
гКла можно нзсл-Кдовать глкъ: определить двнжен1е центра тяжести 
будто масса гЬла была въ негь сосредоточена и всЬ Д'Ьйствуюш(я 
деренесены иара.тлельно самимъ себ-Ь такъ, что точка ихъ прило; 
находится въ центр!, тяжести. ЗагЬмъ останется разсмотрЬть дни; 
тЬла, уже свободнаго огь дЬйств1Я снлъ, около титра тяжести какъ о1 
иеподвижнаго и сложить оба ати движен1я. Двнженш же около 
тяжести безъ вл1ян1я пяЬшвихъ силъ именно таково, какъ движен1е 
желаго гЬла около центра тяжестп, такъ какъ д'Ьйств1е тяжести въ 
случа'к уничтожается протииодЬЙств^емъ точки опоры. 

§ 288. Движенге тяжелаго абсолютно твердаго т^м около непод) 
ной точки, понЬш,енной не въ ценгр-Ь тяжести Итакъ, иасл^Ю) 
жен1я тяжелаго абсо-тютно твердаго гЬла около центра тяжести, изл( 
яое въ §§ 275 — 280, 11редсгав.1яетъ обпцй ннтересъ какъ главная 
йЗСД*дован1Я какого бы то ни было двпжен1я свободнаго твердаго 

Но и двпжен!е тяжелаго абсо.1ютно твердаго гЬла около ненодв: 
точки несовпадающей съ центромъ тяжести весьма интересно, потому 
таково движеше коническаго маятниЕ^а. жироскоиовъ и волчковъ, а 
въ особенности потому, что аналитическая механика въсвоемъ п( 
номъ развит1И сталкивается съ необходимостью рЬшить эту задачу, П] 
ставляющ^-ю собою интегрироваше дифферени1а-1ьныхъ уравненЩ (й17Т' 
въ то.чъ счуча'Ь, когда правыя ихъ части не равны нулю. Это ннтегри- 
рован1е въ настоящее время исиолнено только въ н'Ькоторыхъ пасгвып 
случаяхъ. 

1) Случаи 1'отвоЬ: движвн1е около центра тяжести, наследованное въ 
Й§ 275 — 256. Въ этомъ стучав правый части уравненШ (017) равны нул> 
и (617) прнннмаютъ видъ (618). Этотъ С1учай особенно важевъ, сакь 
основан1е изследован1я какого-бы то ни было двнжен1я снободнаго твер- 
даго тФла (планегь, артиллерШскихъ спарядовъ, коническихъ пуль н пр.), 

2) С'лцчш! 1мдгапдеа. Неподвижная точка находится на оси аллШ1- 
соида цяерцд!, который, для неподвижной точки, есть эллипсоидъ враше- 
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н!я. Л^граняп. даль иолвое анЕититическне р'1шен10 этой задачп. Якобн 
даль геометрическое представлен1е, заключающееся въ сл^^аующемь: 

Теорема Якоби. Вь см/чшь Лпфанжп т>ио Онижпчгя но мко- 
иа.чъ Л1//Ч№Я П1/ансо №ь (>р1/ю.»ъ вш^амсш-мо-^п, ними, котоц'и' тми (Ми- 
ат-тгя по мжона.мъ с^г/чня Пуаиси, 

3) С.1!(чп11 КоналсвскоИ. Паша соотечественница С. В. Кова-И'вская 
дала аналитическое р*шсн1е того случая, когда эллппсондг 1терЦ1н 
для Т0Ч1Ш опоры есть эллипсоидъ вращетн, такъ что А=В1=2<' и 
центръ тяжести лежигь въ экватор1альной плоскости этого эллипсоида '), 
За своИ иемуаръ Ковалевская получила большую премш Парижской Ака- 
деши Наукъ. Главная заслуга этого иеиуара заключается въ том!., что 
Ковалевская нашла, крон-11 изв'Устныхъ ннтогралов1. площадей л жввой 
си.1ы, еше трст1Й алгейра1пес|лй интегра.гь. Авторъ вастоящаго курса ') 
иоказа,1ъ, что этотъ кнтегра.п., въ частноиъ стуча!, распадается на два 
интеграда, такъ что всего получается 4 алгебраическихъ интеграла до- 
статочныхъ Л'я опредЬлешя обонхъ аксоидовъ. Проф. Г. Г. Дппольрогъ 
иоказалъ '), что въ втомъ С1уча'1'. некоторая прямая равномерно вра- 
щается около неподвижной точки въ н-Ькоторой плоскости. 

Проф. Б. К. Млодз-Ьевс1;1й *) показалъ, что въ н'Ькоторомъ еще бол^е 
частномъ случае ш,, а),, ш^ выражаются а-тгебраическн чрезъ время I. 
такъ что, съ математической точки зр11Н1я, движен1е въ случа^Ь проф. 
Млодз-Ьевскаго проще движев1я математнческаго иаятняка (опред11Ляемаго 
э.циптическиии фун1;п1ями). Проф. Н. Е, ЖуковскШ *) нашелъ геометри- 
ческое значен1е постоянваго I; въ стуча'Ь Ковалевской, Такинъ образомъ 
работа С, В. Ковалевской получила широкое развит!? въ трудахъ рус- 
скихъ ученмхъ. 

^) Сл^рюй Невя'а. Гессъ '') нашелъ также трет1й интегралъ въ тош. 



1 твердаго тЬла". Спб. 1йй2. 
ь сочпнешю Н, В. Делоне". 



*) & К<»ха1еи!»к\. „Заг ]е ргоЫёте <1в 1а го1:ак10и (1'пи гог^ж 8ои|1е < 
й'пп ро1п1; йхв". Ас1:а МагЬетаЫоа. ХП, 188Э. 

*) Л. Б. Дмояс. „Къ вопросу о геометр В' 
движвв1я твердш'о ткла, олопа ненодвижвоЁ ' 
свою". Матем, Сборн. XIV. 

лА.тгебрапческ1о интегралы дважешц тяже.1 

') /'. Г. Апм^1ропч: „НЬкоторыя дополнвн1а [ 
Труд. Отд. Фна. Наук. Общ. .Пюопт. Естеотвози. 
яЗадвчв о двяжеохв ташедаго твердаго тЬ-ла ок 
Мосвип, 1893. 

*) Б. X Млодзлевенхй. „Объ оддоаъ случае данн(вн1я 
т^а около непоДЕПЖпоУ точки". Матем. Сборе. XVIII. 

') В. Е. Жучовапй. „Геометрическая ннтерпретацш рвасмотрЪвнаго С. В, 
Ковалевском с.чучая дяажец1а тяже.чаго твердого т^-1а около веподвишнон 

[И. Матем. Сборн. XIX. 

-') Нега. Ма>ЬетаНзс11е А|шв1еп. I:. 



) неподвижвоК т 



твердаго 
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случае, когда 

гд* аго, «/^, ^0 координаты центра тяжести относительно главныхъ оа^й 
инерщи точки подвЬса; А, В, С моменты инерщи относительно этпгь 
осей. Этотъ случай былъ изсл-Ьдованъ съ необыкновенною полнотою опять- 
таки русскими математиками ^), при чемъ Б. К. Млодз'ЬевскШ и П. А. 
Некрасовъ показали, что въ этомъ случа'Ь задача приводится не къ одно- 
значнымъ, а къ мшуюзначпымъ функщямъ времени. Н. Е. ЖуковскШ по- 
казалъ, что движете гЬла въ этомъ случае управляется движен1емъ сфе- 
рическаго маятника и н'Ькоторымъ локсодромическимъ движетемъ. 

Теор1я движен1я твердаго гЬла около неподвижной точки необыкно- 
венно ясно и красиво изложена въ книгЬ Клейна (ТЬеог1в йез Кге1§е1§. 
топ К1еш ипй ЗоттегГеИ), въ которой авторы попутно знакомятъ чита- 
теля съ общею теор1ею функцШ и съ теорхею эллиптическихъ функц11 

§ 289. Аналитическое изсл'Ьдеван1е движен1я абсолютно твердаго тела 
около неподвижной точки. Теперь познакомимся съ формулами движешя 
абсолютно твердаго гЬла упоа^ребляемыми въ большинств* сочинешй по меха- 
нике. Знакомство съ ними необходимо во-первыхъ потому, что это формулы 
классическ1я, и во-вторыхъ потому, что онЬ намъ понадобятся впосл^дствш. 

Изберемъ подвижную систему осей координатъ 06, От), ОС, неизм*- 
няемо соединенную съ гЬломъ, и неподвижную систему осей коордияагь 
Ох, Оу, 0^, имеющую начало тоже въ неподвижной точк^. ИзгЬемъ фор- 
мулы преобразовашя координатъ: 



(659) 



X 




а? 


-ч- 


Ъу\ 


н-сС 


у 




а'; 


-4- 


Ь'71 


н-с': 
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^-ш 


а"$ 


-ь 


Ь'щ 


-+- с"С, 



гд-Ь о, 6, с, а\ Ь\ с\ а\ Ь\ с", — суть косинусы угловъ, составляемыхъ 
подвижными осями координатъ съ неподвижными. Между этими косину- 
сами, какъ известно нзъ аналитической геометр1и, существуютъ соотн»:»- 
шен1я: 



а" -к-Ь^ -ь е = 1 
а'з н_ й'2 _^ ^/3 ^ ^ 



а"^-+-Ь"2-ьс"'= 1 



. (000) 



^) и, л. Некрасовъ. Матем. Сборы. XVI, ХУШ. 

Б. К. Млодзпевапи н П. Л, Некрасовъ: „Объ услов1яхъ существован1Я ассвмп- 
тотическихъ перходическихъ двиясен1й въ задач* Гесса". (Труд. Отд. Физ. 
Наук. Общ. Люб. Еств.; VI, 1893. 

Н. Е. Жуковскги, „Локсодромическш маятпикъ Гесса". (Труд. Отд. Фпз. 
Наук. Общ. Люб. Еств.), V, 1893. 
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(661) 



. . (662) 



Ьс -+- Ь'с' -+- й"с" = О 
са -*- с'и' -+■ с" а' '■= О 
аЬ н- а'Ь' ч- аТ = О 

а = Ь'&' — с'Ь"; а' — Ь"с — <^Ь; а" = Ьс' 
Ь = с'и" — а'с": Ь' = с"а — а'с; Ь" = с»*' 
с = а'Ь" — а"Ь'; с' = а"Ь — Ь"а; с" — аЪ' 



(663) 



с'Ь 
с'Ь 
Ь'а 



. (664) 



Продифференцируемъ по I (уравней1я (659), принимая во вниыаше, 
что €, щ, %, какъ координаты точки твердаго т1ла относительно осей не- 
изменяемо соединенныхъ съ т&юмъ, не изменяются. Подучимъ: 
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(665) 



Производныя, СТ0ЯЩ1Я въ л'Ьвыхъ частяхъ этихъ уравненШ, суть про- 
ложешя скорости точки т на неподвижныя оси. Обозначая чрезъ к, г, го 
проложен1я этой скорости на оси подвиоктыя, получимъ по правиламъ 
аналитической геометр1и: 



их , йу 



ЛЬ 



, = Ь^-+.Ь'^-ьЬ''^} (666) 

аЬ аЬ аЬ 

их , йу и йг 

аЬ ) 



си 



сИ 



Дифференцируя 1-ое изъ уравненШ (663), получимъ: 
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Называя чрезъ рШ каждую изъ величинъ, стоящую въ одно! части 
этого уравнен1я и называя ^й^ и гй1; части такихъ же уравненШ полу- 
чаемыхъ изъ остальныхъ двухъ уравнетй (663), получивгь: 
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^а" > . . (667 



Дифференцируя (662), получимъ: 



а(1а -4- а'Ла' -ь а''с1а" 

ьль \^ь'аь'-^ь"аь' 



О 
О 
О 



. . (66'5) 



Повшоживъ 1-ое изъ уравнетй (665^ на а, 2-ое на а\ 3-е на а 
сложивъ и сообразуясь съ (666), (667) и (668), получимъ: 



к =: ^1^ — Щ 



. (66Й) 



Такимъ же образомъ найдевгь два друг1я подобный же уравнен1я, по- 
лучаемый также изъ (669) циклическою перестановкою. Всего получшгь 
три уравнешя: 



и = 5^ — ^ 

«7 = гЕ — рС 



(670) 



Найдемъ теперь точки, не имЬюпця скорости въ моментъ ^^ для ео- 
торыхъ, сл-Ьдовательно: и = 0; V = 0; гс= 0. Для такихъ точекъ урав- 
нешя (670) дадутъ: 

^^ — гт| = о 

гЕ— р!; = ! (671) 

рг\ — дЕ = О 



Отсюда: 



Р 






г 



(672) 



Эти уравнешя (672) показываютъ, что точки, неивгЬюпия скорости въ 
моментъ ^, расположены на прямой, выражаемой этими уравнен1ями (672). 
Эта прямая и есть то, что мы называли мгновенною осью. Полагая 



р^ -ь ^^ 



г^ = п^ видихъ, что мгновенная ось составляетъ съ осями 
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Еоординать углы, косинусы которыхъ равны 

Р. ч. *• 

п ' м ' п 
Скорость V точки т получимъ изъ: 

V^ = и^'\'V^'^гс^= {^^ — ^т^у ч- {Л - рС)' -+- (р^ — е^Е)^ 

= (/>' -ь в^ + г^) (Е^ -к т|^ ч- С») - (рЕ ч- «п -ь г!;)^ 

Если разстояше точки т отъ О обозначимъ чрезъ 22, то: 



Отсюда 



= п^Л* [1 — т'' (Л, п)] 
V — пЕ згп (В, п). 



г \« 



Но В згп (Д, п) есть разстоян1е 5 точки отъ мгновенной оси. Следо- 
вательно 

V = 6 , п. 

Но если (I) есть угловая скорость около мгновенной оси, то: 

Г = 00). 

. Итакъ п = со. Поэтому р, д, г суть гЬ самыя проложешя угловой 
скорости (I) на оси Е, т), ^, который мы обозначали чрезъ ш^, ш,, ш,. Ихъ 
иначе называютъ вращешями около осей Е, 'у) и С 

Пользуясь формулами этого параграфа можно было бы изложить всю 
теор1ю вращешя г^1а около неподвижной точки, которую мы вывели, поль- 
зуясь пр1емами англШскихъ математиковъ. 

§ 290. Эйлеровы независимые углы. Формулы предыдущаго параграфа 
очень симметричны, но содержапцеся въ нихъ 9 косинусовъ а, Ь, с, а\ Ь\ с'' 
л", Ь", с!' связаны между собою равенствами (660) — (664). 

Эйлеръ показалъ, что достаточно трехъ угловъ для полнаго опред*- 
лешя положен1я подвижной системы осей координатъ, им^ющихъ общее 
начало съ неподвижными осями координатъ. Эти углы суть сл*дующ1е 
(фиг. 106): 

в — составляемый осями ;ег и С; 

Ф — составляемый плоскостью (^ег, С) съ плоскостью (ц, 5), 
. ф — составляемый плоскостью {е, С) съ плоскостью с^?, х). 

Представимъ себ*, для пояснешя, что сфера описанная около О ра- 
даусомъ равнымъ единице пересЬкаетъ подвижный оси 5, т], С соответ- 
ственно въ точкахъ -4, Д С (фиг. 107^ а неподвижный оси х, у, ^г со- 
ответственно въ точкахъ X, Г, Я. 
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Если подвижныя оси совпадали прежде съ неподнижныни» то мы, поль- 
зуясь только поворотами на углы ф, 6, ф, можемъ привести подвижную 
систему въ настоящее ея положенхе (фиг. 106); для этого: 1) отодвинем!» 
плоскость (С, Е) на уголь ^ отъ плоскости (^, х) враизшемъ подвижной 
системы около совпадаюпщхъ осей ^ и г; 2) отодвинбмъ, загЬмъ, ось I 
отъ оси ^ на уголъ 6 вращешемъ около оси т], и 3) отодвинемъ плос- 
кость (С, Е) отъ плоскости (^, С) на уголъ ф вращешемъ около оси 1^ на 
уголъ ф. 

Условившись въ направленш этихъ вращен1й, получимъ впоян^ ощ»> 
д'Ьленное положен1е подвижныхъ осей, совпадающее съ даннывгъ. Сл1>до- 





Фиг. 106. 



Фиг. 107. 



вательно достаточно трехъ Эйлеровыхъ угловъ для опред'Ьлешя положенм 
подвижныхъ осей. Эйлеровы углы независимы между собою; въ этомъ за- 
ключается большое ихъ преимущество, но недостатокъ ихъ въ томъ, чи) 
они даютъ мен^е симметричный формулы. 

Найдемъ теперь соотношен1я между со^, ш^, (Од и 6, ф, ^. 

Опустимъ перпендикуляръ СК изъ С на 02. 

Слагающая скорости точки С перпендикулярная къ плоскости СОХ 

равна СN -^ или, что то же, 5гп 6 . -^ • 



6,1 



с1Ь 



в^ 



Слагающая скорости точки С по 2С равна ■^• 

Но движен1е точки (; определяется также вращен1ями со^ и со^. 

Поэтому взаимно перпендикулярный скорости -^ и згп Ь -^ изобра- 

жаютъ ту же скорость точки С, какъ и взаимно перпендикулярныя ско- 
рости 0)^ и сОд. Следовательно между гЬми и другими скоростями суще- 
ствуютъ ташя же соотношен1я, какъ между двумя системами 

координаты . ^^ 

= 0)^ згп ф -н 0)2 С08 ф 



плосклхъ 



зт 6 ^ = 



,, = — О). 008%' -+-ш^ 






(673) 
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и наоборотъ: 

<о, = ^7 • в»» Ф — -^ згпЬ . С08 9 

^^ ^^ \ (674) 

а = "37 • С08 Ф -^ -/^ ыпЬ . згп <р 

Опустивъ перпендикуляръ на 02 изъ точки перес']^чешя Е плоскостей 
(г, ^) и (^, 7)) видимъ, что слагающая скорости точки Е перпендикуляр- 
ная къ 2Е равна ^ . в%п (2, Е) или, что то же ^ сов Ь. 

Скорость точки Л осносительно Е по ЕА равна -^ . згп (С, Л) или, 
ЧТО то же -^ . Полная скорость точки Л по ЛВ равна, поэтому 



сге 



йф ^ Йф 

Но она равна также со,. Поэтому 

Уравнен1я (674) н (675) представляютъ собою зависимость между 
вйлеровыми углами 6, ф, <{;, определяющими положеше тЬла въ простран- 
ств* и угловыми скоростями С1)^, Шз, (Оз около подвижныхъ осей. 

Скорости со^, (Оз, О), находятся путемъ указаннымъ въ §§ 274 и 275, 
то-есть интегрировашемъ уравненШ (617). Положеше гЬла въ данный 
моментъ находится загЬмъ интегрирован 1емъ уравненШ (674 ^ и (675) и 
опред'Ьлешемъ изъ нихъ эйлеровыхъ угловъ по полученнымъ ш^, ш,, а>з 
и по начальнымъ даннымъ. 

Зная же эйлеровы углы, можно или непосредственно по нимъ пред- 
ставить себ4 положеше твердаго гЬла, неизменяемо соединеннаго съ под- 
вижными осями, или, если это нужно, определить по 6, ф, '{^ косинусы 
«, 6, с, а\ Ь', с\ а\ Ь\ с" по формуламъ приводимымъ въ аналитической 
геометрш. Эти формулы выводятся по известной формуле сферической 
тригонометр1и 

соьо^ = С08^ . С08 7 -ь 5*я Э • ^***Т • ^^^' -^ (676) 

где а, р, 7 — суть стороны сферическаго треугольника; А, В, С — противу- 
лежапце углы. 

Продолжимъ дугу (х, у) (фиг. 106) до пересечен1я М съ плоскостью (Ь^). 
Тогда уголь 

хШ = Ь; Му = ф; Мх = 90° ч- ф; М1 = 90° — ф, 
Прилагая формулу (676) къ сферическому треугольнику хШ, получимъ: 
а = со8(х,^) =: — вт^ . ьгп(^ -^ со8^ . С08^ . созЬ. 
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Прилагая (676) къ другивгь сферическимъ треугольшхБахъ. получиг 

а = — згп^ . 8гп(р -^ со8^ . С08^ . совЬ 
а' = со$^ . 81П^ -^ е%п ^ .соз^ . еозЬ 
а" = — згпЬ . С08 ^ 

6 = — «тф . ео8<р — совф . 8гп^ .савЬ 
Ъ' = со^ф . ео8^ — 5тф . 8гп(р . созЬ 
Ь" = згпЬ . 51Пф 

с = згпЬ . соз^ 
с' = згпЬ . ^'пф 
а!* = созЬ 



> • 



С6Т 



■ж^ 



ОТДЪЛЪ V. 
Относительное движен1е. 




Относительное движен1е точки. 

§ 291. ДвйженЕе точни по линЫ, ноторзя сема движется. Предсганнмъ 
себЬ, что точка т движете)! но кривой ЖЛ"" такъ, '1Т0 въ послЬдова- 
тстьные бсзконечно близкие иоменты оказывается в'ь 37, Л', N', N", N"', 
Положимт. (фиг, 10Й), что въ то же самое время кривая МN"' сама 
движется такъ, что въ иоменты, упомянутые выше, принимаетъ положе- 
111Я I, II, III. IV. Такое двоякое движея1е за- 
ставляетъ точку находиться последовательно вт. 
воложевЁяхъ М. т, т', т" т'". 

Двихев(е точки т по кривой Л1^"' назы- 
[ ьается (япносительыымъ. 

Двнжев1е салоВ кривой МК '" называется 
Г рюеящила. 

Истинное двпжен1е точки чрезъ подожетя 
^ М, 1В, т', I»", т'" называется абголутьнымл. 
Муха, летящая въ вагон']; движущагося по- 
щада, совершаетъ, относительно вагона движен1е (относитеаьное). Движе- 
I вагона есть движен!» уносящее. Всл11дств1с совокупности этихъ двухъ 
аяен1й муха соверптетъ, относительно местности, по которой вагояъ 
•ь, абсолютное двнжен1е. 
[ Лодка, переправляющаяся чрезъ р^Ьку, совершаетъ движеН1е относшпель- 
к по вод*, уносяит движете которой, слагаясь съ относителькымъ 
жен1емъ лодки, заставляеп! лодку выполнять абсолютное движен1с по 
юшешю Е'ь береганъ. 
I Шожао сказать, тго мы наблюдаемъ только относптельныя движешя. 
пну что самая зсяля совершаетъ весьма сложное движете обращаясь 
ло солнца, вращаясь около оси и участвуя въ общемъ полетЬ солнеч- 
I системы среди звЪздныхъ м1ровъ. Поэтому нзсл^доваше отиоситель- 
) движен1я чрезвычайно важно для повииап!я наблюдаеных'ь явлений. 



Фиг. 108. 



§ 292. Скорость въ отиосителыюиъ движен1и точим. Обозначивъ чрезъ (// 
безконечно-малый цромежутокъ времени, въ теченш котораго точка про 
ходитъ по относительной траектор1и (по движущ^ся кривой) длеиентъ Ж^^ 
(фиг. 108) и по абсолютной траекторш элементъ Мт, за1гЬчаемъ, чтг) 
въ предал* элементы NN. Мт и 31 М^ можно разсматривать какъ прямо- 
линейные, какъ элементы касательныхъ проведенныхъ въ Ж къ кривьпгь 
]^IN"' и Мт'^' и ММ'" и что скорости: 

" ' /V — относительнаго движен1я, 

> /7г.Гг. .-,^ / ^е — уйшмщад) движенш и 
" . V^ — абсолютнаго движетя; 

выражаются какъ: ^^^^^ 

ММ' 



V, = Ыт 

г. Мп 



(Щ 



Следовательно скорости V^ и V^ пропорщональны сторонамъ параллело- 
грамма М2^тМ'\ скорость же г\ пропорщональна его д1агонали. 

Поэтому: V„ есть геометрическая сумма скоростей 1\ и «',, то-есть 



Зд^сь черточки обозначаютъ, что сумма берется геометрическая, а не 
алгебраическая. 

Иначе говоря: абсолютная скорость пючки выражается &1агональю, 
построенною на скоростяосъ относительнаю и уносягцаго деыоюенгй. 

Не такъ просто определяется ускорен1е абсолютнаго движен1я. 

§ 293. Ускореже абсолютнаго дв11жен1я. Теорема Кор1ол1са.'^'^ Предста- 
вимъ себе, что точка т проходить по относительной траеЕторш М1Х 
(фиг. 109), въ течении безконечно-малаго промежутка времени дЛуТГ^МЛ, 
сама же относительная траектор1я принимаетъ, въ конц* этого проме- 
жутка времени, положен1е Ж'2У". Это перемещете относительной траекто- 
рш можно разсматривать происшедшимъ отъ перенесешя ея въ пара1- 
лельное положеше МЖ' и отъ поворота изъ положетя М'N^ въ пою- 
жете МЖ" около оси 0М\ 

Если бы на точку не действовали никак1я силы, а она двигалась бы 
только подъ вл1ян1емъ скоростей V^, «;,, %\^ то она прошла бы равномерно 
и прямолинейно пути: 

ми = У^ , йЬ — въ относительномъ движенш, 

МВ =: Г^ . Л — въ уносящемъ движеши 

МА = У„ . йЬ — въ абсолютномъ движеши. 



. (6«0) 









1 Л 



^4 1 



Подъ дМствхемъ же си^гь точка пройдетъ друг1е пути: ея скорости 
получать приращен1я. Благодаря малости Л можно допустить, что въ те- 
чен1и (И силы не изм^>няются ни по величин^^, ни по направлешю, всл1>д- 
ств1е чего движете происходить вь течеши сИ равномерно ускоренно, 
и, согласно (30), подь вл1ян1емъ силъ точка т проходить еще пути: 

^N = ^^ . -^-;^ въ относительномъ движент. 



1Ш 



2 

л/г . (^«)^ 

^' — ;, . ^— въ уносящемъ движен1и, 



^^"=л. 



{т 



въ абсолютномъ движенш, 



гд+. у^, у,, у. — суть ускоренк въ этихъ движен1яхъ. 

Эти пути, слагаясь съ путями (680), и приведутъ точку въ ея поло- 
жен1Я 2У', Ж* и 'Н". 

Соединимъ -^' съ ^' прямою и построимь параллелограммъ ВИ^^'С. 
Фигура Ж'С1^\ согласно построенш, равна фигур* МЫЯ и вс* соот- 
в^тствуюпця части этихъ фигуръ взаимно параллельны. Следовательно 
АСиИ]И\ какъ прямыя, соединяюпця концы равныхъ и взаимно-парал- 

лельныхъ прямыхъ М'Сп В А, 
равны и взаимно параллельны 
такь что: 

АС = ВМ^ = ;. . ^-^- . 




Фиг. 109. 




-^^ ■■ ■•■. .-, 



Начертимъ, для ясности, отд1>льно (фиг. 110) фигуру ЛЛ^"ЗГ'С. Зд^сь: 






* . '' 






'• / 






I . 









^ ; 









* •* ■ * 
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Опред'Ьлимъ сторону N*N", Если мы примемъ за направлен1в этого 
вектора направлеше отъ N^ къ N\ то, приповганая, что посоАдняя сто- 
рона многоугодьняка равна геометрической сумм* остальныхъ сторонъ, 
считаемыхъ въ обратномъ направлен1и, получимъ изъ фиг. 110. 

;.1^!!=^,(«^^,.1*2_^г^ (681) 

• 

Обозначивъ чрезъ ш.й^ уголъ, на который ^М"'^^' повертывается около 
оси 0М\ чтобы придти въ положсше МN" и опустимъ изъ № пер- 
пендикуляръ N"0 на ось ОМ' (фиг. 109). 
, Тогда: 

И'^Г' = О^' . (О . й^ (6^2) 

гд* (О есть скорость врап;ешя, приводящаго МN' до совйадешя съ М^У 
Обозначиьгь чрезъ а уголъ наоонен1я элемента М^N*' къ оси ОМ, 
Изъ треугольника 0М1Г' им'Ьемъ: 

0^^" = МЖ' .вгпа (683) 

Въ предал* М^' равно пути, пройденному точкою по относительной 
траекторш равному V^й^. Следовательно (683) обращается въ 

0N" = г\ .8гпа. М 
Подставивъ эту величину въ (682), найдемъ: 

Поэтому (681) приметь видъ: 



или: 

Л = Л -+- Л -^- 2«^г^-^»« (в84) 

Это уравнеше и выражаетъ собою следующую теорему Кор1олиса: 
11Скор€нге аьсолштнаю деи^исешя равно геометрической суммп» трехъ уско- 
рент: ускоренш ^^ %^^шеящ(ш> движ^снш, ускорент ^^ атмосительиаю дви- 
жения и тдйаш ускорешя 2!;, . «> . згп а. 

Итакъ: при относительномъ движепш появляется особое ускореше 
2 г;^ . о> . згп а равное удвоенному произведен1ю скоростей относительной V^ 
вращательной ю и синуса угла а, составляемаго относительною скоростью 
съ осью вращетя относительной траектор1и. 

Изъ чертежа (фиг. 109) зам4чаемъ следующее: 
ускорение 2г^,о)8гпа шрпендикулярно къ относительной скороапи г, « 
къ оса (фМцешя ОМ' и направлено въ ту сторону, въ копк^ую ераи^к 
шрелпьщаетъ стр}ьлку, направленную по относительной скорости. 




Сложное цёйтрвпжна! уокормЛё: 

= ./„ ■+- (— л) -Ь (— 2 г, . (« . а'п а) 



Величин» ( - 2г-,.ш .зта) называется вмл ты.мъ иентр о^ьжмымъ ( "■^'••л 
1/ске ^нгемъ нли уехореикль КчрШчт. (1аттх:&о ^ 293: сложно*- центра- '^'^'" 
/иымсное 1/скоретр перги'ндиклл^м) кг и, м л-» ОЛР и «ап.равм'уо аъ сти- 
ршц" пропшвцшцажную иМ, К!/да по^|срV^ы«ается стргьлка ттртлгншт 
МО ^ттосчтельиой скорости. 

Если иы будемъ считать его положнтельныиъ но этому напраолеяш 
(аъ сторону противуположную той, куда повертывается относительная ско- 
рость), то его величина равна: * 

ч-2|), ш.йшя ('№В) 

Итак!., при отноеитсльномг двнжея1и то1ви. пм1>юшой массу т, по- 
является особая сила равная 2тV^.^о .ша. 

Вт. нЬкоторыхъ стучаякъ можно ожидать появлен1я этой силы съ пер- 
ваго взгляда на наблюдаемое явление. Положимъ, наирим-Ьръ, что стрЬ- 
локъ стр'Ьляетъ нудей изъ ружья, держа стволъ ружья горизонтально н. 
во время выстрела, быстро пов(.'ртывается слЬва направо. Разсмотримъ 
движен1е пу-М, дока она идетъ въ ствол1;. Относительная ея трае1;тор1я 
въ ствол'Ь срямолинейна. Абсолютная траектор1я, благодаря нращен!» 
ствола, криволинейна. Понятно, что пуля, стремящаяся по основному за- 
кону Ньютона двигаться прямолинейно и принуждаеызя вра1аеа1емъ ствола 
онисыва'П! криволинейную абсолютную тра^кторш, будет!, давить на стЬнку 
ствола, н, при вращени! стр'Ьлка йправо, давлен1е это будетъ происходить 
на ЛШ1ЦЧ) сНнку ствола. Это давлеп1е и есть та новая сила, которую 
даеп. ускорение Кор1одиса. 

Разберемъ теперь вто яв.1ен1е съ точки .зр1>шя изложенной теорш. 
Кор1олисово уснорен1е д'Ьйствуетъ въ сторойу противуположную той, куда 
повертывается относительная скорость: вращали стволъ вправо — давление 
да1жно быть направлено вл'Ьво. 1)сь, около которой вращался стр'Ьлок'ь съ 
ружьемъ, была вертикальна, а стволъ горизовталенъ, сл'Ьдовательно уголь 
а = 90" и ят « =: 1. Давлен1е пули на стволъ равно, следовательно, 
2 Г, . «) . я», гдф V, скорость пу.1и въ ствод'Ь, т масса нули, ю угловая 
скорость вращен1я стрЬлка. Ести положимъ, наприм^ръ, что в-Ьсъ пули ра- 
венъ 20 гран. = 0,02 килограм., скорость ш такова, что конецъ ствола, 
отстоящШ огь оси вращен!я на 1 метръ обладаегь линейною скоростью 
У= 1 иетръ въ секунду и скорость нули равна 100 метр, въ 1 секунду. 
то ш = ^=:^- = 1, масса т, согласно (И), равна ^1^ килограммъ, 
а ^ 90° зш « = 1 



2.100.1.1.0,02 



= 4,077 = в*су 4077 грамм. 
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Давленхе на стволъ происходить съ силою равною 4077 грамм., то есть 
немного большею ч-Ьмъ в-Ьсъ 4 килограмм. 

ЗамЬтимъ, однако, что давлен1е на стволъ происходить только благо- 
даря вращательному движешю. Действительно, посмотримъ, производить ли 
пуля давлеше на стволъ ружья, если ружье, какъ бы то ни было скоро, 
перемещается 1юсту}гательно въ направлеши перпендикулярномъ къ стволу 
съ равномерною скоростью V. ОтрЬшимся отъ действ1я тяжести. Съ точки 
зрЬнЬ) теоремы Корюлиса здЬсь: л = 0; л = 0; а) = 0, а потому и>„=0. 
Давленхе на стволъ равно нулю. 

Но положимь, что мы не доверяемъ теорем* Кор1олиса^ ИзслЪдуемъ 
движете способомъ, указаннымъ въ § 62-мъ. Возьмемъ ось е вертикально, 
ось у по первоначальному направленш ствола, ось х по направлению 
поступательнаго движен1я ствола. 

Уравненхе связи (ствола) будетъ 

х=П 



или 



Поэтому: 



/ {х, у,е) = х~-Г1 = 
•*' (л?, I/, -?) = ;гг = 0. 

^=1.^=0-^ = 
дх ' ду ' дг 

^' = 0- ^^ = 0-^^=1 
дх ' ду ' дг 

Форм]!й1Ы подобный формуламь (164) дадутъ: 

сон {^\ Х)=1 \ С08 {Ж\ у) =0 \ С06 (N^, е) = О 

С08 (]!^,х) = ; С08 (Л'^', у) = О ; соз {N'\ е) = 1 
Следовательно формулы (177) примуть видь: 



(687) 



Но 1-ое изъ этихъ уравнен1й не стоить и интегрировать такъ какъ 

интеграль его (конечное соотногаен1е между х и I) уже данъ написан- 

нымь выше уравнен1емъ 

X = VI 

изъ котораго следуетъ -^- = Г, и такъ какъ V принято по услов1я1гъ 



задачи постояннымъ, то ~ = О, Поэтому (687) даегь ?Г = 0. Третье 
уравлен1е, благодаря услов1ю г = О. даотъ X' = 0. Следовательно боки- 
вос 6авМ11'1е на стволъ ршшо иулю, какъ и по теорем* Коршлиса. 

Изъ другихъ щхъ уравнений и пзъ начальныхъ данныхъ получаемъ 
^ = О ; 2 = 0; ^^ = "г ; у = «, . / - Исключая Ь изъ носугЬдняго урав- 
НСП1Я II изъ уравнешя ствола, то есть изъ 



по,пчимъ ураввеи1е абсолвипоИ траектор!» 



г, и V постоянны. СлЬдовательно абсолютная траектор1я есть иряиая 
ЛИН1Я, ваклонспвая къ оси х подъ угломъ, тангенсъ котораго равс-пъ -'' - 

Какую же роль въ втоЭ задач* играетъ основной законъ Ньютона? 
На цсрвыВ взглядъ иохеть показаться, что двкжен1е было направлено 
Но оси ;/ и что, согласно 1-му и 2-му законамъ Ньютона, Н}'жна 
особая сила, наприм^ръ давлен1е ствола на пулю длн того, чтобы изме- 
нить траекторш по оси у въ траекторш у = -:? х. Но ато только недо- 
разум15те: скорость с, по стволу не есть начальная сиорость; начальная 
скорость слагается нзъ скорости г, по оси у н изъ скорости V по оси х; 
она равна поэтому у'('/-ь7'- и направлена по прямой, составляющей 
съ осью X такой уголь ср, что ',? -р ^ % , то есть какъ разъ по абсо- 
лютной прямолинейной траектор1и у ^ -р-з?- Сл-Ьдовательно точка дви- 
жется лиенно по 1-му закону Ньютона: она получила нача.1ьную скорость 
у' «,'"•" У по пряной у = -^1 и движется равномерно по этой прямой, 

Итакъ, сложное центробежное, иди Кор^олнсово. ускорея1е и возни- 
кающая съ ннмъ сила провсходятъ только отъ вращешя <о относитель- 
ной траекторш, какъ это ноказываетъ и формула этого ускорешя 21;,ш.81«в; 
естп ш = О, то и это Кор|олисово ускорен!? равно нулю. 

§ 295. Подиыван1е береговъ рЪнъ. Коршлнсовымъ ускорешемъ объ- 
ясняется яв.^ен!!', наОлшдаемо» нъ рЬкахъ, особенно въ гЬхъ, которыя 
иуЬютъ ыерид1она.1ьное паправлен1е. 

Положинъ, что р'Ька течетъ прямо по меридЕану съ сЬвера на югь въ 
северном!» полушарш. Разсмотримъ движение частицы воды поД11 геогра- 
фическою широтою а, Пзъ чертежа (фвг. ИГ) видимъ, что траектор1я 
частицы т -составлястъ съ осью, вращен1я земного пшра уголт. а. Если 
скорость движения частицы по течен1ю обозначныъ чрезъ и,, то Коршли- 
' СОВО ус1М)рен1е будегь 2т>, «>.Я!на, Оно вызоветч. силу 2 м г, . ад. .>■'«« 
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•авлевнух! перпендикулярно къ оси вращешя земного шара я пер1 
дикулярно къ рЬк'Ь въ сторону нротивуполоа 
откдоненш рЬка. происходящему оть суточ! 
арашс'Н1я земли ополо оси, то естЬ|-съ''^Н^ 
на западъ иди, пначе говоря, въ сторону : 
ваго берега р'Ькй. Частицы идущ1я_ 
ваго берега поэтому напираютъ на него и под- 
мываюгь правый псреп.; мало по налу ианрав- 
ленш рЁкн иерем'Ь|цае.1ча1 въ сторону яра! 
берега, какъ это аам'Ьчается особенно р1;31и1 1 
нн}кнемъ течешн Волга и даже у Саратч 
Фиг 111 ЧЬаъ Олнже къ тгватору, гЬмъ иен^е «I» «^ 

Кор10лисов1] ускореше иень 
§ 296. Аналитичесное иэсл'Ьдован1е относнтельнаго движенЬ|. Теоре 
Кор1олиса можете быть доказана ана-читическилг путеат.; но прежде ч 
иристу1шть къ этому доказате.т].ству необходимо познакомиться съ I 
торымн Бинематнческимп формулами, 

Представныъ себ* падвижиу^) систему прямоугольны хъ коорди 
О'Е, О'т), 0%, им-Ьющую начало въ О'. Пррдиивииъ себ4 также I 
(/важную систему координать Ох, Оу, 0^, им'Ьющую начало въ О. . 
{^, % С) суть координаты разсиатриваемой иатерьяльной точки к 
тельно подвижной системы; (л', у, е) координаты точен т отпосш 
неподвижной системы; х,,, у^, Гд координаты подвижнаго начала О. 
Мелиу этими координатами существують схЬдующтя фориулы цре< 
зовашя: ^. = ^^ _^. „ ; н_ Ьт, ч- с 

у = иц -*- аЧ -^- ь' г^ -I- с% (^ 

*Г ^ *(, м- я"Е н- Ь"т| ч- с'Х 

Задача наша состоип. въ тоиъ, чтобы опред-Ьдить соотиошевхя 
относительным-!, движешемъ точки т въ подвижной систем!! осей 1 
дннатъ, цуюсящимъ двнжен1емъ самой этой системы и < 
жен1емъ точки въ систем'Ь неподвижныхъ осей коорд1гаатъ. 

Проднфференцнруемъ (688) по (, соображаясь съ гЬмъ, что точка 
жетъ двигаться относательпо оси ;, т], ^, гакъ что координаты 5, 1), С Я 
меняются со временемъ. Получимъ: 
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■г» 


^-^(^ 


На' 


1г 


^-(^ 


Л" 



,и, 



. Ф:\ 



л 
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4?- 
1.Й. 



дс 



" Л1 



Величины, стояния въ л11внхъ частяхъ атнгь уравнежМ (699); суте 
пролохен1я абсолютной скоросмн топки (я, у, г). 

Величины, стояния до скобикъ и въскобкахъправыхъ частей этигь урав- ч^, 
нетй, суть пр^шаводныя но времени оть х, у, л, взятыя такъ, 1алъ будто •■ '_'-''''~-_ 
Е, 1], ^ были постоянными. СхЬдовательно это — [|роложен1я скорости точки ^1';"-',^' 
неизменяемо соединенной съ подвижными осями н совпадающей В1> но-" <~>^>г' 
«енгь ( съ точкой" т. Это, следовательно, ороложешя скорости уногягцам ' '/^".','' 

ДВИЖСН1Я. (■: .■!'■'." 

Величины, СТ0ЯЩ1Я иостЬ скобокъ въ правыхъ частяхъ уравненШ •..'- --. 
(689), суть производныя по времени отъ х. у. е ваятыя такъ, какъ будто ^' '■_' ' 
*о- Уо- ■^01 *'■ *' ^- "'' '•*' "'■ ""■ '*"■ ^" ^'''■'"' постоянны. Это— проложешя -7- ,.',,^ 
скорости относшпельнаю движения. ^-. =.'., ■ . 

Сл'Ьдовательво уравнев1я (689) вырэлсаюп. собою то же, что (679): ' •"■^■^ 
скорость абсодютнаго двн»:ев1я есть геометрическая сумма скоростей дви- 
жеи1Й уносян1агл и отиосительнаго. 

Цродифференцируемъ уравнен1я (689). Найдсмъ: 



Л'1 


А'х, . й'я т, . Л'с ,Г- . й\ 












, л ,(й' (К м- л, *^ ла 












. й'Е .„ (Гт] 



(^/ й/ / 



Здесь вторыя ироизводныя состояппя ыъ лЬвыхъ частяхъ суть ироло- 
жеИ1Я пбеолютнаю ускорен1я. 

Суммы первыхъ четырехъ членовъ правыхь частей суть вторыя про- 
изводныя, ВЗЯТЫЯ отъ X, II, г, полагая ?, т], I; постоянными. Это — проло- 
жешя усЕорешя уноеящаю двия:ен1я. 

Суммы сл*дуюшнхъ трехъ членовъ суть вторыя производный агягив 
-ОТЪ X, у, г, полагая Хд- у^, ^д, а, 6, с, а', Ь\ с', а". Ь", с" постоянными. 

— проложен1Я ускореп!я относительнаю движен1я. 

Остаюп11яся зитЬмъ члены въ правыхъ частяхъ суть проложен1я того 

гора, который называется обратнымъ сложнымъ центробежнымъ уско- 
(йемъ, Н.1И обратнымъ Кор1ол11совымъ ускорешомъ. Обозначим!, эти 
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проложешя обратнаго Коршлисова ускорешя чрезъ X, У, 2, такъ что: 

(1Ь Лт) 



Ы^- 
'•-(I' 

'=^(%- 



а 



си (И 


си 


А1 аь' 


а-п' 


й5 аъ" 


с/Т) 



1± ^ 



5 ' аь) 



сИ 



аг а^ ' (11 ' л 



(691) 



Уравнен1я (690) выражаютъ ту же теорему Кор10лиса какъ и урав- 
нен1е (684). 

Помножимъ 1-ое изъ уравнешй (691) на а, 2-ов на а', 3-е на а" и 
сложимъ. Въ л^воЁ части получнмъ проложеше обратнаго Кор1олисова 
ускорешя на ось (, а въ правой части: 



й5 / (1а 

ас \ аь 



^ аг'^^ аь)'^ аь\ аг } 



а!'ас" \ 



й^ 1 аас ч- а^ас^ 

'аь \ аГ 

Называя проложен1я обратнаго Кор1олисова ускорешя на оси Е, т), ^ 
чрезъ ^',, /'у, ^\ и сообразуясь съ формулами (667), (668), получимъ: 



"^ ^-^\^ аь "" аь)' 



Ташя же формулы можно получить для ^^^ и ^\. Всего получимъ 3 
уравнешя: 



-.=^('§-^§) 



аь 



аь 

й5 



-ЛР-аь-^-аь) 



(692) 



Полагая ^'^ 



I 2 



«7',^ = «/'^ и складывая получимъ: 



■■ = ' [ 



(р' -н (З'' -+- г*) 



Й7) 



^7) 



)■] 



^ 
л 



. (693) 



Но въ § 288 мы вид-кш, что р, ^, г суть проложен1я вращешя «на 
иодвиашыя оси, такъ что: 



^' -н д' -ь г' := (I)' 
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Не трудно видеть, что 



(§)'- т- Ш= ».'. 



такъ какъ ^^ -^ ^ Ш '^^^^ проложешя относительной скорости на под- 
вижный оси. Поэтому еще: 

Л^ а-п а^ / ч 

Следовательно (693) принимаетъ видъ: 

или 

^' = 2(ль^ згп (о), у^). 

Называл уголъ, составляемый относительною скоростью у^ съ осью 
вращешя о) чрезъ а получимъ: 

^' = 2а)г?, . ьЬг^ = обратное Корюлисово ускореше /^:7/. ^/"-■^"^'^^ 

совершенно согласно съ § 292 и 293. ^г^*,*гг,н^ — ^и;.о. ^1 

§ 297. Уравиен1Я отиосительнаго дв11жен1я точки. Обозначимъ чрезъ Т 
равнод'Ьйствуюп1ую силъ Д'Ьйствующихъ на точку т, такъ что 

Тогда теорема Корхолиса даетъ геометрическое равенство: 



Отсюда: 

т]^ =^ У — т^^ — т^^ (694) 

Условимся въ сл'Ьдующихъ обозначен1ЯХъ: 

л:, у, г координаты точки относительно подвгиисныхъ осей^ (который мы 
прежде обозначали буквами 5, т), !^); 

X, У, 2 проложешя силы Ъ' на подвиоюныя оси; 

0^)«? и^)г 0*^)» проложен1я упосящаго ускорен1Я на подвижный оси; 

^'x, ^\, ^\ проложешя обратнаго Кор1о.1псова ускорешя ^' на под- 
вижныя оси. 

Геометрическое равенство (694) равносильно сл-Ьдующимъ тремъ урав- 
нен1ямъ между проложен1ями: 

т — = X— т О'е), — т^'^ 



йН1 
т -^ = У — т О'е), — т^\ 

т — = г — т 0>). — т^\ 



. . . . (695) 
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Векторъ ( — т^^), равный и противуположный произведенш унося- 
•щаго ускорешя на массу, называется уносящею силою или центробгьЖ' 
ною силою, 

Векторъ ( — ^п^^\ равный произведешю Кор1олисова ускорен1я на массу, 
называется Корголтовою сгиюю или сложною 7^ентробжною силою, 

Уравнен1я (695) суть уравнен1я относительнаго движешя, Ихъ состав!, 
показываетъ следующее: уравненгя относительнаго движёнгя точки, опь- 
несенной кь подвижнымъ осямъ координатпъ, таковы^ какъ будто при ш- 
подвиоюности тпихь осей кромгь данныхъ силъ еще дтьйсупвую^пь на точку: 
уностцая сила и Корюлисова сила. 

Задачи на относительное движен1е можно р'Ьшать такъ, какъ будто бы 
уносящаго движения не было, но не забывать при этомъ добавить къ 
д'Ьйствующимъ силамъ еще дв'Ь: уносящую и Кор^олисову. Тогда получпмъ 
уравнен1я (695), въ которыхъ ^'^ и ^' считаются данными. Интегрируя 
(696) получимъ X, у, г какъ функц1и времени I, то есть уравнен1я отно- 
сительнаго движен1я точки въ конечномъ вид'Ь. 

Зам-Ьтимь, что при обозначен1яхъ, принятыхъ въ этомъ параграф!,, 
уравнен1я (692) дадутъ: 



— т^\ = — 2т 



т^\ = 



тТ, = 









Ау 
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. . . (<»9П) 



§ 298. Живая сила относительнаго движежя. Шмноживъ 1-ое иаъ 
уравненШ (695) на с1х, 2-ое на (1у, 3-е на с?;? и сложивъ, получимъ: 

— ^ = Х^х -♦- УЛу -♦- 2Лг — ш []еХ Ах — т (^р\ Лу — т (^е)^ й^ . (697) 

такъ какъ при этомъ уничтожатся члены, содержащ1е ^',, ^'у, ^\, б1а- 
годаря уравнешямъ (696). 

(697) показываетъ, что дифференцгалъ живой силы относи^пельнаю 
движёнгя равенъ суммгь элементарной работы дгьйстеующихъ и элемен- 
тарной работы уносят^ силы. 

% 299. Относительное равнов'Ьс1е точки. Полагая въ (695) и въ (696) 
равными нулю первый и вторыя производный по времени отъ ж, у, г, по- 

^У'""'^- X - т (>;, = о 

Г — т О'е), = (698) 

г т О). = о 

.7' = о (699) 



Эти уравнейя (Й!>8) ц (6991 можно разсматрнвать К1П. уравнон1я 
относнтельнаго равнпв^с^я точки, (!)Н11 ипназывають, ито оъ относитслг- % 
ич.ш, ртичтьсЫ пшчки рт^одгьйствцнпцчя Т 'Шлыл, пиъ щтпшн»ьшн- 
юи'П'ся цносящпи ( Ш'чтршыт'нот) т-Лит. 

Въ относнтмьномъ равоов'Ъсш точка т остается въ поко^ на дви- 
жущейся кривой, если не получаеп, начальной скорости. 

Понят1р объ относнтсльвомг равновЬс^и лучше всрго выяснится иа 
сгЬдуютемъ при11-Ьр1-., 

11раы1>ръ. Иоитч положстг а>11писительш»ю раановш-гя пючки т, 
типОящгмся на плоской 'критй С, оращаитейся пкол, лелстцей ет. ря 
нлоамсти ш-ртикпли Ог сь раятм^^фшт ско- 
ростью со. 1'СЛ11 мглсч)_1/ точкою т и кривою С иг 
сущгспшуппь трех'ш (фиг. 112). 

Снлг.1, д1;йствуют,1я на точку т, суть: ея В'Ьсъ 
( — тд) и давлрше Л" 01:азываемор сриоою С 
по оя нормали. 

Согласно скаааннолу въ на^тоящеиъ пара- 
граф'11 можно разсматрнвать кривую С какъ не- 
подвижную а составить уравнен1е раввов'Ьск 
иежд)- центрой'Ьжнои) (уносящею) сидою и дМ- 
ствуТопшми силами ^^ и (— тд). 

Пбозначимт. черезъ р разстоян1е нол(>1вен1я Фиг. \\2. 

раввов'Ьс1я точии т отъ оси Ов. Точка кривой С, 

совпадающая съ ]юложен!е>п. равиов'Ьс1л точки т, оинсываетъ горизон- 
тальпую окружность рад1уса р. Поэтому ускорешо увосящаго дв»жен1я 
будетъ. согласно съ (112): 




Оно направлено отъ т къ оси Ог. Следовательно уносяишя (центро- 
б'{'>!кпая) сила равна ты'^ и направ.1ена по Рт въ сторону отъ оси Ог. 
Для раввов'1;с1я силъ ш'г»?}). ( — тд) п ?^ необходимо и достаточно, чтобы 
«яш'р! н ( — тц) им'Ьлн рапнод'1.йствующую напраан'нлув] по норналл къ 
кривой Г. Изъ подобныхъ треуго,тьниковъ т^'^ и тЗЕ нм'кемъ: 



РЯ-- 






Следовательно иоложешя относительнаго равнов11С1я точки т нахо- 
дятся въ тЬхъ местах!, кривой, гд* субнормаль равна. -^ и основан1е ^ 
нормали лежигь надъ основан1емъ Р перпендикуляра тР. 

Если кривая С есть парабола, ось которой вертикальна и нижняя 
точка лсжитъ въ верщин^. то при скорости ш удовлетворяющей уравнению 
р = ^ (гд-^. р параметръ параболы лг" = 2рг), во ислкой точкЬ па- 
ра')0Л1л точка я» будогг. въ равнов1-.с1в; ослн же р не равно -., , то ни 
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въ какой точк* параболы точка т не находится въ равнов4с1И. Поэто^пг 
поверхность жидкости повгЬщенШ въ сосуд* вращающемся около верти- 
кали съ равномерною скоростью со располагается по параболоиду враще- 

Н1Я описанному параболою х^ = ^рг^ въ которой р = -~ • 

Если криваа С есть окружность, то: 

(^Р = Д С05 а = ^ . 

Съ увеличешемъ со увеличивается а. На этомъ основанъ регуляторъ 
Уатта для паровой машины. 



ГЛАВА II. 



Относительное движен1е и относительное 

равнов'ЬсХе. 

§ 300. Общ1я сообр9жен1я. Изъ предыдущей главы сл*дуетъ: для того 
чтобы получить уравнен1е движен1я системы точекъ относительно подвие- 
ныхъ осей координатъ Ох, Оу, Оя, можно составить уравнетя движения 
такъ, какъ будто эти оси были неподвижны, если только прибавить къ 
д'Ьйствующимъ силамъ еще, для каждой точки системы, силу центробеж- 
ную (— т;в) и силу Кор10лисову ( — т^'), 

Если система представляетъ собою абсолютно твердое гЬло, то, вообще 
говоря, центроб^Ьжныя силы приводятся К1» совокупности одной силы и 
одной пары. Но бываютъ случаи, когда центроб'Ьжныя силы приводятся 
къ одной сил-Ь. 

§ 301. Одииъ изъ случаевЪу когда центробЪжиыя силы приводятся гь 
одной равнодействующей. Положимъ. что заданное движете подвнжныгь 
осей Ох, Оу, Ог состоитъ въ томъ, что он4 вращаются равном^Ьрно со 
скоростью (О около оси А В (фиг. ИЗ) и что прямая Ог' проведенная 
чрезъ центръ тяжести даннаго твердаго гЬла параллельно АВ есть ода 
изъ главныхъ центральныхъ осей инерщи гЬла (фиг. 113). 

Докажемъ, что въ этомъ случае центроб'Ьжныя силы приводятся къ 
одной равнодействующей. 

Примемъ Ог' и дкЬ перпендикулярный къ ней оси Ох\ Оу^ за оси 
координатъ. Пусть уравнения прямой АВ будутъ: 

ж' = а 

у' = ь. 

Центробежная сила, приложенная къ точке т гЬла, будетъ: 



тиа)^ . тр 



гд'Ь тр разстоян1е точки ш отъ оси АВ. Проложешя этой центроб-Ьжной 
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силы суть: 



паз)^ {х' — а); тш^ (у' — Ь); О (700) 



следовательно проложешя равнодействующей всЬхъ такихъ силъ, д-Ьй- 
ствующихъ на всЬ точки гЬла, будутъ: 

V „,(0^ (х' — а); Е ть)^ (у' — Ь); 0. . . (701) ^' 

Но начало координатъ взято въ центр* 
тяжести. Поэтому 

I тх' = 0; I т//' = 0. 

Следовательно величины (701) получаютъ У 

видъ: 

— Жш^а, — Ми}% О, 

где 31 — масса тела. 

Проложен1Я момента равнодействующей пары всехъ силъ (700) будутъ: 




Фиг. 113. 



— I /ии>V (у' — Ъ) 

— I тсо V (х' — а) 

— 1то^ {ау' — Ьх') 



(702) 



Но вг', согласно услов1ямъ задачи, есть одна изъ главныхъ централь- 
ныхъ осей инерцхи; оси х' и г/' можно взять по другимъ двумъ главнымъ 
центральнымъ осямъ; тогда 

V т/у' = 0; Ыте'; I пц^х' = 0; а Е пцз' = 0; а 2 ту' = 0; Ы тх' = О, 

вследств1е чего проложен1я (702) моменты равнодействующей пары равны 
нулю. Что и требовалось доказать. 

Итакъ, центробежный силы приводятся въ данномъ случае къ одной 
равнодействующей, проложешя которой суть 



— Моу^а; — Мф% 0. 



(703) 



Эта сила равна Ма>^60' и направлена по О'в, где О' есть проэкщя 
центра тяжести О на ось ЛВ, 

§ 302. Относительное раеновес1е велосипеда. Приложимъ предыдущую 
теор1ю къ относительному равновес1ю велосипеда, изследованному недавно 
въ интересной книге Бурле (ВоигШ, ТтэМё Лез Ысус1е8 е1; Ь1сус1е1г1ге8). 

Главная часть велосипеда, къ которой прикрепляются остальныя его 
части, состоитъ изъ пятиугольной рамы В^Е^8 (фиг. 114). Сзади рамы 
находится ось В ^неподвижнагоъ (то-есть находящагося всегда въ плос- 
кости рамы) колеса Р, Впереди рамы находится муфта Е^, въ которую 
вставлена направляющая трубка, оканчивающаяся внизу, по выходе изъ 



муфты, витаою ЕВ', на которой насажена ось <р^лвв(т» 
верхнему концу паиравлякшкй трубки прикр-Ьпленъ рулевой рычагь. 
ставляющШ собою кривую почти горизонтальную трубку, оканчивают, 
рукоятками, который волоси подпеть держитт. въ рукагь. Ведосипел 
сидигь на сйдл* 5, укр'Ьпленномъ въ средин'Ь верхней части равш. 

Рама устроена симметртвою относительно средней плоскости, щ 
дящсЙ чрезъ ось направляющей трубки Е^. чрезъ центръ сЬдаа 5 Я Ч 
центръ Н "несодвижнаго* колеса Р. 

Плоскость неподвижного колеса всегда совпадаегь с1. среднею ! ^ 
костью. Плоскость рулевого колеса велосипедисп. можотъ наклонять ч 
средней плоскости д'Ьйствуя на рукоятки. Плоскость рулевого колоса | 
впадаетъ съ среднею [1лоскостьк1 при такомь положенш рувоятокъ. '■'" 




Фпг, II 4 



Фиг. 115. 



ов1; одинаково удалены оть средней нлоскости, тогда средняя плосе4 
оказывается плоскостью снмметр1и всего снаряда, если пренебречь пв1 
даточною ц'Ёнью и зубчатками, им'Ьющими сравнительно небольшую ^^ 
Обозначим!, чрезъ А к В точки соприкосновения задняго н рулевого! 
леса съ землею. Предположнмъ, что ось ху наяравляюшей трубки I 
ходить чрезъ точку В, такъ что точка В есть точка, неизи'Ьняеко с 
ненная съ подвижною среднею плоскостью, и длина АВ не нзз111няо] 
оть поворотовъ руля (состоящаго нзъ рулевого колеса, направляю! 
трубки, рулевого рычага и рукоятокъ). Если грунгь, по которому кати 
велосипедъ, плоскШ, то АВ есть перссЬчеше плоскости грунта со сред 
плоскостью. Предположнмъ (вг первомъ лриблнжети), что велосипедм 
сидигь спокойно, такъ что его центръ тяжести находится въ средней п 
кости. Тогда обпцй центръ тяжести С всей машины, вм^ст1'. (гЬ вело( 
педнстомъ, неподвижеяъ въ подвижной средней плоскости и основаше^ 
(фиг, 115) вертикали, проходящей чрезъ С неподвижно по отяошеи1в 
къ точкаиъ А к В. 

ИзслЬдуемъ прежде всего вндъ линШ, чертимых!, колесамп на зеиЛ 
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Фиг. 116. 



если плоскость рулевого колеса составляетъ постоянный уголъ со среднею 
плоскостью. Предположимъ, что грунтъ плоскШ и примемъ плоскость грунта 
за плоскость чертежа (фиг. 116). Пусть А и В суть точки прикосно- 
вешя колесъ къ грунту; АВ п В В' пересЬченхя плоскостей колесъ съ 
плоскостью грунта. Согласно ска- 
занному, направлешя АВ и АВ 
совпадаютъ. 

Уголъ 6 составляемый прямы- 
ми ВВ' и АВ остается постоян- 
нымъ, при предположенномъ по- 
стоянстве наклонешя рулевого ко- 
леса къ средней плоскости, если 
наклонен1е средней плоскости къ 
вертикали не изм']^няется. Прямыя 
АВ и ВВ' направлены почти по 

касательнымъ къ лин1ямъ, чертимымъ колесами. Если принять ихъ за 
касательный къ этимъ лишямъ, то можно показать, что точки А и В 
описываютъ окружности около общаго центра Р. (фиг. 116), находяща- 
гося на перес'Ьчен1И перпендикуляровъ къ касательнымъ АВ и ВВ'. 

Действительно пусть: 

Ху у — координаты точки А ; 

Ь = длина АВ; 

л — уголъ составляемый прямою АВ съ осью х; 
а-ь6 — уголъ составляемый касательного В В' съ осью х\ 
х\ у' — координаты точки В\ 
5 и &' — дуги описываемый по грунту точками А \1 В, 

Тогда: 

ж' = а: -ь Ь . С05 а 

у' = у -^ Ъ . згпа 



(704) 



Изв-Ьстно, что 

их =^ из . соз а; 
Лу = с1$ . згп а; 



йзс! = (Из' 
с1у' = г1з' 



соз (а 
згп (а 



^)1 



(705) 



Поэтому дифференцируя (704), получимъ: 



Л' . соз (а 
Л' . з^п (а 

Изъ (706) находимъ: 



Ь) := с1з . соза ^ Ъ , згпа . <1а 
6) = (/5 . згп а -ь 6 . соз а . (1а 



(706) 



Оз' , совЬ = с1з \ 
Аз' . згп 6 = ЬЛа \ 



(707) 



Если р и р' суть ра^д^усы кривизны кривыхъ, чертимыхъ на грунте 
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точками А и В, то, какъ известно: 

Подставляя эти величины Й5 и ^з' въ (707), получимъ: 

р' . С05 6 = р 

р' . $гп Ь ^иЬ 



(70м 



(709) 



Эти формулы (709) показываютъ, что при 6 постоянномъ р' и р по- 
стоянны. Изъ треугольника -4 БР, въкоторомъуголъ ^ЦВРравенъ 90^—^, 
видно, что 

р = ^Р, р'=:БР 

Итакъ, колеса описываютъ по грунту концентричесте окружности если Ь 
постоянно. При этомъ прямая ЛВ вращается около Р съ постоянною 
скоростью, если скорость велосипеда не жкЕяетол. 

Теперь изсл4дуемъ самое равнов-Ъсхе велосипеда, если онъ совершаегь 
описанное движен!е. 

Изберемъ въ пространств'Ь следующую систему осей координагь 
(фиг. 117). Примемъ за начало координагь проекцш С общаго центра 
тяжестц на грунтъ. Вертикаль проходящую чрезъ С примемъ за ось у\ 
прямую ЛВ за ось ^з; перпендикуляръ къ нимъ за ось х. Такимъ обра- 
зомъ плоскость (а;, у) перпендикулярна къ средней плоскости велосипеда 
и пересЬкаетъ ее по прямой СЛ/, которая, положимъ, образуетъ съ вер- 
тикалью уголъ р = отклонешю велосипеда отъ вертикали. Зам-Ьтимъ, что 
избранный нами оси подвижны: он^ сл-Ьдуютъ за движешемъ прямой Л ^К. 
и следовательно, при постоянств'Ь угла 6, вращаются около оси, проходя- 
щей чрезъ Р. Итакъ: для того чтобы велосшхрдъ не упалъ и уголь р оот- 
вался поапонннымь, необходимо и достатючно^ чтобы волосипедъ быль въ 
относшпельномъ равновтьсги относительно осей х, у, г, вращающиеся около 
вертикали проходящей чрезъ Р. Долоюно, слгьдовательно, сущесг}1еовать 
равновпеге между реакигею грунта^ силою тяжести и иентробтьжнымн 
силами. 

Сила тяжести равна Мд, гд'Ь М масса велосипеда съ велосипедистомъ. 
Эту силу изобразимъ векторомъ 08 (фиг. 118), приложеннымъ къ центру 
тяжести 6. 

Центробежный силы приводятся (приблизительно) къ одной равно- 
действующей 2^, приложенной къ С^ и направленной по О'О перпендику- 
лярно къ оси вращешя РР, согласно предыдущему параграфу. Такое до- 
пущен1е Бурле оправдываетъ следующими соображен1ями: ось СО можно 
принять приблизительно за ось симметр1и; уголъ р обыкновенно не великъ, 
такъ что вертикаль СВ можно приблизительно принять за ось симметр1и. 
то-есть за одну изъ главныхъ центральныхъ осей инерцш, п такимъ обра- 
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зомъ, согласно предыдущему параграфу, можно допустить, что центроб-Ьж- 
ныя силы приводятся къ равнодМствующей. 

Для того чтобы исключить реаЕЩю грунта, выразимъ, что статичесвШ 
моментъТснлъ Р и Мд относительно оси АВ долженъ быть равенъ нулю. 
Это все равно, что положить услов1е, чтобы сумма моментовъ проекщй 
этихъ силъ на плоскость {х, у) относитильно С была равна нулю. Проек- 
щя 1\ силы 1" равна Гсоз^^, гд'Ьф есть уголъ УОГ^, такъ что условхе 
равнов'Ьс1я будетъ: 

Г . со8^ . 01). = Мд .вВ.Ьд^ 
или 

' Р ,С08^.С08^ = Мд .8гп^ (710) 

Пусть С есть проекщя точки О на РР\ О" проекщя точки 6' на 
плоскость {х, у). Треугольникъ Ов'О" проектируется на горизонтальную 
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Фиг. 117. 



Фиг. 118. 



ПЛОСКОСТЬ въ ВИД* равнаго ему треугольника 2)РД въ которомъ ВР = 06 
равно рад1усу г окружности, описываемой центромъ тяжести 6 около 
оси РР; РЕ равно постоянной длин* АС, которую обозначимъ чрезъ с. 
Изъ треугольника ВРЕ имЬемъ: 

. Г711) 



п 



$Ш ф = - , . . . 
^ Г 



• • 



г» 



Центробежная сила Р, согласно (106), равна М - : 



Р = М - 
г 



(712) 



Изъ (710), (711) и (712) получимъ: 



/ 



. • • « • ^ • • У* ^^} 



Если г достаточно велико сравнительно съ с для того, чтобы можно 



было пренебречь величиною -^ въ (713), то получимъ: 



^9^ = 



_ 



(714) 



Равнов'Вс1в велосипеда нецотоачйш. Д1Лсгвительво. есдя ввъ оп№] 

няется оть вертикали, то р уведнчиваетса, яояеитьего вЬса МдОЦ .иг? 
увеличивается, моменп, ^^. сй$ф . ОВ центроб4жпой силы умеыьшгипся 
уравнвн1е (710) разстранвается к ^ стреыится еще бил^*; увели чивлтьа^ 

Для того чтобы не упасть, ведосипедистъ поворачиваетъ рулевое %Л 
лесо еъ ш^ сторону, куда начияантъ падать; этняъ онъ увелнчш1а(>ть|Я 
вслЪдств1е чего точка Р перемешается, АТ^ ВР н г уменьшаются, цея^Н 
б-Ьжнаясила — - уве-тачнвается, номеяп. ея уволнчнвается н урадв^Н 
(710) возстановляется. ^Н 

Выведенное услов1е равнои11сш было бы однако доетаточни тидьк^^| 
С1уча'1> существонашя безконечно большого трен1я между колесами и 1^Н 
томъ, которое не давало бы колесамъ скользить въ сторон)-. Обратииг ^Н 
нан1е на нсгинныВ коэффпидснтъ / этого трен1я. Вт. относительнонъ ^Н 
нов'Ёс1и, какъ видно изъ сказаннаги, равнодействующая снлъ Мд |^Н 
проходигь чрезъ ЛВ н составляетъ съ вертикалью уголь ?. Чтобы^И 
леса не сизльзили ибокъ, необходимо, следовательно, еще выполнение усл^Н 

19^^. Г V 

или. согласно съ (714) ТИ 

V'^^9^ 17Д 

Это неравенство (715) показываетъ, что, при давыоб скорости о^Н 
возможно описать кругь меньше изв^'Стнаго, соответствуюищго это8 ^Н 
ростк, рад|уса: чтобы описать крч/зь ли'ньшшо радгуса, надо умены^^^Л 
скорость г. ^Н 

§ 303. Относительное двнжен!е на земной ловерхностн. Все, что 1^Н 
длтся на земноЁ поверхности, участвует!, въ сложнонъ движети зе1^^| 
шара. До снхъ порг, кроме сказаннаго въ § 295-мъ, ыи ве обрш^Н 
внияашя на вл1ян1я, оказываемыя движен1еиъ земного шара на двп:^^| 
цредметовъ близъ его поверхности. Обращен1е земли около солнца, еи^И 
пательное движен1е вс<.'8 солнечной системы вмесгЬ С1. землею (^^| 
звездныхъ и1ровъ, изм'Ьнен1е наклонен1в земной оси 1гь эклнптм^Н 
проч. — все дто почти не оказываегь вл1яак на движете гЬть у ^Н 
аой поверхности. Но врашеН1е земли около оси оказываегь въ шк^^! 
рыхъ случаяхъ заметное вл1яше. ^Н 

Разсмотримъ поэтому движеше тЬлъ у земной поверхности, какг ^Н 
носительное движение, при чеиъ за уносящее движеше примеиъ та^Н 
суточное вращеше земли около оси. Пусть О (фиг. 119) есть точка ^Н 
подвижная на земвой поверхности (место наблюден1я}. Приыенъ за ^И 
л вертнка.|п>, проходящую чрезг О и направленную къ центру зен1^И 
п|ара; за ось у примемъ касательную въ О къ параллельному круг|^Н 
направлея1ю къ востоку; ось з: проведемъ чрезъ О периендикулярн^^| 
осямъ у и е по направлевш къ югу, полагая, что О находится В1> ^Н 
верномъ полушар1и. Разсмотримъ относительное движея1е точки т. ^щ 
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Данныя силы, д'Ьйствующ1я на т, суть: 1) притяжеше А землею; 
2) равнодействующая Т заданныхъ силъ, проложешя которой обозначиагь 
чрезъ X, У, 2^. 

Согласно изложенной теорхи можно считать земной шаръ неподвиж- 
нымъ, но прибавить при этомъ еще центробежную силу ( — тЗё) и Ко- 
р10лисову силу ( — т«7')- 

То, что мы называемъ в^сомь тд точки, 
есть равнодействующая притяжен1я и цен- 
тробежной силы ( — т«7е). Эта равнодейству- 
ющая направлена къ центру земли по вер- 
тикали. 

Определимъ Кор1олисову силу. Обозначимъ 
чрезъ 9 широту места О и будемъ считать 
положительнымъ то вращеше, которое враща- 
етъ по направлешю стрелки часовъ, если смо- 
треть съ конца вектора, по которому оно от- 
кладывается, на начало этого вектора. Земля 
вращается съ запада на востокъ. Следователь- 
но угловая скорость со мгновеннаго вращешя изобразится векторомъ Ою 
параллельнымъ земной оси и направленнымъ къ югу. Поэтому проэкцш 
р, 9, г вращен1я о на оси яг, у, г будутъ: 




Фиг. 119. 



2? = О) . С05 («>, а:) = (!> 

г = О) 5«Пф 

Поэтому, согласно (696), получимъ: 



сов^ 



(716) 



— т^'у = — 2ггь[ 81 



згп ф 



Лх 
Ж 



— С08^ . 



(и 



) 



/ 



— т^\ = — 2т «) . С05 9 . 



йу 

(и 



(717) 



Следовательно уравнен1я относительнаго движешя будутъ: 



т 






= X н- 2т (О . 5гп 9 



_йу 



т -^~ = Т — 2т со ( згп 



их йг\ 



т 






тд -\- X — 2т О) . С05 ф . 



йу 



. (718) 



Делоне. — Курсъ теоретическое механики. 
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&та формулы зАрны, конечно. таьЕо въ токъ случагЬ, есл> 
настолько близка къ О, что ея в*съ можно считать равньшъ тд. 
Для жншй силы, согласно (6ЭТ), получнмъ: 

Если сущесвсуеть силовая функщя Д, то (71!1) принимаегь внлъ: 



- туг . 



. (Щ 



§ 304. Маятнинъ Фуко. Было время, когда иредио.1агали, что зекм 
яеподанжна и что весь небесный сводъ со всЬыи звездами вра!щета 
около земли, и казааось, что такое мн'Ьв1е оправдывается ежедневишп. 
ваблюден1емъ видимаго обращен1я вебесныхъ св'Ьгилъ. Только Копертп. 
(1473—1543) впервые высказалъ мн*н1е, что суточное обращешо св^тип 
только кажущееся яплоте, а пт. д-Ьйстонтсльностн земля обращается оьлю 
оси. Галилея (1504—1642), зашнщавшаго идою Коперника, даже пытали 
за такое отступлен1е отъ зав'Ьтовъ Аристотеля и Птолоиея. Во Бренеоз 
КоперииЕа и Галилея доказательствомъ вращеШя земли служила лит 
необыкновенная простота двия1еаШ планеть, внтекающая нзъ предпаш- 
жея1я о томъ, что вс4 влааеты вм^ст^ съ зешею обращаются овол» 
солнца и земля вращается около оси. Виосл'Ьдстиш, начиная ст. Яыл- 
тона, было много попытокъ домазать врашете земли какимъ-лпбо ава- 
томъ, Ньютону првнадлежигъ идея доказательства, основааиаго на от1и1>- 
нен1и пути садающаго тЬла отъ вертикали, которое должно нроисходп 
всл1'>дств1е вращен1я земли. Но это отклонение треэвычаВно иало Я по- 
тому трудно наблюдаемо. 

Самое блестяпше доказательство вращея1е земли далъ Фуко (ГонсапИ) 
произведя въ Э1автеог6, въ Париж'Ё, свой знаменитый опытт. съ манп»- 
комъ. Фуко показалъ, что плоскость, въ которой качается маптннкъ, гк- 
стояпнй взъ тяжелаго шара иодв11Шсннаго на длинной нити, до,гаЛ1, 
всд'Ьдств1е вращения земли, вращаться со скоростью завнсищею огь св)- 
ростя вращен1я земли и отъ широты :р. Фуко пронзвелъ свой опып. п 
пантеон'Ь съ маятником!., длина нити котораго была .67 иетровъ. и 
1851 году. Изсл'Ьдуеыъ движше такого маятника. 

Возьмемъ начало коордииатъ, расположенныгь согласно § 303, п 
точк'Ь подв'Ьса маятника. Обозначиаъ чрезъ I разстояте отъ точки П№ 
вЬса до центра тяжести шара. 

Кром'Ь в4са на ааятникъ д11Йствуетъ натнжеше яитн, которое м 
обозначимъ чрезъ тN, гд'Ь ш масса шара. Вместо шара лучше польэц- 
ваться, для уменьшетя сопротив,1ен1я оказываемаго воздухомъ, тяжелое 
чечевицею. 
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Продоженоя натяжен1я тN нити суть: 



— тК у ; — тК у ; — тК у 

111 



(721) 



Поэтому уравнешя (718) 1фимутъ въ настошцеиъ случа'!) видъ: 



(л X «— X 



2 . <1> . $«П ф . 



си 






-^^^ 






^_ЛГ--2«).шср.— 



. (722) 



Въ виду затрудненШ, представдяемыхъ интегрирован1емъ этихъ урав- 
ненШ, разсмотримъ только небольш1я колебан1я, при которыхъ ^ \ т '^ ^ 
суть столь малыя величины, что квадратами ихъ можно пренебречь срав- 
нительно съ конечными величинами. 

Тогда можно положить г =^1, потому что уравненхе сферы, по кото- 
рой движется центръ тяжести чечевицы даетъ: 

и, пренебрегая величинами -та и ^ ,.получимъ;ег=г; значить можно допу- 
стить, что центръ тяжести чечевицы, движется въ горизонтальной плоскости. 
Тогда 3-е изъ уравненШ (722) даетъ: 

Поэтому два первый уравнешя изъ (722) принимаютъ видъ: 



^^, ^ «н-2«..тф. ^^ 




й^у д - . их 


> 



(723) 



Это суть уравнен1я движеюя центра чечевицы въ горизонтальной 
плоскости, въ которой онъ, приблизительно, движется при малыхъ откло- 
нен1яхъ маятника отъ вертикали. 

Помноживъ 1-ое изъ уравнешй (723) на дх, 2-ое на (?у, и сложивъ, 

получимъ: ^2 

^ = _1{^ах-^уау) Г724) 

Интегрируемъ это уравнеше, пользуясь формулою (141), переходомъ 
къ полярнымъ координатамъ г и 6, и уравнешемъ: 



(1 (г^) = а{х^-\- у^) = 2 {хйх -ь уЛу) 
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Подучимъ: 



2 



%)'^ " (§) = - !"- » ("^' 

гд* л постоянное интеграцш. 

Помножимъ 1-ое изъ уравненШ (723) на ( — у), 2-е на а; и сложимъ. 
Получимъ: 






Интегрируемъ это уравнен1е, переходя къ поляряымъ координатамъ 
и пользуясь формулою (135). Получимъ: 

2 ^^ а • п 

г^ -^ - = — г^ . (О . 5гп ср ч- С 

гдЬ С постоянное интегращи. Полагая: 

О) . 5гпср = (!>' (726) 

получимъ: 

Разберемъ 2 случая: 

I. Маятникъ находится въ положен1и равнов'Ьсхя и получаегъ неболь- 
шой толчекъ, всл-Ьдствхе котораго начинаетъ качаться. Въ нача^гЬ такого 
движешя г = 0. Следовательно С = О, и (726) принимаетъ видь: 



г'^^^ — и^'.г^^С (727) 



Отсюда: 



в = е^ — (о' . ^. 



Сл'Ьдовательно маятникъ качается въ плоскости, вращающейся со ско- 
ростью ( — (!)'), то есть, согласно съ (726), равном-брно въ сторону про- 
тувуположную (О, то есть противуположно вращенш земли: плоскость ка- 
чан1я вращается въ сторону движен1я гЬни солнечныхъ часовъ. Полное 
обращен1е плоскости качан1я маятника произойдетъ въ теченш времени 

— , или, согласно съ (726), въ теченти времени: 

27Г 



(О . ^тф 



Но — =: 24 часа. Следовательно полное обращенге плоскости качашя 



маятника равно: 

24 часа 



вгп 9 
где ср широта места. Для Парижа ^ . ^ "" почти равно 32 часанъ. 
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II. Маятникъ отклоненъ немного отъ положен1я равнов4с1я, такъ что 
начальная величина г не равна нулю; зат^мъ маятникъ предоставленъ 
Д'Ьйствш силы тяжести и совершаетъ небольш1я качашя. 

Уравнен1е (727) можетъ быть представлено въ вид*: 

г' (-^4-0)4 = С (729) 

« 

Положимъ: 

6 -ь (о7 = «• (730) 

Тогда уравнен1е (729) принимаетъ видъ: 

гЧЧ' = СМ (731) 

Сравнивъ (731) съ (137), видимъ, что центръ чечевицы движется, 
подчиняясь закону площадей. 

Уравнеше (731) выражено въ такихъ поляр ныхъ координатахъ, по- 
лярная ось которыхъ Ох' вращается со скоростью ш' около О въ напра- 
влеши противуположномъ вращенш земли, потому что если 

уголь хОх^ = (лЧ 

то уголъ х^От = в -ь а)7 = Т 

Полагая въ (725), согласно (730): 

в = Т — со'^ 
получимъ: 

Полагая зд'Ьсь, согласно съ (731); 

т 

пренебрегая весьма малымъ членомъ г^со'^ и обозначая чрезъ К новое 
постоянное, получимъ: 

Это уравнен1е им'Ьетъ такой же видъ какъ (725), поэтому оно про- 
изошло отъ уравнен1я: 

-^^ = — I (а;'(?х' н- у'йу') . . • (733) 

такъ, какъ 725 произошло отъ 724. Въ (733) ж' и у' суть координаты 
относительно системы осей вращающихся около О со скоростью о' въ 
.сторону противуположную вращенш земли, потому что Оа:' есть упомяну- 
тая выше вращающаяся полярная ось. 



»4 



Итмгь, двяяген!в центра чечевицы относительно вратающеЯся систйнв 
осей Ох', 0^, таково, что его интегралъ площадей (731) и интегралъ жи- 
вой силы так1е же, яакъ въ дпнженп! точки, притягиваемой иснтрош. 
пропорц1онально разстоянш (си. задачу въ конц^ главы II Отд. 1-го). 
Поэтому траектор1Я центра чечевицы т есть адлипсъ, врашаюшйся ошю 
своего центра О со скоростью ш' въ сторону противуположную врашенш 
земли (въ сторону вращения т1;нн солнечныгь часовъ). Полный обороп 
этотъ эллиисъ совершигь въ течон1н времени -7- Точка же т двизека 
по этому эллипсу та.1гь (см, задачу въ конц* главы II Отд. 1-го), чт 
полное ея обращение по эллипсу совершается въ течен1Н времени: 



Посмотримъ какова большая ось этого эллипса и въ какую сторпну 
точка т (центръ чечевицы) по нему обращается. 

Въ оиыН Фуко чечевица отклоняется на некоторое начальное раз- 
стояше Го отъ О и закр'Ьпляется въ этомъ положея!И помощью вин. 
другой конецъ 1;оторой укр'Ьилейъ въ ст^н-Ь. Нить пережигаютъ плаие- 
немъ св11чи, и маятяикъ начннаетъ качаться. Поэтому нача.1ьная си- 
рость относительно осей О, х, у, г равна нулю. Поэтому няча.1ьныя ве- 
лнчины л7 " ^7 равны нулю. Начальная величина г^ рад|уса вектора г 
есть большая полуось эллипса, потому что въ нача-т-Ь ^ ^ о и сл1до- 
вательяо въ начал'Ь г им11етъ или мапсима.тьную или минимальную (оч^ 
видно наксннальяую] величину. 

Уравнен1е (727), если въ немъ полонтать 



ЛЬ 



С = «'ш'. Следовательно, согласно съ (7311, начальная величина ^ - Н'- 
ложительна и равна т'. Поэтому точка т обращается въ сторону ври- 
шен1я а>', то есть, согласно съ (72"6), въ сторону вращения земли. 

Итакъ: вь опыпаъ Фуко нентръ чеиееигщ маятника о^ращаатя м 
эллипсу въ сторону вращешя птни юризоптальньия, солнечных^ мааяк 
еамъ же этотъ эллипа, вращается иь сторону иротиауполоэкм\(ю вуа- 
щент пиши юризонталъныхт, солнечнып, часовъ. Полное обратите ••* 

эллипсу совершается въ течеШи времени 2т: у - ■ Полное враикчч 

3 2т. , 

эллипса совершается равномерно въ тсчент времени - — - , 7(7» ^ ест 

широта м/ьста наблюден1я, ВсЬ эти выводы подтверднлясь онымвь 
Фуко. 

Теор1я маятника Фуко можетъ быть дополнена еще следующею по-. 
ремою. 

Теорема Шбвилье. Осы эллипса, описываемаю ца^тромл т 
вицы маятника Фуко относятся между собою какъ время полною < 
щенгя по эллипсу ко нремсни полною аращетя . 



а^ш = 
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Доказательство, Пусть: 

Т — время полнаго вращешя эллипса, 

Т' — время полнаго обращешя точки т по эллипсу, 

а — большая полуось, 

Ъ — малая полуось. 
Мы видели, что: 

Т=—, (734) 

(О 

По закону площадей, двойная площадь сектора описаннаго радаусомъ- 

векторомъ равна СЛ. Площадь всего эллипса = т^аЪ. 

Следовательно: 

2т:аЬ = СГ (735) 

Но мы видели, что: 

С = а'ш' (736) 

Исключая С изъ (735) и (736), получимъ: 

27гаЬ 
'Г~ 

или, согласно съ (734): 

Ь Т' . , 

а= Т (^3^) 

что и требовалось доказать. 

Въ опьггЬ 1851 года I = 67 метр.; а = 3 метр.; Г = 32 час; 

Т' = 16 сек. Следовательно: 

Ъ_ 1 

а ""7200' 

Отсюда: 

, 3000 ^ 1 

6 == --— - миллим. < — миллим. 
7200 2 

Большая ось эллипса равнялась 6 метрамъ, малая же была мен^е 1 
миллиметра. Вотъ по какому растянутому эллипсу (почти по прямой) дви- 
гался центръ чечевицы маятника въ опытЬ Фуко. 

§ 305. Гироскопы. Представимъ себ^ безконечдо тонкШ иатер1альный 
дискъ, лежапцй въ плоскости (у, е) (фиг. 120) и вращающШся съ боль- 
шою угловою скоростью 2 около оси X, проходящей чрезъ его центръ О 
и перпендикулярной къ его плоскости. Положимъ, что самая ось х вра- 
щается при этомъ около оси е со скоростью <о. 

По теорем^Ь Корголиса каждая частица диска будетъ давить на плос- 
кости (у, ^е') съ силою ^ определяемою формулою: 

^ = 2тV^^>8^па. 
Обратимъ вшшаше на дв* частицы М и М' диска, симметрично рас- 
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цоложенныя относительно оси у. Пусть г разстоян1е каждой изъ эткгъ 
частшщ. огь О, а уголь НОу. Тогда: 
2 ^ = ^^ 

По теореиФ Кор10лнса давлеюе ча- 
стицы М направлено въ сторону вра- 
шен1я ш; давлеше частицы Ж' направ- 
лено въ обратную сторону *). Эти давле- 
шя образуютъ пару (Л^, — Л'), им4юЩ111 
ыоиентъ: 

2 г* им- я. 



Пара эта стреиится придвинуть ось 
врашен1я 2 къ оси вращешя м. 

Опредйлниъ давлен1я, оназываелш 
симметричными между собою точеянн II- 
Фиг. 120. и к', разстоян1я которыхъ отъ О тоже 

равны >*, но соответственно перпендику- 
лярны разстояшямъ отъ О точекъ М а М'. Эти давлен1я дадуть другую парт. 
Складывая ее съ парой (Д', — -Д') получнмъ пару и1гЬюп1уго моиенгь: 
ф 41ЯшОг*5»и'о -+- 4т2и>г* . соз^а = АтгаНг'. 

Поэтому моментъ Ь нары, ороисходящеИ отъ давленШ, оказываемыхъ 

БсЬми частицами диска, будеть: ■"•7. >■ 




-- 4а>Я^ тг\ 



-Я^- 



Еслвбы вш ии^ли не тонк1й днскъ, а т^ло врашен1Я около оси х, то 
пришлось бы суммировать полученную формулу для I. на ц-Ьш! рядъ 
дисковъ, и 1,тг^ быль бы ыоыевтоиъ инерц1и относительно оси х. 

Еслибы ось вращешя ш составляла съ осью вращешя & н^которы! 
уголъ а, то надо было бы разложить м на вращеше перпендикулярное 
къ 2 и на вращевде совпадающее съ 2. Пря этомъ Ь зависитъ только 
отъ перваго изъ этихъ составляющихъ вращен1й, угловая скорость кото- 
раго = шйпр. Поэтому въ этомъ случа-Ь: 

Итакъ: Если какое-нибудь тльло вращенгя вращается около своей оеш 
со скоростью Я и мы будемь повертывать ось этого тпла около нямото- 
рой оси, образующей съ осью тгьла уголь р, со скоростью (я, то явится 



•) Согласво съ § 
попожную вращец1ю 
нить въ сторону вращения 



(а давдтъ на плоскость въ сторону прогюу- 
если ^удаляется отъ оси вращешя; точка да- 
1н'^11риблпаЕае1'СЯ къ осв.П'('('<"'.=' 



пара а моментом оз^в^п^^т^', стремящаякя повгрн^гть оа пмма ю 
оси сообщаемаго вртит^я « такъ, чтобы, при сотадснш оагй, оба врсь- 
щ^-нгя ш и 2 сове}1талис11 ал одну ч ту жг сторону. 

Снаряды, обнаруживаннше поя11Лсн1е тапоЙ иары, называются гиро- 
сколаин л сиве1)1иаю'гь двнженш, каж.тщ1яся на первый взглядъ весьма 
страна ыми. 

НшбохЬе заи'Ьчательные ияъ пфоскоповъ — эго гироскопы Фуко. 

^-ый хщюскохь Фуко 
(фиг. 120н), Онъ состоять 
лзъ тора Т. ось котора- 
го укреплена въ еолыгЬ 
А, къ которому прикр^п- 
ленъ штифтъ В съ остр1- 




емт.. ОсоСымъ -мехаянз- 
комъ торъ приводится въ 
быстрое врашен1е Й. За- 
тЬмъ штифть в ставятъ 

остр1емъ на твердую под- Фпг. 1 

ставку С. Еслиоы такъ 
поставить гироскопъ яри неподвнжноси тора, то оаъ усаль бы; но арГ 
скпромъ вра1ВД'Н1и тора ояъ не падаетъ, а вращается около оси г все съ 
большею и большею скоростью и иадаетъ только тогда, ь'огда вращете 
тора здачитстьно затихнетъ. Это явлеше ооъясняется гакъ: начиная па- 
дать, гироскопъ начиваеть враяиться около оси оу. Вс.тЬдств1е этого 
является пара ^, сообщающая гироскопу вращен1е окато оси г. Всл11дств1е 
же этого вращен1Я является новая пара Л. стреияпияся поверк)"гь ось 
ох къ оси ог; эта ииснно пара и уравнов*1пиваетъ тяжесть гироскопа. 
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:2'0й гироскопъ Фуко, Въ втомъ гироскоп'Ь (фиг. 121) внутреннее коль- 
цо, несущее ось тора, подвешено на призмахъ къ внешнему кольцу, 
подвершенному на нити, помещенной въ находящемся сверху цилиндри- 
ческомъ футляр*. Къ нижней части вн^шняго кольца приделано верти- 
кальное остр1е, проходящее въ отверст1е подставки. Крон* того къ внеш- 
нему кольцу приделана горизонтальная стрелка, ходящая надъ дугою, снаб- 
женною д^летями. Съ этимъ гироскопомъ можно проделать три опыта. 

Опытъ 1'Ый, Приведя помощью особаго механизма торъ въ быстрое 
вращеше, сохраняемъ полную свободу обоихъ колецъ. Ось тора будетъ 
сохранять свое абсолютное положеше въ пространств'Ь и, с^гЬдовательно, 
перемещаться по отношенш къ вращающейся земл4. 

Опытъ 2'Ой. Опускаемъ нить и удерживаемъ внЬшнее кольцо въ пд«х- 
кости мерид1ана. Ось тора начнетъ двигаться и приметь подоженхе па- 
раллельное земной оси. Это объясняется такъ: все движете подставки, 
происходящее отъ движешя земли, можетъ быть разложено на некоторое 
поступательное движен1е и на вращеше около оси 08 параллельной зем- 
ной оси; отъ этого вращетя является пара ^, стремящаяся соединить 
ось тора съ осью 08. 

Опытъ З-гй. Скр'Ьпляютъ между собой внешнее и внутреннее кольцо 
и поднимаютъ нить уставляя внутреннее кольцо горизонтально. Зам^чаемъ, 
что вн'ЬшЬее кольцо становится перпендикулярно къ плоскости мерид1ана. 
Эта объясняется такъ: плоскость мерид1ана проходить чрезъ прямую 08 
параллельную земной оси; если ось тора ОХ не лежитъ въ этой пло- 
скости, то, стремясь приблизиться къ 08, она будетъ двигаться въ своей 
горизонтальной плоскости, пока не установится въ плоскости меридаана*). 



*) Изложете теорхи гироскоповъ заимствовано иэъ брошюры проф. Н.Е. 
Жуковскаго: „Элементарная теор1я гнросвоповъ^. Отд. оттискь изъ Вксаи 
Опыт. фнз. и элем, матем. Шевъ, 1888. 




ГЛАВА I. 
О0щ1я Формулы притяжен1я и притяжен1е хиаромъ. 

§ 306. Ньютон1аиекое притпжек!е. Иьютонъ показалъ, что планеты 
ДБИЖ7ТСЯ по евовмъ орбитамъ подъ вл1ятеиъ прнтякетя къ соднцу 
(ся. § 56). Овъ же высказалъ мысль, что законъ притнженгя пропор- 
ц1о»аЛьнаго прои.кедент массь и обратно пропорцюналънаю квадратамь 
разспюятя представляетъ собою М1говой законъ, орисушдй ося&нмъ двумъ 
часткдамъ матер1и, Прнтяжеше, совершающееся по этому закону, назы- 
вается ньютон (анскнмъ, и ыысль Ньютона подтверщается вс11ин наблю- 
ден1ямн. Весьма вероятно, что ньютошанское притяжен]'е есть только ре- 
зультатъ д'Ьйств^я среды, въ которой заключаются вс*Ь т*!1-1а, именно эфира, 
во во вслкомъ сдуча* д^ло происходить такъ, накъ бы всякая дв11 час- 
тицы «атери! притягивались взаимно по этому закону. Опред'Ьлнаъ однако 
точн-Ье, въ чемъ выражается законъ ныотошанскаго притяженШ. 

Лолохнмъ, что имеются дв'Ь матер1;иьвыя точки, находящ1яся на 
разстояБ1и г одна отъ другой и им'1)юпця массы м и т'. Пр1!сутств1е 
каждой нзъ этихъ точекъ вызываетъ появлен!*] силы, д'ЬЙствующеЙ на 
другую массу, приченъ об!! силы, нзъ которыхъ одна дЬйствус'ТЪ на т, 
другал на т\ равны между собою. Обозначимъ абсолютн1'Ю величину 
каждой изъ этихъ силъ чрезъ/. Об'Ь эти силы направлены ног; сила/, 
д-Ьйствующая на т, направлена къ т'\ сила /, д-Ьйствующая на т', на- 
прав.1еиа кът. Законъ ньютошаяскаго прнтяженЕя выражается формулою: 

/=0^ (738) 

Если точка я» свободна, го присутств1о массы т' вызываетъ въ дви- 
женЁи точки т ускорен1е 

; ^ С ^ (739) 

направленное къ т'. 



Если точка м' свободна, то орисутств!» топки м вьшюавгъ п я 

жеши точки т' ускорьте 

л = с " 

направленное къ т. 

Изъ (739) и (740} сл'Ьдуетъ уравнен1е: 



показнвающес, что ускорения двухь точею., являютяся аелпдтше цп 
взаимиаго ньтпонгансиаю притяженгя, об/атно пропори!^ 



Если одна иаъ точекъ не свободна, то присутствие другой засталиеп 
первую производить давлен1о равное / на Е!рецятств1е, ы-Ьшающс* первМ 
точк'Ь пр1обр'Ьтагь ус[;оргн1е, опродкшеноо одною нзъ формулъ (731) ил 
(740). 

§ 307. Численное эначен1е коэффИ111ента прйтямвн1я. Численное на- 
чете коэффпщепта притязксшл С въ формул! (738) заввсвтъ отъ вы- 
бора гЬхг единнпъ, которыми мы изм'Ьряемъ массу, Д1иву и силу, 

Выберемъ единицу силы такъ, чтобы С равнялось единнц'Ь. Это веема 
удобно для изсл'Ьдоиан1я иритяжен1я, потому что тогда формула (738) 
нр1обр'Ьтаетъ бол-Ье простой вндъ: 

/='7' ('"' 

Но такая единица силы оказывается уже вцолн1'. опред^Ьденпою щ 
данномъ выборе единицъ массы н длины. Д'ЬЙствительно прнст^т' = 1 
и при г ^ 1 формула (742) даегь / =^ 1. Следовательно, при давпоп 
выборе единидъ массы и длины, мы уже обязаны щтнять за г'/^шшиу 
силы такую силу, ст котора* притягиваются доп т^ранныя едантм 
массы на единицп разппояю'я другъ опа друга. 

Та единица силы, которую приходитсл избрать для того, чтобы С 
равнялось 1, при томъ что граммъ, сантиметръ и секунда прпнвмакли 
за единицы массы длины и времени, называется астрономическою едая»- 
иею силы. 

^Посмотришь, какъ велика астрономическая единица силы. Для эглго 
выразимъ чпсъ р массы граммъ у нонерхносл! земли сперва въ динагь, 
а потомъ въ астрономическихъ едииицахъ силы. Мы внд'Ьлн въ .§ 14-иг. 
что вЬсъ р одного грамма равенъ 981 дину. 

р = 981 дину (743) 

Съ другой стороны р равно сил'Ь, съ которой земля рритягпваеть 
одинъ граммъ, находящШся у ея поверхности. 



— 301 — 

Следовательно, согласно съ (738): 

Р = С^^ (744) 

гд* в радусъ земли, т масса одного грамма. Обозначимъ плотность 
земли чрезъ 8. Тогда: 

М = ~ -ВЧ 
6 

В = 637100000 = 6371 . Ю'^ сантиметровъ 

о = 5,67 

т = 1 согласно предположешю, что за 1 массы принимаемъ массу граммъ. 
Изъ (743) и (444) получаемъ: 

^ _ 981 В' _ 3 . 981 . Д^ _ 3 . 981 
~" Мт ~ 47гД^о "■ 4тгДо 

Подставляя сюда приведенныя выше числа, получимъ: 

1 1 



С = 



1543 . 10* 15430000 



Итакъ С почти въ 15 милл1оновъ разъ меньше одного дина, который 
почти равенъ одному миллиграмму. Другими словами: граммъ и граммъ, 
пом'Ьщенные на разстоянш одного сантиметра притягиваются съ силою 
равною всего лишь одной 15-ти милл1онной дол4 миллиграмма. Такъ какъ 
плотность 3 определена еще не совершенно точно, то можно принять 
Еруглымъ числомъ: 

^= 15000000 = Т^Л0^ ^"=^ ^^'^^ 

Зная с, можемъ опред'Ьлять притяжен1е (если за единицы примемъ 
сантиметръ, граммъ, динъ) по формуле: 

^=^^ = 15.10в.И ^°^ (''') 

Наприм^Ьръ можемъ решить такую задачу: съ какою силою притяги- 
ваются дв* точки, находяпцяся на разстояши 10 сантиметровъ, если 
масса каждой точки равна одному килограмму. 

По формул* (746) получимъ: 

1000 . 1000 1 

/ = = динъ. 

-^ 15000000 .100 1500 "^ 

Въ дальн*йшихъ изсл'Ьдованхяхъ мы будемъ принимать за едишщу 
силы не динъ, а астрономическую единицу силы равную ^боооооо ^^^' 
Тогда можно пользоваться простою формулою: 

/ = '?'-^ ^^^2) 






— зог 



Можно изсигЬдовать притяжен1я происходяпця по друтимъ законамъ. 
представляющ1яся другими функщями разстоятя; но ньютошанское прн- 
тяжен1е особенно важно какъ м1ровой законъ, и какъ законъ управляю- 
щШ электрическими и магнитными явлен1ями. 

§ 308. Общ1я формулы притяжен1я точки т-Ьлоиъ. До сихъ поръ мы 
разсматривали только взаимное притяжеше двухъ точекъ. Перейдемъ те- 
перь къ изсл'Ьдованш притяженхя, оказываемаго на матерхальную точку 
т (фиг. 122) ц^лымъ гЬломъ. Это притяжеше очевидно слагается изъ 
притяжешй, оказываемыхъ на точку т всЬми элементами гЬла. 

Обозначимъ чрезъ V плотность гЬла, то есть массу, содержащуюся 
въ единиц* объема. Тогда масса безконечно малаго параллелепипеда. 
имЬющаго объемъ йж с1у Лг, будегъ: 

1) их йу йг. 
Пусть: 

а, Ь, с координаты притягиваемой точки т, 
X, у, е координаты притягивающаго элемента. 

Принимая за элементъ гЬла параллелепипедъ их Лу йг^ видимъ, что 
оказываемое имъ на точку ш притяжен1е равно: 



т В их йу йг 




{X - а)'^ Н- (у — ЬУ -4- (^ — с)' 



. {Щ 



Назовемъ чрезъ г разстояше точки « 
^ отъ параллелепипеда йхйуйг. Тогда: 

г = \{х - аУ -н (у — ЬУ н- (^ — сУ^ (746) 

Косинусы угловъ, составляемыхъ этюй 
разстояшемъ съ осями координатъ суть: 



Фиг. 122. 



(х — а) (х — Ь) (х — с) 



. . (749) 



Поэтому изъ (747) выводимъ сл4дуюпця проложешя X, Т, 2 силы, 
съ которою элементъ их йу йг прнтягиваетъ точку т. 



Х = 



Г = 



тВ их . йу . йг . {х — а) 

[{X — аУ ч- (у - ЪУ н- (^ - с)^]5 

тВ их йу йг . {X — Ь) 



2 — 



\{х — аУ ч- (у — Ьу -ь {г - с)^]? 
шВ их йу йг . (х — с) 



> 



.1 



[(;с_а)»ч-(5,_г.)»-ь(^_с)»]Ч 



• С 
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Для того, чтобы получить величины А, В, С проложен1й на оси пол- 
наго притяжешя, оказываеыаго на точку т всЬнъ т^ломъ, нужно сумии- 
ровать всЬ притяжен1я, оказываемый ъсЬт алеыентами тЬла — нужно, 
иначе говоря, интегрировать тройными интегралами выражешя (750), 
распространяя интегращю на весь объемъ притягивающаго ткиа. Полу- 

чиыъ: 

тВ {х — а) 



А = 



] ] ,1 [(а' - «)' 



{у - ЬУ -^(г- с)»]» 
т1)1у — Ъ) 



^ ^ ^ [(X - а)^ -н (у - Ь)' -ь (^г - 



е)»]1 



тВ (е — с) 



с= г г с ^^-^ 

^ ^ ^ \^x-аУ-^-{у- 



ъу -н (^ - сУ] 



3 



(751) 



Если гЬло однородно, то есть плотность во всЬхъ его точкахъ одина- 
кова, то одна пзъ интегращй каждаго трехкратнаго интеграла произво- 
дится весьма просто, такъ какъ известно, что: 



/ 



(х — а) их 



[{X — ау ч- (.V — ЪУ н- (^ — сУ]5 [{х — ау ч- (у — ЪУ н- (^ — с)»]' 



Представимъ себ* даже такой слож- 
ный случай, когда гЬло им'Ьетъ видъ, 
изображенный на чертеже (фиг. 123); 
пар:илелепипедъ, им'Ьюнцй основаше 
йуЛг и высоту параллельную оси ж, пе- 
рес'Ькаетъ поверхность притягивающаго 
тЬла несколько разъ, именно въ эле- 
ментахъ: 1, 2, 3, 4 ... . Обозначимъ 
разстояшя этихъ элементовъ отъ при- 
тягиваемой точки чрезъ г,, Га, Гз,Г^ — 




Фиг. 123. 

Часть интеграла, относящаяся къ такому параллелепипеду, будетъ: 

/1 1 11 1 1 

1 1 

\Г1 Гз Га г^ Гз Гв 



йу^г . 



. (752) 



Пусть: 

йо^, ^0^, с[о^, йо^ суть вырезываемые параллелепипедомъ элементы 
поверхности; 

^р N2, ^31 -^4 вн-Ьшихн нормали въ этихъ элементахъ; 

(^,, х), (^^Гз, х) углы наклонен1я внЬганихъ нормалей къ оси х. 

При такихъ обозначешяхъ (752) принимаетъ видъ: 

^ С08 (^1, Х) 7^ С08 (^2, Х) сов (К^, х) С08 (^N^, х) — . . . 

г, Гл /".. г. 



гвдсттае этого полушиъ: 



.4 = --»,1./"/"'1?'-'-Ъо| 

•ш{У^1)^ |,53-, 



">11 



сов (К г) 



■^а= 



§ 309. Притяжен1е, оказываемое шароиъ на внешнюю точку. При^<^ 
яшмъ формулы предыдущаго параграфа къ вычислешм иритяжен!» иКа- 
зываемаго шароиъ рад1уса Л на точку я», ваходяшуюсл внг/. шара в& 
разстояк!!! а отъ его центра. 

Примеяъ прямую, соединяющую центрь 
шара съ точкою ш, за ось х а центр! 
шара за начало координагъ. Благода(и 
С11ММвтр1И шара относительно оси л- (фиг. 
12-1) с.!агаюиия притяжеий! Ва О ралны 
ну-тю. Остаетсл определить то,1ько А. 

Прнмеиъ ось х за полярную ось. 3) 
э.10ченть йо поверхности шара 
принять весьма малый пряиоугольнагь 
ограниченный даумя сос+.днимн мерю!- 
анами 1! двумя сосЬднимп пмраллелпми. Обозначимъ чрезъ Ь уголъ, составя* 
омый съ осью X рад1усомъ проведекяымъ нъ этотъ моментъ. Првыенъ шос- 
кость (х. г) за плоскость перваго морид1ана и обозначимъ долготу чрезъ Ч', 
Одна сторона прямоугольнаго элемента равна дуг* .Лг?Ч'; другая ега 
сторона есть дуга, описанная рад1усомъ Л зЫ Ь параллели, раяви 
Е втЬ . ЛЧ'. Следовательно площадь элемента равна: 

^0 = Л'япе. йв . ЙУ , (754) 

Не трудно видЬть, что соз {N, х) ^ совв. 11оэтому 1-ое нзъ уравве- 
шй (753) приметь вндъ; 




-т!) 



/Г 



зт 6 . йв . й»Г . «м е 



. (755) 

ЗдЬсь интегращя по б должна быть произведена въ оредЬлагь огьО 
до ~; интеграц1я по 'V - въ предЬлэхъ огь О дс 2 ~; тогда повериот 
сферы будогь вся охвачена интегрировашемъ. Нзъ фигуры видно, что: 

2аВсозЬ (756) 



-Я'- 



Вставляя въ 755, получимъ: 



^//^ 



з{»й . совЬ . аь . йТ 



био — 



/згпЬ . совЬ . (ЛЬ 
1/-2 ^ р2 ;Г^5 ^ .... (757) 
К» ч- Л^ — 2аЕ . со$Ь ^ ^ 



О 
Интегрируя по частямъ, находимъ: 



/ 



згп . С05 6 . йв созЬ 



7^=^1^^^Г7^Ь ~1^^а'^Е'-2аЕ.шЬ 



^/эгпЬ^а^ 



^^^ , .„. . ^ ^ ^ В}— 2аВ . згпЬ . ЛЬ. 

Следовательно: 

8гпЬ . созЬаЬ 2 В 




В^ — 2аВ. созЬ За 



Поэтому (757) дастъ: 

4т.В^ Вт 



3 



А = 



а> 



4 

Но -д 1сД' . 2) есть масса М шара. С^Ьдовательно: 

^4 = -^ (758) 

Сравнивъ (758) съ (742) находимъ: торг припьягшаетъ внтьшнюю 
точку такъ, какъ будто вся масса его была сосредоточена въ центрп», 

§ 310. Пр11тяжен1е шароиъ внутренней точки. Если притягиваемая точка 
лежитъ внутри шара, то а < Л; но разстоян1е Уа^ ч- Д' — 2аВ соз Ь 
всегда считается положнтельнымъ. СлЬдовательно въ этомъ случае мы 
должны положить: 

\/а^ н- В^^^аВ~созХо) = В — а 

но не а — В какъ въ §^ 309. Поэтому теперь: 

згп Ь созЬ . аЬ 2а 

У^^^Ж^^'^^ТсозЬ ~ ЗД^ 

О 

А = — ^т.1)та (759) 

о 



Проведемъ чрезъ точку ш внутреннюю сферу концентрическую съ 

даннымъ шаромъ. Объемъ этой сферы равенъ - т.а\ масса ея равна 

4 

■д -ка^В. Назовемъ эту массу М', Тогда (759) можно представить въ 

впд'Ь: 



4 т.а^Вт _ М'т 
3 а^ а- 

Делоне. — Курсъ теоретической кеханивп. 20 



Итакъ: 

^= ^ (760] 

Сравнивая (760) съ (742) заключаемъ: гиаръ припгягиваеть точку т, 
расположенную внутри ею, такъ, какъ будто бы въ центрп> ею была 
сосредочена масса равная массть малаго шара, заключеннаю вь сферп 
проходящей чрезъ точку т. 

Не трудно видеть, что проложен1я на оси координатъ притяжеш 
шаромъ точки (х, у, г) будутъ: 

4 4 4 

— - т:1)тх\ — - т.Вту\ — - т.Втг. 

о о о 

§ 311. Пр|1тяжен1е сферическииъ слоеиъ точки, которую онъ окружаеп. 

Положимъ, что точка т окружена слоемъ, заключеннымъ между сфериче- 
скими концентрическими поверхностями радаусовъ В^ 1а В^. Обозначимъ 
разстояше точки т отъ центра слоя чрезъ г. Положимъ В^ есть рад1усь 
внешней сферы. 

Если бы весь шаръ рад1уса В^ притягивалъ точку т, то это притя- 
жен1е, согласно предыдущему параграфу, равнялось бы притяженш 1\ 
оказываемому на т шаромъ рад1уса г. 

Если бы только шаръ рад1уса В^ притягивалъ точку т, то и это прп- 
тяжеше было бы равно притяжен1ю Р шаромъ рад1уса г. 

Но притяжен1е слоемъ очевидно равно разности этихъ равныхъ мезау 
собою притяжен1й Т и, потому, равно нулю. 

Итакъ: сферическгй слой не притягиваешь окружаемую г1мь тпочкц. 
Это теорема весьма важная въ теор1и электричества. 



ГЛАВА II. 

Теор1я потенц1ала. 

§ 312. Потенц1алъ. Притяжен1е удобнее изучается съ помощью осо- 
бой функцш называемой потенщаломъ. 

Потенцгалъ въ точкгь а, Ь, с, есть ни что иное, какъ потенцгальная 
функцгя притяженш, оказываемьлхъ даннымъ притяггшающгилъ ттлош, 
или системою притягивающихъ тпочекь, на точку, им^ьющую массу рав- 
ную единицп» и помещенную вь (а, Ъ, с). 

Если притягиваюпця точки состав.1яютъ сплошное тЬло, то потенщалъ 
V въ точк'Ь [а, Ь, с) опред'Ьляется форм)мою: 

. г= С С Ы (т 



гд11 т масса притягивающихъ элементовъ, г разстояшя ихъ отъ данно! 
точки (а, Ъ, с). 
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Д-ЬйствительЕО (761) можно представить въ вид^^: 



йг 



Г= С С С 1>Л=сЛуА 



(^ - с)' 



. (762) 



Зд'Ьсь пред'Ьлы ивтегращи, распространяюпце ее на притягивающее 
тЬло не завнсятъ отъ координатъ (о, Ь, с) притягиваемой точки. Поэтому 
для дифференцирован1я V по о, Ь, е достаточно дифференцировать подъ- 
интегральное выражеше, при чемъ получится: 



дГ 
да 



дГ 
дЬ 

дГ 



Г Г Г 


в (х — а) с1х Лу Лг 


^ ^ ^ цх- 


«)'-+- (у — ь)' -+- (^ ^Л^ 


с с с 


в {х — Ъ) их йу Лет 


^ ^1 ^ [(х- 


'аУ-^{у-ЬУ-\-{^-сУ^^ 


г г г 


В {х — с) их Лу йг 



д<>~.) ] ] [{ 



Л1 



,)» н- (у - ЬУ ч- (г - с)»] 



. (763) 



Сравнивъ (763) съ (751) и соображаясь, съ гЬмъ, что мы положили 
массу притягиваемой точки равною единиц'Ь, получимъ: 



дГ 
да 

дГ 
дЬ 

дУ 
дс 



= А 



= В 



= С 



> • 



(764) 



что и требовалось показать. 

Не трудно видеть, что въ томъ случаЬ, когда притягивающая система 
состоитъ изъ отд1>льныхъ точекъ т,, т,, т, ..., находящаяся оп> точки 
а, Ь, с въ разстояшяхъ г^, Гд, Гз . . . , потенд1алъ въ (а, Ь, с) равенъ: 



1^ — V 

г — — ^.^ 



т 



(705) 



Всякое направлен1е 5 можно принять за одну изъ осей координатъ; 
поэтому слагающая притяжешя по направленш 5, оказываемаго данною 
притягивающею системою на точку имЬющую массу равную едпницЬ, 
равна ^у 

-■: (766) 

08 

Потенцдалъ въ точкЬ (а, Ь, с), обусловливаемый данною притягиваю- 
щею системою, есть, какъ мы видимъ, функтця координатъ этой точки. 

20* 
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Присутств1е данной притягивающей системы обусловливаетъ въ каж- 
дой точк* пространства определенный потешцалъ, будетъ ли въ этой 
точк* находиться притягиваемая масса или н^тъ — безразлично. Поло- 
жимъ, что притягивающая система дана и отнесена къ избраннымъ ка- 
кивйь-нибудь осямъ координатъ. Если въ точк^ (а, Ь, с) не ивгЬется даже 
никакой притягиваемой массы, то все-таки для этой точки существуеть 
потенпдалъ, просто какъ функщя, определяемая формулою (765) или фор- 
мулою (761), смотря по тому, будетъ ли притягивающая система дискретна 
или сплошная (сплошное тЬло). Существоваше этого потенпдала въ точкЬ 
а, Ь, с показываетъ только, что если бы въ ней находилась масса рав- 
ная единице, то проложен1я А, В, С притягивающигь силъ выражались 
бы производными отъ потенщала по формуламъ (764). 

§ 313. Конкретное понят1е о потенц1ал'Ь, какъ о работЬ. Положинъ, 
что масса, равная единице, проходить путь с[8 подъ вл1ян1емъ притяги- 
вающей системы. Согласно съ (766) проложеше притяжешя на этоть 

путь равно -^ . Следовательно работа притягивающихъ силъ при такозгь 
перемещенш притягиваемой точки равна: 

^^^ (767) 

Работа при перемещен1и изъ одного положешя въ другое, какъ мы 
знаемъ (§ 134), не зависитъ отъ того, по какому пути совершилось пере- 
мещен1е. Следовательно по какому бы пути притягиваемая точка ни пе- 
реходила изъ 1-го положен1я во 2-ое, расположенное какъ угодно далеко 
отъ 1-го, подъ вл1ян1емъ притягивающей системы работа притяженШ равна 



/?'''^=.А^=^'-'^' 



(768) 



Въ безконечно удаленной точке потенщалъ конечной притягивающей 
системы равенъ нулю, какъ это видно изъ (765), потому — что все г 
равны безконечности въ этомъ случае. 

СлЬдоватстьво: для приближешя притягиваемой точки, имеющей массу 
равную единице, изъ безконечности въ. данную точку (а, Ь, с), подъ 
вл1ян1емъ данной притягивающей системы, притягиваюпця силы оказы- 
ваютъ, согласно (768), работу равную: 

Г, 
потому что въ безконечности Г^ = 0; въ данной же точке (а, Ь, с) зш 
полагаемъ Г, = V. Итакъ: 

Потенцгалъ V въ пюмкгь (х, у, г) равенъ работп, которую долоюш 
были бы произвести пргопягивающгя силы данной притягиваюи^ей системы 
для пюго, чупобы приблизить массу, равную единигщ, изъ безконечности 
въ эту точку (х, у, ^^). 

*Въ теорш электричества п магнетизма приходится имЬть дело также 
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и съ отгалЕ11Бан(яи11 обратно пропорп^ональшлш БВадрату разстояв1л. Въ 
случае, огталкивательныхъ свгь: 

Потенщалъ V В1. точк-Ь (а;, у, х) равенъ работЬ, которую должны 
произвестн отталкнвате.1ьныя силы данноб отталкииаюш^й систеыы для 
того, чтобы удалить массу, равную едивицЬ, нзъ этой точки (х, у, г) въ 
безконечйость. 

§ 314. Сила въ данной точгЬ. Равнод^Кствующая вс^хъ силъ притя- 
жешя, оказываемыхъ данными массами па массу, равную е^ныип. подгу- 
щенную въ данной точк'1;, называется аиою въ данной точкгь. Въ каж- 
дой точк-Ь пространства равнодействующая 11ритяжен!Й имЬетъ опред!;- 
ленную величину н иапраплен1е при данномъ расположен1п притягниаю- 
щихъ массъ. 

§ 315. Силовыя линЫ. Кривая, касательная ко псЬгь силамг, суще- 
ствующнмъ въ точвахъ, чреаъ который она проходить, называется сило- 
вою лингею. 

Въ случае притяжен1й оказываеммхъ иагнитоыъ силовыя лявш легко 
наблюдаются; положит, на магнить бумагу, посыпанную железными оонл- 
камн: опилки располагаются по сндовызгь лин!ямъ. 

§ 316. Поверхности уровня. Гмметрнческоо м^Ьсто точекъ, въ которыхъ 
потен Ц1алъ данной притягивающей си стены одинановъ, называется «о- 
щ>хностью уровня или эквипотенш'альною поверхностью. 

Потсащалъ Г пъ какой-нибудь точкЬ (х, у, г), обусломиваемый дан- 
ною притягивающею системою, какъ мы впдЬли. есть некоторая фуп1;цШ 
Г Гж, у, г) коордннать этой точки (ж. у, г), По самому опред'к1ен!ю ио- 
верхности уровия потенпдалъ V одияакопъ ^уя всЬхъ ея точекъ. СлЬдо- 

вательно: 

V = Р {х. у, е) = сопв1 (769) 

есть уравнеше поверхности уровня. 

Суп1ествован1еиъ данной притягивающей системы обусловливается су- 
ществован1е безконечнаго множества поверхностей уровня: 
Г = с^ 

V = г^ 

V = с. 



соотв(>тствующнхъ различнымъ численнымъ зяачешямъ с,, С]. Сз ■ ■ * ^^' 
тенЦ1ала. 

Теорема: Равнодпйствующая притяженгй въ какой-лыОо точки по- 
верхности уровня нормальна къ эпюй пов^хности. 

Доказательство. 

Косинусы угловъ, составляеныхъ нормалью къ поверхности уровня 

Г = соп$Ь 
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съ осями координатъ, равны: 

дГ 



С08 {N, х) = 



дх 



VО'- Ш- Ш 



« 1дг\* Ух'ч-у*-^г^ Р 



ео$ ^N, у) = 



дГ 

дг, Г Г 



1/Ш'- (1Т- ш 



8 ух» -ь Г' -+- -г» ^ 



ео8 (N, г) = 



дг г 



т« /т" /(?г\« »/х» -+- г -н ^» ^ 



1/Ш'- Ш- Ш 



гд-Ь Р есть равнодействующая прнтяжешй, X, Г, ^ проложев1я ея на 
оси координатъ. 
Но известно, что: 

^ ^ 2 

-^ = т (Р, х]\ р = со8 (Р, у); -^^ = 008 (Р, дг). 

Следовательно Р и ^У составляютъ одинаковые углы съ осями про- 
ходя чрезъ одну и ту же точку: Р направлена по N. что и требовалось 
доказать. 

§ 317. Случай одной притягивающей точки. Если притягивающая си- 
стема состоитъ только изъ одной притягивающей точки имеющей массу 
т, то поверхности уровня согласно съ (765) будутъ выражаться урав- 
нешями: 

V = — = (юп$1, 
г 

или 

г = С0П81. 

Это сферы описанный изъ т какъ изъ центра. Силы направлены по 
рад1усамъ такъ, что сЬть поверхностей уровня и силовыхъ линШ въ 
этомъ просгЬйшемъ случае состоитъ изъ с4ти концентрическихъ сферъ 
и прямыхъ проходящихъ чрезъ т. 

% 318. Случай двухъ притягивающихъ точекъ. На чертеж'Ь (фиг. 125) 
представлены силовыя .1инп1 лежащ1я т, плоскости чертежа и перес4че- 
Н1Я съ этою плоскостью поверхностей уровня въ томъ случа* когда при- 
тягивающая система состоитъ изъ двухъ точекъ, при чемъ масса одно! 
изъ нихъ вчетверо бол-Ье массы другой. Зд'Ьсь ближайппя къ притяги- 



вающнмт. точкамъ кривыя не начерчеаи: он* состоять пзъ кривыгь мало 
отличающихся отъ окружностей н изъ силовыхъ лин1Й идущихъ почти по 





ш 


ш 


ТПТШ^и ^ 




ш 




Х^'А'!^^^^^^Ау\\ и]^^5>;\ \^1"/'/У^-- 


^л-лРхлу}^Жл^^йх 


с^^ 




— ^/ 


^ 



фиг. 125. 



рад1тсамъ. Ъъ каяцоН точк* чертежа сила направлена по касательной къ 
силовой Л11ЯШ и порма.1ько |;ъ поверхност1Г уровня. Такая с1;ть отлячво 
ха|)а1;т1'р11зуетъ распо,10жен1е прптяжетб. 

§ 319. Силовыя трубки. ЁС1п вообразиыъ 
себ* элементъ поверхности уровня, ограни- 
ченный кякимъ-нибудь контуромъ (фиг. 126) 
и цроведемъ чрезъ всЬ точки втого контура 
<18 сн.1овия .1ИН1П, то ио.1у'шмъ составленную 

изъ силовыхъ .111Н1Й СЧАОвуЮ ШрЦбКу. 

§ 320. Силовой потокъ. Если Р ость рав- . 
нод'Ьйствуюшая притяженШ въ элеиенгк йа 
какой-нибудь поверхвости, то произведете: 




Р . йа -соз {Р, Л.) 



(ПО) 

Называется счловымъ иотокола, пуоходящимъ ч^и-зь элеменггл Аб, или 
индущгею чрозъ элемснгь (?з. 

Суима всЬхъ снловыхъ потоковъ, проходящихъ чрезъ вей элементы 
какой-нибудь замкнутой поверхности, воображаемой въ присутствш при- 
тягиваюнщхъ массъ, называется полнылч. силоиымъ потокст, проходя- 



// 
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щимъ чрезъ всю эту поверхность; онъ, следовательно, равбнъ: 

Р.ш (Р,К) .08 (771) 

Зд4сь интегращя распространяется на всю воображаемую замкнута» 
поверхность. 

Силовой потокъ играетъ большую роль въ теор1и притяжешя и изуче- 
нш электрическихъ и магнитныхъ явленШ. 

§ 321^ Теорема Остроградсиаго. Покойный знаменитый русскШ %ате- 
матикъ ОстроградскШ далъ замечательную формулу, по которой двойной 
интегралъ (771), выражаюпцй собою силовой потокъ и распространенный 
на замкнутую поверхность, можетъ быть преобразованъ въ тройной инте- 
гралъ, распространенный на объемъ, ограниченный этою поверхностью. 
Эта формула Остроградскаго имЬетъ чрезвычайно важное значенхе: она, 
такъ сказать, даетъ возможность узнать, что делается въ объемЬ по 
тому, что делается на его поверхности. 
Выведемъ эту формулу. Пусть: 
Аз — элементъ поверхности 5, 

Р — векторъ, проведенный изъ какой-нибудь точки поверхности 6. 
е — уголъ, составляемый векторомъ Г съ внутреннею нормалью ЗГ, 
X, У^ 2! — проложешя вектора Р, 
I, т, и — косинусы угловъ, составляемыхъ внутреннею нормалью N съ 
осями координатъ, 

/ I Р . С08 (Р, N) . Й5, распространенный на всю замкнутую поверх- 
ность 5, называется поверхностнымъ интеграломь вектора Р. Онъ пред- 
ставляетъ собою силовой потокъ^ если векторъ Р представляетъ собою 
силу. Но векторъ Р можеТъ представлять собою скорость, ускореше и проч.; 
теорема Остроградскаго, которую мы сейчасъ выведемъ, относится ко вся- 
кому поверхностному интегралу какого бы то ни было вектора Р. 
По известной формул-Ь аналитической геометрхи: 

С08В = С08 (-АГ, Р) = С08 (К, Х) . С08 (Р, Д?) -+- С08 {N^ у) . С08 (Р, у) Ч- 

-ь С08 (К, г) . 008 (Р, е). 
При нашихъ обозначен1яхъ получимъ: 

С08 е =1 — . I ч- -р . т-л- ^ . п (772) 

Следовательно: 

Г Г Р.С08{К,Р) ^8=// Р .С08В.с18 = 

= с с Х.1 ^ йз-^ Г Гт . т , й8 -^- С Сг .п.й8. . (773.1 

Но Лу йг есть проложен1е элемента из на плоскость (у, е). По этому: 
йу . йг ^= из .1\ Аг . их =^ Аз . т\ Ах . Ау = с^ . п. 
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Следовательно (773) принимаетъ видъ: 

-^- С С Тйейх-^ С СгвхЛу (774) 

Обозначимъ, какъ въ § 308 (фиг. 123), чрезъ 1, 2, 3, 4... точки 
перес4чешя прямой параллельной оси х съ поверхностью 5. Тогда: 

^^Xауае=^^[{X, — 1^,)-\^{X,-X,)^...^\ауйе .(775) 

Если Тс какое-нибудь ц^лое число (одинъ изъ нашихъ индексовъ 
1, 2, 3, 4...) и X конечно и непрерывно внутри объема ограннченнаго 
поверхностью *•, то: хк-^-х 

дХ 



*-ы 



-.=/ 



ах. 



дх 
Поэтому (775) можно представить въ вид-Ь: 

/ I хауае^:^ — / / I --Г- ах ау ае. 

Точно такъ же можно преобразовать друг1е интегралы правой части 
уравнетя (774), которое, поэтому, приметь видъ: 

^^Р . ш (Р, Ж).Ле=^ -у у у [^ -н ^^-н ^ й. ауа. . (776) 

Это равенство (776) и есть знаменитая формула Остроградскаго *). 
Она послужить намъ основашемъ для вывода другпхъ зам']^чательныхъ 
формулъ. 

§ 322. Теорена Лапмса. Пусть: 

(5, ''1» ^ — координаты притягивающей точки т, 

(л?, У^ е) — координаты какой-нибудь точки пространства. 

г — разстояше точки (л-, у, е) отъ притягивающей точки ш. 

Дифференцируя известное равенство: 

г^^{х-\у^{у-'пУ-^{г-^У (777) 

получимъ: 

аг . 

г -^— = X — Е. 

ах 

Потенщалъ Г, обусловливаемый точкою т въ точк-Ь (аг, у, г), согласно 
съ 765 равенъ: 

У \ — ~ — 



г |/(а;-$)»ч-(у_^)«ч-(^_С)' 



♦) Запис. С.-Петерб. Акад. Наукъ, т. I, стр. 39 (1828 г.). 
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Поэтому: 



^^г-. 



Отсюда 





дх 








дг 


дх' 


. . 






д^Т, 





= — т 



= — т 



г» 
У — 'П 



= — т 






(778) 



т 



гт(х — ^У ^ 



т Зт (у — т|1' 



де' 



т 
1Гз 



з»»(г— о» 



(779) 



Складывая вти три уравнен1я (779) и сообразуясь съ (777), получи» 



дх- 



ду' 



дг' ^ • • ' ' 



.(Щ 



Если ии'Ьеиъ д'Ьло не съ одною только притягивающею точкою т, 
а съ ц']^лою системою притягивающихъ точекъ, то согласно (769), потен- 
щалъ V, системы равеиъ сумм'1 оотенщаловъ обусловливаеиыхъ отд^и- 
ными притягивающими массами. Поэтому для притягивающей систеш, 
согласно съ (780), получимъ: 



дх"' 



ду' 



^•^ 



(781) 



Это и есть знаменитое уравненхе Лапласа. 

Зам-Ьтинъ, что нашъ выводъ быль бы не в'Ьренъ, еслибы одна изъ 
притягивающихъ точекъ совпадала съ разсматриваемою точкою (дг, у, г) 

пространства, потому что тогда соотв'ЬтствующШ потенщалъ VI — былъ бы 

безконечно великъ, благодаря тому, что тогда г былъ бы нулемъ. 

Поэтому уравнеше Лапласа в'Ьрно только для точки (а:, у, ^е^) не совпа- 
дающей ни съ одною притягивающею точкою. Если притягивад)щая си- 
стема есть сплошное гЬло, то уравнен1е Лапласа В'Ьрно, следовательно, 
только для внтангАхь точекъ, лежащихъ вн^ь т11ла. Потенщалъ въ точи 
лежащей вмь гЬла, называется вн-Ьшнимъ (вх1;ег1виг) и обозначается 

значкомъ е, 

у^ = вн'Ьшшй потенц1алъ. 

Формула Лапласа можетъ быть выражена, сл-Ьдовательно. такъ: 
Теорема Лапласа: сумма вупорыхь прогтофшхь внпшняго т- 
тенцгала по координшпамъ равна нулю. 
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Уравнеше Лапласа (781) столь важно, что функщи, ему удовлетво- 
ряюпия, получили особое назван1в сферичсскихъ функцШ и учете о сфе- 
рическихъ функщяхъ представляетъ собою особый отд'Ьлъ математики, 
им'Ьюпцй весьма обширную литературу. 

Сумма вторыхъ производныхъ, стоящая въ л1вой части уравнен1я 
Лапласа (781), обозначается знакомь ^*Г, такъ что: 

а»г ^ ^_^ 

и теорема Лапласа, выражаемая формулою (781), можетъ быть выражена 
формулою: У'^. = О (78^) 

§ 323. Теорена Пуассона. Перейдемъ теперь къ изсл^дованш того 
случая, когда разсматриваемая точка (х, у, ^е^) пространства лежитъ внутри 
притягивающаго гЬла. Пусть: р есть плотность той точки притягивающаго 
гЬла, съ которою совпадаетъ точка (х, у, хг). 

Опишемъ около точки (а:, г/, хг) изъ весьма близкаго къ ней центра 
(а, Ь, с) сферу на столько малую, чтобы можно было считать плотность 
внутри этой сферы повсюду одинаковою. Пусть: 

Г, — потенд1алъ, обусловливаемый въ точк* {х, у, л) всЬмъ гЬломъ, 

У^ — потенщалъ, обусловливаемый въ (х, у, ^вг) массою содержащеюся 
внутри описанной маленькой сферы, 

Уг — потенщалъ, обусловливаемый въ (ж, у, л) остальною частью тЬла. 

'г^''^" г, = г. -ь 7,. 

Следовательно: 

\/'У, = \/'У,'^^'У,. 

Но по теорем4 Лапласа \7^^а = ^- Следовательно: 

иди 

у.^^ = ^1н-^^-Ь^^ (783) 

^ ^ дх ду о г 

гд* Х„ Гр 2^ суть проложешя притяжен1я маленькою сферою точки 
(^> У^ ^) внутри ея находящейся и имеющей массу равную единиц*. 
Припоминая формулы, приведнныя въ конц* § 310, находимъ: 

Х^ = — -т. (х — а) , р 

Г^ = — |^(у — Ь).р1 .(784) 

2, = — -т.{л; — с).р 
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Вставляя эти величины въ (783), находивгь: 

у»Г, = — 41гр (785) 



или: 



д^Г, д'Г, д'Г, , -„.,, 

1^-^^-^^ = -^'^Р <'^^'> 

Это и есть формула Пуассона, въ которой р плотность гЬла въ раз- 
сматриваемой внутренней точкЬ (ж, у, е)\ Г,- внутреннгй потенщалъ от!г1- 
чаемый индекоомъ г (т1;ёг1еиг). Формула Пуассона можеть быть выра- 
жено такъ: 

Теорема Пуассона: сумма вторыхъ прошводныхъ внутренняго >ю- 
тенцгала по координатамъ равна — 4кр. 

§ 324. Теорена Гаусса. Прилагая формулу Острвградскаго (776) еъ 
такому вектору, проложешя котораго им-Ьютъ потенщалъ У^ получимъ: 

Положимъ, что ЛВС есть воображаемая замкнутая поверхность, про- 
веденная вблизи притягивающихъ массъ такъ, что н1^которыя изъ этихъ 
массъ частью или вполн4 ею объемлются, а друт находятся вн4 ея- 
Докажемъ слЬдующую теорему. 

Теорема Гаусса: Полный силовой потокь^ проходящгй чрезъ от- 
ражаемую замкнутую поверхность, равенъ произведенгю -+- 4 г ЛГ массы Ж 
заключенной внутри этой поверхности на А-к, 

Доказательство: Прилагая къ воображаемой замкнутой поверх- 
ности 5 формулу (787) и теоремы Лапласа и Пуассона находимъ: 

/ /Р'<^8 (Р, Щ из = —С /*/'[— 47гр] ахауае=Ат.М . . (788) 

что и требовалось доказать. 

§ 325. Формулы Грина. Необыкновенно много приложешй въ раздпч- 
ныхъ отд^^ахъ математики и физики получили знаменитыя формулы 
Грина. 

Докажемъ следующее: если дв-Ь функц1и V л V' отъ (а?, у, е), равно 
какъ и ихъ первый производный, конечны, однозначны и непрерывны 
внутри н'Ькотораго объема, ограниченнаго замкнутою поверхностью 5, то 
он'Ь связаны между собою следующими двумя формулами: 

дх дх ду ду дг дг ] 
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Доказательство. Положимъ: • 

дУ' дУ^ дУ 

'^ж=^' '^^=^' ^^=^ • • • •('»!) 

гд* X, У, 2 суть проложен1я какого-нибудь вектора Р. Пусть о, р, у 
косинусы угдовъ, составляемыхъ вшыииею норма^[ью п съ осями, ^? уголъ, 
составляемый Р съ п. 
Тогда 

-Рш^=Г[^а-^ + Р^.Ьт-^]=Г^....(792) 

Изъ (791) им'Ьемъ: 

дХ дУ 62 ^\д^7' д'Г' д*Г1 
дх ду бг I дх^ ду^ дг^ I 

\дх дх ду ду дг дг\ 
Вставляя (792) и (793) въ формулу (776) Остроградскаго, полу'шмъ: 

дх дх^ ду ' ду дг ' де \ ^ ^ ^' 

Пзъ этого уравнешя, простою перестановкою членовъ, получается 
формула (789) Грина. 

Полагая, вместо (791), так1я равенства: 

. Г^=Х; Г'-^=У; Г^=^ 

дх ду дг 

подучимъ, такимъ же путемъ, формулу (790) Грина. 

Вычтя (790) изъ (789) получимъ третью формулу Грина, вытекающую 
изъ первыхъ двухъ: 

, ^ ^^^-^^в-^ ^^-^^-^й8= 1^ ^ ^V .\/^{^).аxлуаг- 



[ [ [^ • У'(П • Лхйуйг ( 



794) 
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Итакъ изъ формулы Остроградскаго мы вывели три формулы (739), 
(790) и (794) Грина. Последнюю изъ нихъ (794) можно представить вь 
бол1>е удобномъ видЪ слЬдующимъ образомъ; 

Возьмемъ татя дв4 функцш р и р', который опредЬлллись бы равен- 
ствами * 

Тогда формула (794) можетъ быть представлена въ вид*: 



— 4к г г Лгр' — Г'р] ах йу йг 



(7%) 



Эту последнюю формулу мы и будемъ чаще всего прим^^нять, поия 
что въ ней р и р' определяются уравнен1ями (795), въ которыхъ по тео- 
ремамъ Дапласа (781) и Пуайсона (786) функщи р и р' могутъ быть 
разсматриваемы какъ плотности тЬхъ точекъ, въ которыхъ V или Т раз- 
сматривается какъ потенщалъ, обусловливаемый притягиваюпщми массами. 

Формулы (789), (790) и (."94) им1^ютъ общее аналитическое значеюе. 
Формуяа (796) особенно удобна въ теорш потендгала. 

Перейдемъ къ разсмотр^нш важн'Ьйшихъ приложенШ формулъ Грина. 

§ 326. Теорема Грина объ эквивалентноиъ сло'Ь на какой-либо за1П|[- 
той поверхности. Приложимъ формулу (796) Грина къ схЬдующему част- 
ному случаю весьма важному ^п> электроста- 
д тик* (фиг. 127). 

Дана замкнутая поверхность 5, на которуг» 
и будемъ распространять интегралы л^вой 
части форму.1ы (796), а интегралы право! 
части будемъ распространять на объемъ, огра- 
ниченный этою поверхностью 5. Положит», 
что внутри этого объема находятся прнтягг- 

вающзя точки т^^, т^, т, , и разсматри- 

вается потенщалъ, обусловливаемый этими мас- 
сами въ точк* -4, лежащей вть объема, огра- 
"^* * ниченнаго поверхностью 5. 

Пусть: 

У — потенща.1ъ обусловливаемый массами т^^, %п^^ Шз... въ какой-либо 

точк'Ь пространства. 
Г' — разстояшя какой-либо точки пространства отъ А, 

Въ точк'Ь А не находится никакой массы, такъ что для всякяп 
массъ она вишиияя. По этому , , согласно съ § 332-мъ, удовлетворяегь 
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уравнешю Лалласа, и потому, на основанш (795) и нашего положенхя 

К' = -7, заключаемъ, что 

р' = 0. 

Следовательно, въ настоящемъ сдучаЬ (796) принимаетъ видъ: 



или 



- //%^' % = '^/1,Г-^ ■■■■ <"»> 

Зд^сь тройной интегралъ правой части распространяется на весь 
объемъ, заключенный въ з. Т* элементы этого объема, въ которыхъ н^тъ 
никакихъ притягивающихъ массъ, дадутъ р = 0. Но гЬ элементы объема, 
въ которыхъ находятся притягиваюпця массы т^, т^, т^ ... дадутъ для р 
конечный значешя равныя плотности игихъ элементовъ; а такъ какъ 
объемы этихъ элементовъ. равны с1х Лу йг^ то 

р их йу йе = т 

и тройной интегралъ правой части уравнен1я (798), согласно съ (761), 

равенъ потеища-ту, обусловленному въ точк* А массами 1»!, т^, т» .... 

Обозначимъ этотъ интересующ1й насъ потенпдалъ чрезъ Уа . Тогда (798) 

приметъ видъ: 

"й(Г . г') аз 



/г 



= 4т. .Га (799) 

ап г-' 



Наложимъ на поверхность 5 безконечно-тонк1й слой притягивающей 
матерш и распред'Ьлимъ его плотность р, такъ, чтобы она въ каждой 
точк* поверхности 5 удовлетворяла уравнешю: 

_р = ±.1.!«^) (800) 

4:г г' ап 

Опред^линъ изъ (799) величину - ^^ — и подставивъ ее въ (798) 
получизгь 

//^=^^ .(801) 

Но р есть плотность слоя, расположеннаго на 5. СлЬдовательно 
р". с1$ есть масса элемента слоя, тогда какъ г' есть разстоян1е отъ А 
точекъ, разсматриваемыхъ въ интеграл* лЬвой части уравнен1я (801), то 
есть именно точекъ поверхности 5. Поэтому л'Ьвая часть уравнен1я (801), 
согласно съ (761), есть потенц1алъ, обусловливаемый въ точк'Ь А слоемъ. 
Такимъ образомъ (801) можно представить въ видЬ: 

потенд1алъ, въ А, слоя = иотенц1алу, въ А, массъ ш^, т^, т^.,.. 



о^м 



Отсюда: 

1-ая теорема *Гр и на. Все1да можно распредуьлить притягивающее 
вещество на данной вообраок'аемой замкнутой поверхности 8 такнмъ бе.}- 
канеуно тонкимъ слоемъ, который будетъ притягивать вшьшиюю точку А 
такь, какъ ее притятваютъ данныя маех^ы т^, т^, т^ ...., находящаяся 
внутри объема, транименнаго этою замкнутою поверхностью $, Заковъ 
распред'Ьленхя плотности такого слоя по поверхности в выражается фор- 
мулою (800), а слой называекя эквивалентнымъ по отношешю къ дан- 
нымъ массамъ п^^, т^^ т^ .... ^ 

§ 327. Телесный уголъ. Быр'Ьжемъ на сфер1, описанной рад1усо](ъ 
равнымъ единиц'Ь, безконечно малый элементъ сГа, ограниченный какизгь- 
нибудь замкнутымъ контуромъ и проведемъ изъ центра сферы ко вс^жь 
точкамъ этого контура радаусы. Получимъ безконечно тонкШ конусы 
Если опишемъ изъ того же центра рядъ концентрическихъ сферъ, то 
упомянутый конусъ выр']^жетъ на нихъ элементы пропорщоналъные Ева- 
дратамъ радхусовъ, подобно тому какъ центральный уголъ отсЬкаегь на 
концентрическихъ окружностяхъ дуги пропорщональныя радаусамъ. В^ 
личиною дура 



рад1усъ 

изм'Ьряется, какъ известно, обыкновенный (плоскхй) уголъ. Величиною 

сферпческШ элементъ • ^ 

- ^ . — -, — Го = гЬлесный уголъ , . . . (б02 

(рад1усъ)^ 

изм'Ьряется т}ьяесный уюлъ. 

Поэтому: числовая величина плоскаго угла равна, какъ известно, 
числовой величин* дуги описанной рад1усомъ равнымъ еднншгЬ; точно 
также числовая величина гЬлеснаго угла равна числовой величине пжн 
щади э.1емента выр'Ьзаемаго конусомъ на поверхности сферы равно! 
единиц*. 

Положимъ, что изъ какой-нибудь точки А описанъ безконечно тоны! 
конусъ, выр'ЬзающШ на данной поверхности 5 элементъ йзу наклонены! 
подъ угломъ 9 къ элементу сферы, проходящей чрезъ него и описанкД 
пзъ точки А. Площадь этого элемента сферы равна 

(18 . С059. 

Если г есть рад1усъ-векторъ проведенный изъ точки А въ элементъ 
из, то, сог.1асно съ (802), гЬлесный уголъ й<о конуса, им4ющаго вер- 
шину въ -4 п выр'Ьзающаго элементъ Й5, опред'Ьлится формулою 

г7«>=^'-^-^- т 

Но по теорем'Ь о равенств'Ь угловъ, им'Ьюпшхъ взаимноперпендикулярши 
стороны, уголъ ф равенъ углу, составляемому нормалью п съ рад1усом> 



вектороиъ г. Пойтому 

созф = -^ (8(М) 

Ияъ (ьОЗ) и (804) нм'Ьсмъ: 

((<» = ^ . '^ (805) 

Для посл');д>*юшаго наш. интересно знать что иредставляегь собою 

I 11--Ф^. <- 

распространенный на замкнутую поверхность «. 

Если точка -4 внутренняя (находится внутри объема, ограниченваго 
поверхностью в), то сумма вс^хъ безконечво налыхъ влемевтовъ <1ю, вы- 
р11заемыхъ на сфер-1 описанной изъ А рад1усомъ равнымъ еОтпщгь, 
равна поверхности этой сферы, то есть 4к. Если точка А вн'Ьшняя (на- 
ходится вн'Ь объема, ограниченваго поверхностью 5), то при суммиро- 
вав!в вс-Ьхъ Лч>, сперва гЬлесный уголъ будетъ все увеличиваться до 
гЬхъ поръ. пока конусъ не сд-Ьлается касательнымъ къ поверхности 5. 
ЗатЬмъ т1!лесный уголъ будегь уменьшаться, н дойдетъ до нуля. 

Итакъ: 

/ / 1^ш = 4тг для внутренней точки = / / -^ - у- . . (807) 
/ / (?«) ^ о д,1я вн1;шней точки = / 1 ^ • ъ- ■ (806) 

§ 328. Теорема Грина объ энвивалентиоп» сло'Ь, лежащемъ на поверх- 
ности уровня. 1'азсмотрнмъ задачу параграфа 326-го въ томъ случа*, 
когда 5 есть одна изъ поверхностей уровня для притяжешя, оказываекаго 
массами м,, т^, т^ ... 

Въ этомъ случае точно такъ же подучияъ уравнение (797) и точно 
такъ же докажемъ, ч1'о правая часть его равна 4-Ул. Л'Ьвую часть 
уравнеик (7Э7^ представимъ теперь въ вид'Ь двухъ отд'Ьльныхъ интегра- 
ловъ, такъ что ово врнметъ видъ: 

Зд'Ьсь первый двойной интегралъ л4воЙ часта распространенъ на всю 
поверхность 5, Но если з есть поверхность уровня, то во вс'Ьхъ ея точ- 
кагь потеншалъ V, обусловливаемый пассами т„ ш,, ш^ ..., ии^егь, со- 
гласно съ § 316-мъ, одну и ту же величину; обозначимъ ее чрезъ V,. 
Она должна быть разсиатриваена, сл1'1довательно, какъ постояввая въ 

Деловг. — Кя<п> т«ор№1Ч«<йЫ|В м 
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первомъ двойномъ интеграл']^ л'Ьвой части, и можетъ быть .въшесена за 
знакъ интеграла. Поэтому получимъ: 

г Г4-1-\-Л8- С С\.^аа=Ат.г^... {т) 



« Но 



''^ ^ ^'^^ 


?)• 


и. ^ 


^?• ^п- 




[^У 


1 

. (1з = — 


1 с1г , 


Следовательно (.809) 


приметь видъ: 




г г г\ 


йг 


. ^с / 


' Г1 ЙГ. 



...,-. ... [8=477Гл . . (810) 

I I г'' ап I I г йп 

Согласно съ (808) первый членъ этого уравнешя (810) равенъ нулю. 

Следовательно: 

1 в.У 

'''^ , й8=—\т. .Га (г^И) 



Я 



г^ йп 

Наложимъ на поверхность ^ безконечно тонк1й слой притягивающагс* 
вещества и распред^лимь его плотность р такъ, чтобы въ каяедой точи 
поверхности ^ она удовлетворяла уравненш 

Р = — ;^--^ (Й12) 

д.У 

Опред^лимь изъ (812) величину -^ и подставимъ въ (811). По- 
лу чимъ: 

^р из 



Г 



= Га '. . (813) 



Но р есть плотность слоя, расположеннаго на $. СдЪдовательно ^^$ 
есть масса элемента слоя, тогда какъ г' разстоян1е отъ А точекъ, раа- 
сматриваемыхъ въ интеграл* л^вой части уравнешя (813), то есть именно 
точекъ поверхности 5. Поэтому л4вая часть уравнешя (813), согласно 
съ (761), есть потендхалъ, обусловливаемый въ точк* Л слоемъ. Такимъ 
образомъ (813) можно представить въ вид*: 

потенщалъ, въ А, слоя = потенщалу, въ -4, массъ т^, »»„ т, ... 
Отсюда: 

2-ая теорема Грина. Всегда можно распредп»лить притягивающее 
вещестт па замкпутш уюверхноети '(уровня $ такимъ безконечно том- 
кимъ слоемъ, который будешь притягивать внгьшнюю точку А шакь, 
какъ ее притяги^аютъ даиныя массы т^, т^, т^ ...., находящ'шся внутри 
объема ограпимеииаю этою поверхностью $, Законъ распредгьленгя ^глот- 
ноетн такого слоя по }ювертности уровня выражается формулою 

1 ЙГ, 

^ 4г с1п 



Зд'Ьсь чрезг и обозначена втычияя нориаль. согласно съ 8 325-мъ. 
Согласно съ 8 ЗИ» сила притяжед!» Р напраа1ена по внутренней 
нормали и по теорш потенц1ала 






С^и) 

въ каждой точк-К поверхности уровня. Следовательно, согласно съ (н12): 
4щ= Р (815) 

Эта теорема Грина вьгЬст* съ формулою (Н1о) кипеть огромное зна- 
чен1е въ электростатик4, давая возможность по сил'Ь Р опред'^лять на- 
пряжен1е р электричества въ любой точк* поверхности в и)нд)'1ггора, 
пользуясь уравнешемъ (815), такъ какъ поверхность хорогааго проводника 
есть одна иэъ поверхностей уровня оказываекыхъ имъ элевтричесвихп. 
вритяжевИ 

Столь полезная въ ллеитростатнсЬ теорема представляетъ собою лишь 
весьма частный случай общей формулы Грнна (7У6), н это только еще 
малая часть той пользы, соторую физнкъ нзв.1екиетъ изъ общей фор- 
мулы (796). Поэтому перейдемъ къ выясненш конкретнаго значения общей 
формулы (79(5) по крайней м-Ьр* въ теор1и иотеншала. Для атого озна- 
комимся предварительно съ 110нят1емъ о взапмномъ потенщалЬ дяухъ 
систсчъ. 

§ 329. Взаимный потенц1алъ двухъ систегь. Цоложнмь, что подь 
вл1яп1емъ притягивающих!, силъ матерьальная точка массы т' передви- 
гается, по какому бы то ни бьио пути, изъ того полоя!ен1я, въ котором!. 
потенц1алъ притягнвающихъ ее силъ равенъ нулю, въ данное по-юже- 
те В,. Работа прнтягнвающпхъ силъ. согласно съ !; а13-мъ, равна при 
эгоиъ у^^,^ 

если V, есть иотенша-ть, обусловливаемый въ В, притягивающими сн- 
сами, Если другая точка т', передвигается подъ вл1ЯН1еиъ тЬхъ же силъ 
нзъ положен1я, въ которонъ обуслов.тиваеммй ими потенц1а.1ъ равенъ нулю 
въ данное положен1е В,, то силы оказываютъ еще работу 

если V■^ ость потенц1а.1ъ, обуслов.1нвае»ый ими въ В^. 

Обобщнмъ это разсуждеше. Положимъ, что им^емъ дв* системы ма- 
тер1альвыгъ точекъ: точки т,. т,. т, ... верной системы находятся въ 
положен1яхъ А^,А^,Л^...■, точки м, ,т' а, »»',... второй системы находятся 
въ положен1Я1ъ В,. В,, В, ... Пусть: 
^1- ''11 1'а ■■■ суть потонщалы, обусловливаемые въ точкахъ В„В,.В, ... 

первою системою; 
Г,', Г,', Т'э'... суть потеншалы, обусловливаемые въ точкахъ А,,А^,А,... 

второю системою. 

21' 
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Положимъ, что каждая точка одной системы д*йствуеть на точки 
другой системы, но не д4йствуетъ на точки своей системы. Работа Т^, 
производимая притягивающими силами первой системы для перем^щеш 
точекъ второй системы изъ положенШ, въ которыхъ потешцалъ равенъ 
нулю, въ положешя Бр 1В^, В^ ... равна 



ТГ = Г,т/ -ь Г^т/ ч- Г,»!,' 



. • . . (Ыб) 



Работа, производимая притягивающими силами второй системы Д1я 
перемЬщешя точекъ первой системы изъ положенШ, въ которыхъ потен- 
щалъ равенъ нулю, въ положен1я А^^ А^у ^в-.. равна 



Пусть: 



Гц, = разстояше между т^ и ш\ 
Гз! = разстоян1е между т^ и т\ 



• а. • 



. . . . (817) 



Тогда: 



у,= 



у,= 



т, 



т. 



ш. 



11 



21 



т, 



171. 



^81 



.... • 



11 



13 



13 



Подставляя эти величины въ (816) и (817), находимъ: 



^^,^щт\ 



11 



ЦГ ^ ^1^ 1 



Ч- . . . = Е 



т9п' 



11 



12 



21 



Поэтому: 
Эта величина: 



ТГ' = Ж 



ТГ' = Ж = I 



тт' 



(Щ 



(819) 






. (821) 



(822) 



.«••••••• \^и№0| 



называется взаимньшъ потенцгаломъ двухъ системъ или взаимною работой. 

Если каждая изъ системъ представляетъ собою сплошное тЬло, то 
формула (823) можетъ быть представлена въ вид'Ь: 



^V 



= ТГ' = У*У*у*Гр'(?г;' = У*У*У*Гр(г<; . . .(824) 



гд'Ь: V — есть потенщалъ обусловливаемый первьогь гЬломъ, 
р' — плотность второго гЬла, 
V' — объемъ элемента второго гЬла, такъ что: 
р'йу' = масса элемента второго гЬла. 
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§ 330. Формула Грина выраженная помощью взаимныхъ потенц1аловъ. 

Обратимся теперь къ третьей формул* Грина (796): 



^ 
Лп 



Й5 = 



= — 41Г / / |[Гр'— Гр]Лгсгуй^ (796) 

Представимъ себ* л^ системы матерхальныхъ точекъ (фиг. 128) и 
замкнутую поверхность 5, охватывающую часть 1-й и часть 2-й системы. 
Распространимъ интегралы л-Ьвой части уравнен1я ^796) на эту поверх- 
ность 5, интегралъ же правой части на объемъ, огра- 
ниченный поверхностью 5. Пусть: 

V = потенц1адъ, обусловливиемый 1-ю системою, 

У'= потенщалъ, обусловливаемый 2-ю системою, 

р и р' — плотности, 

п — вн^^шняя нормаль поверхности 5. 

Припомнимъ, что формула (796) выведена была при 
услов1яхъ (795) и что, на основаши теоремы Лапласа, 
УЧЮ Ля^ вн'Ьшнихъ точекъ равенъ нулю. 

Уравнеше (796) можетъ быть представлено, согласно съ (824), и съ 
§ 316 въ вид*: 

У*/*[ГР' — Г'Р]Л = — 47г[ТГ, — ТГ'^]. . . .(825) 

гд*: ТГ^ — взаимный потенщалъ 1-ой системы и внутреннихь точекъ 

2-ой системы, 
Ж'1 — взаимный потенщалъ 2-ой системы и внутреннихь точекъ 

1-ой системы, 
Р — сила притяжен1я, оказываемая на 1 массы въ Лз первою 

системою, 
Р' — сила притяжен1я, оказываемая на 1 массы въ Лз второю 
системою. 




Фиг. 128. 



ОТДЪЛЪ VII 
Равнов'Ье1в гибкой нити. 



ГЛАВА I. 

Равнов'1Ьс1е свободной нити. 

§ 331. ЦЪпная лин1я. Представимъ себ'Ь тонкую тяжелую совершенно 
гибкую нить, то есть такую нить, которая подчиняется дМствш тяжести 
и въ поперечныхъ с']Ьчен1яхъ которой проявляются только натяжегоя, на- 
правленныя по касательноЁ къ нити. Нить предполагается настолько тон- 
кою, чтобы можно было разсматривать ее какъ кривую и говорить о ея 
касательной, плоскости со1фикосновен1я и проч. 

Кривая, по которой такая однородная нить располагается въ верти- 
кальной плоскости подъ д'Ьйствхемъ своей тяжести, если подвешена въ 
двухъ неподвижныхъ точкахъ АтВ, называется цппною лингею (фиг. 129). 
Найдемъ уравнеше ц'Ьпной лиши. Пусть: 
гю — в^съ единицы ддины нити = плотность нити, 
й$ — длина ея элемента, такъ что: 
юЛз — в-Ьсъ элемента нити, 
С — нижняя точка нити; въ этой точк* касательная горизонтальна. 

Примемъ какую-нибудь горизонтальную прямую, лежащую въ плоскости 
нити, за ось х\ вертикаль, проходящую чрезъ С примемъ за ось у. Пусть: 
9 — уголъ наклонен1я касательной въ точк* т нити къ оси л, 
Т^ — натяжеше въ С, 
Т — натяжеше въ точк* Р, 
5 = длина части СР нити. 
Направлен1я натяжен1й Т^ и Т указаны на чертеж* (фиг. 129) 
стрелками. 

Часть СТ нити находится подъ д'Ьйствхемъ трехъ силъ: Т^, Т и в*са 
1€ . 6' приложеннаго къ центру тяжест!! дуги СР. 

Равнов'Ьсхе горизонтальныхъ слагающихъ выразится уравнешемъ: 

Гсо59 = То (826) 



— 327 — 



Равнов^с1е вертикальныхъ слагаюпшхъ выразится уравнетевгь: 

Тзгп^р = ю . 8 (827) 



Разд4ливъ почленно (827) на (826), получимъ: 



(828) 



Если нить однородна, то гс постоянное, и можно положить: 



^ = с 
ю 



(829) 



такъ что (828) приметь видъ: 



с1х 



8 

с 



(830) 



Известно, что: 



Ш'=-Ш' '-> 



Изъ (830) и (831) сл'Ьдуетъ: 



( 






или 



йу = -: 



8^8 



^8' Н- С 



с>2 



(832) 



Интегрируя (832), получимъ: 

у-^ А = ± 1/?^=Гс* (833) 

гд'Ь А постоянное интегращи. Если х и 6* увеличиваются, то и у увели- 
чивается, какъ это вид- 
но изъ (830). Поэтому ^ 
въ (833) нужно пе- ^ 
редъ радикаломъ взять "^^-^^ 
знакъ -+- . При 5 = 
изъ- (833) им^емъ у -н 

^ = с. Следовательно, 

если возьмемъ ось х 
на разстоян1и с ниже 
точки С, то Л = О, и (833) приметь видъ: 




о т 

Фиг. 129. 



К 



н 



у- = 5^ -н с^ 



(834) 



Опред-Ьливъ у изъ (834) и подставивъ въ (830), найдемъ: 

С(18 



1/5= -+- с" 



= их 



(835) 



б| 
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Интегрируя (835), получимъ: 

с . 1д [8 н- \/8^ н- с^] = х-+^В (836) 

гд* в постоянное интеграцш. При х =^ О и в = 0; поэтому В = с1де, 
и (836) приметь видъ: 

X 

\/^~ЦГ^ -^8 = се^ (837] 

Изъ (837) и (834) находимъ: 

У = 2 \€^ч-е~ ^~) ^^^ 

5 = |(е7_Г^) (^39) 

Зд'Ьсь (839) даетъ длину нити отъ С до точки Р, илгЬющей абсциссу 
X, тогда какъ (838) и есть ураененге цгьпной линги. Вертикаль Оу, про- 
ходящая чрезъ нижнюю точку С нити, называется осью ц-Ьпной дяти. 
Горизонталь Ох леясащая подъ нитью на разстоянхи с отъ С называется 
директрисою ц'Ьпной лиши. Нижняя точка С называется вершиною цеп- 
ной лиши. 

§ 332. Свойства цепной лин1и. Уравнен1я (826) и (829) показываюгь. 
что юризонталънсм слагаюгцая напряженгя одинакова во всгьхъ тон- 
кахъ цгьпной линги и равна и- . с. 

Уравнеше (827) показываетъ, что вертикальная слагающая натяже- 
нгя равна IV . з, то есть пропорцгональна длинп» нити, считаемой от 
вершины С до разсматриваемой тючки т. 

Возвышая почленно въ квадратъ и складывая (826) и (827), полу- 
чимъ: 

или, согласно съ (829): 

Т = и^^ («2 -|_ с^) 

или, согласно съ (834): 

Т=и? . у (840) 

Следовательно: полное натяженге ранено IV .у^ то есть пропорни>- 
нально ордг1напт, 

Укажемъ на н^Ькоторыя свойства ц1^пной лиши. 

Положимъ, что 7пК есть ордината въ т, такъ что, согласно съ (840): 

Т=гV . Кт (>^41) 

Опустимъ изъ Л^ перпендикуляръ КЬ на касательную, проведенную 

въ т. Тогда: 

уголъ тКЬ = ф 

тЬ = тК . згп^ = 8 (842) 



I 
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согласно съ (827), 

КЬ = тУ . С08^ = с (843) 

согласно съ (826). 
Изъ (830) И1гЬемъ: 

Дифференцируя, получимъ: 

— а ^ , = (844) 



Известно, что радаусъ кривизны р выражается чрезъ ф формулою: 

р = | (845; 

Изъ (844) и (845) получимъ: 

р = — ^ (846) 

Но изъ прямоугольныхъ треугольяиковъ ЬШт и 1^тИ сл4дуетъ: 

С08^ С08 ф 



ИЛИ, согласно съ (843): 



тН = -^ (847) 

С05 ф 



Изъ (846) и (847) сл*дуетъ: 

р =: тН = нормали въ точк* т (848) 

Форма ц'Ьпной линш вполне определена, если дано единственное по- 
стоянное с, входящее въ ея уравнеше (838). Это постоянное с называется 
параметромъ ц'Ьпной лиши. 

Изъ (846) сл-Ьдуотъ, что с равно радхусу кривизны въ вершин* (при 
Ф = 0). 

§ 333. РавиовЪс1е неоднородной нити. Если нить неоднородна, то есть 
плотность ея неодинакова въ разныхъ ея точкахъ, но постепенно ме- 
няется съ переходомъ отъ одной точки къ другой, то в^съ части нити 
отъ 5 =: О до 5 = 6' будетъ: 



я 



I 



гсйв (849) 

о 
Поэтому вместо (826) и (827) получимъ: 

Тш^= То (650) 



$ 



Тзгп^ = I и^ , а8 (851) 

о 



чзи\/ 



Отсюда: 



* 



гоОз (652) 

о 
Дифференцируя (852) получииъ: 

П -§- = «;. Й8 (853) 



Отсюда согласно съ (8^5): 



гс=. — ^^ (854) 



Но известно, что: 

3 

«15 



л^Ат 



их" 

СОЗ'Ф =^ -7 = = у = (Ь56) 



"' ]/'ЦШ 



Подставляя эти величины въ (854), получимъ: 



Это уравнен1е (857) опред'Ьляетъ плотность го въ каждой точк* н^ 
однородной гибкой нити. 

Наоборотъ: можетъ быть данъ законъ: 

ьо = /{$) (Ьое) 

рас11ред'Ьлен1я плотности. Чтобы найти по этому закону уравнен1е не- 
однородной гибкой нити опред'Ьляемъ изъ (852) -^ (равную /^(р);поло- 
жимъ, что получили: 

Тогда: 

а; = У'[1 -ь(^ЧЮ)']"^* (^59) 



У 



= /*[! -ь (Р (5))^] "^ .У{$).(к (860) 



§ 334. Циклоидальная нить. Неоднородная нить внснтъ ивгЬя фор)? 
циклоиды. Найти законъ распред1и[ен1я плотности. 



II 
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Известно, что въ циклоид^к, описанной катаньемъ круга рад1уса а 

р = 4а С08 ф, 

5 = 4а 81П ф. 

Подставляя въ (854), найдемъ: 

• ••••• (861) 



Го 3 16а^ То 

4а (16а^ — 8^)'* 




§ 335. Параболическая нить. Р'Ьшимъ задачу, относящуюся къ устрой- 
ству ц4пныхъ мостовъ. 

На нити ВСЕ подв^Ьшена помощью весьма легкихъ вертикальныхъ 
нитей другая нить ЛОВ (фиг. 130). В4съ нити ВСЕ и вертикальныхъ 
нитей ничтоженъ сравнительно съ 
в*сомъ нити ЛОВ. Вертикаль- 
ныхъ нитей такъ много, что каж- 
дый элементъ нити ЛОВ виситъ 
на особой вертикальной нити. Най- 
ти кривую, по которой должна ра- 
сположиться верхняя нить ВСЕ 
для того, чтобы нижняя нить А ОВ 
была прямолинейна. 

Натяжен1я въ точкахъ О и Ж нижней нити горизонтальны и взаимно 
равны; схЬдовательно в-Ьсъ части ОМ несется натяжешями въ точкахъ 
С и Р верхней нити. Поэтому верхняя нить ВСЕ можетъ быть разсма- 
триваема какъ такая однородная тяжелая нить, въ которой в'Ьсъ какой- 
нибудь ея части С В равенъ шх^ гд* х растоян1е ОМ. 

Равнов4с1е горизонтальныхъ силъ даетъ: 

Тш^ = То (862) 

Равнов*с1е вертикальныхъ силъ даетъ: 

Т$гп(р = тх (863) 

Д'Ьля (863 на 862), получимъ: 



п1х = Т,.1д^=Т,.^ 



Лх 



(864) 



Интегрируя (864), получимъ: 



шх- 



= Т,.{у- с), 



(865) 



гд* с постоянное интегращи. 

Уравнен1е (865) представляетъ собою параболу. Итакъ: верхняя нить 
располагается по парабол1^. 

Нижняя нить можетъ быть заменена балками моста. Эта задача была 
Р'Ьшена впервые академикомъ Николаемъ Фуссомъ (Кота А ска Ре1;горо- 
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Шапа, 1;. 12, 1794), проэктировавпшмгь Ц'1^пной мостъ чрезъ Неву, но 
нашедшимъ, что изготоблявш1яся въ то время ц-Ьпи не выдержали бы 
такого моста. 

§ 336. Ц%пь равиаго сопротивлен1Я. Тяжелая нить, висящая на двухъ 
неподвижныхъ токчахъ, такова, что площади ея поперечныхъ с4чешй про- 
порщональны натяжешямъ. Найти кривую, по которой располагается 
такая нить. 

В'Ьсъ элемента нити равенъ г€€и. По условио задачи: 

Т = с . «;, (^60) 

гд1Ь с некоторый постоянный коэффищентъ. Получимъ: 

Тсо8^ = Го (867) 

Т8гп^=~ Г таз (^6?) 

Огсюда: 

с . (дц> = I 8есц> . (1$ (г^бУ) 

Дифференцируя, получимъ: 

с , зес^^ = 5всср . -г— (870) 

Отсюда: 

р.с05ф = с (^71) 

Зд']^сь ф есть уголь, составляемый касательною съ горизонталью. Онъ 
равенъ углу составленному нормалью съ вертикалью. Следовательно (871) 
показываетъ, что въ настоящемъ случае: проложенхе радиуса кривизны 
на вертикаль, есть величина постоянная. 

Пользуясь формулами (855) и (856), получимъ изъ (871): 

"' '^'2' _ 1 (8721 



Интегрируя, получимъ: 

их 



дх^ с 



^ = ^^(1-4-^), (873) 



гд^ А постоянное интегращи. Если начало взято въ нижней точБ^ нитн, 
то ^ =: 0. Поэтому: 

^У ^^^ /»\ . (874) 



Интегрируя, получимъ: 



у := с . 1д8ес 1-\ 11^^э) 

Вотъ каково уравнен1е нити равнаго сопротивлешя. 
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§ 337. Уравнт|1я равновЪс1я нити, подъ д'Ьйств1е1гь камхъ бы то ни 
было оил, въ перен^ниыхъ приеущихъ задачъ. Пусть (фиг. 131): 

А начало, отъ котораго отсчитывается дли- 
на 5 нити, 

АР =8, 

А^ = 8 -л- из, \\^ В 

Т натяженхе въ Р. 

Т ч- ЛТ натяженхе въ ^. 

Разложимъ силы, ;гЬйствующ1Я на элементъ 
Р^, по касательной, по нормали и по бинор- д. 
Мали (бинормалью называется перпендикуляръ 
къ касательной и нормали), проведеннымъ въ Фиг. 131. 

Р. Пусть: 

ГЛз—силз., направленная по касательной въ сторону возрастающихъ 9, 

в (2»«— сила, направленная по внутренней нормали, 

НЛн — сила, направленная по бинормали, 

С — центръ кривизны элемента Лз = Р^. 

Эти три направлен1я называются главными направлен1ями кривой въ 
точк* Р. Уголъ РС^ равенъ углу йу, составляемому касательными, про- 
веденными въ точкахъ Р и ^. 

Элементъ Лз находится въ равнов'Ьсш подъ д'Ьйствхемъ силъ: 

Г; Ш-йТ; Рс1з; ОЛз; НЛз. 
Равнов^с1е силъ, направленныхъ по касательной, дастъ: 

{Т-\-аТ) ,соз(а^) — Т-\-Рй8 = (876) 

Зд'Ьсь уголъ д^ весьма малъ, всл^^дств1е чего соз (Л^) можно принять 

■ 

за единицу, и (876) приметь видъ: 

АТ'^Раз = (877) 

Равнов^^С1е силъ, направленныхъ по нормали, дастъ: 

(Т'^\-йТ)8гп{а^)'^-еаз = (878) 

Зд'Ьсь въ сумм* Т-+- йТ можно пренебречь членомъ йТ и, всл4дств1е 
малости угла йф положить згп {й^) = йф. Тогда (878), согласно съ (845) 

приметь видъ: ^ 

Г— -ьей5 = (879) 

Р 

Дв1 последовательный касательный, по которымъ направлены натяже- 
Н1я Т и Тн- ЛТ. лежать въ плоскости прикосновешя и потому не да- 
дутъ проложен1й на бинормаль перпендикулярную къ этой плоскости. По- 
этому равнов^схе силъ, направленныхъ по бинормали, дастъ: 

Н.й8=0 (880) 
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Уравненк (877), (879) и (880) и суть искомыя обпця уравнен1я рав- 
нов'1с1Я нити въ перем^нныхъ риз. Плотность и? предполагается вклю- 
ченною въ РЛз, ОЛз и Нс1$. 

Эти уравнен1Я показываютъ, что д4йств1е натяженШ Т л Т -л- Ц 

эквивалентно д^йствш силы йТ дМствующей по касательной и сил* Т - 
действующей по внутренней нормали. 

§ 338. Уравнен1е равнов%С1я гибюй нити, подъ д%йств1ешъ какихъ (у 
то И1 было еялъ, въ Деиартовыхъ координатахъ. На алеиентъ ск = Р^ 

(фиг. 132) дЬйствувэтъ силы ХЛ. 
Тс18, 2 из и натяжешя прилохен- 
ныя въ Р и ^. 

Проложеше, на ось х^ натяжешя. 
д^йствующаго въ Р равно Тсов («к, х\ 




ж: 



с1х 
5Г 



или Т ^ и направлено вл^во. 



Проложеше, на ось х^ натяжешя. 
д']^йствующаго въ ^ равно, следова- 
тельно: 



Фиг. 132. 



^$1 (18 \ с[$} 



а$ 



и дМствуетъ вправо. Поэтому равнов^схе силъ, направденныхъ по оси х 
дастъ: 



^1т^\а8-\-ХА8 = 0. 



) 



или 



— ( Т — 

€18 \ (к 



Х = 0. 



действуя такъ же съ проложетями на оси у и е, получимъ: 



А ( т ^\ 
А ( Т ^\ 

аз \ аз) 
— ( т —\ 

С18 \ ^8 1 



-4-Х = 



-+- г = о 



н- 2Г = 



. . . (■?>^1| 



Таковы искомыя уравнен1я равновес1я гибкой нити въ Декартовып 
координатахъ. 



р 



ГЛАВА II. 

'авнов^Те нитей, принужденных'ъ находиться 
на данньгхъ кривых'ъ. 

§ 339. Равнов-Ьс^е легкой нити на совершенно гладкой кривой. Нить 
принуждена находиться на данной плоской кривой (напри»гЬръ, зак.шчона 
въ трубку), н на концы ея Д'ЬЯствуюгь даниыя си.1ы. Найти услов1я 
равнов^с{я такой нити, предполагая, 'гго между ег и кривою не суще- 
ствуетъ трен1Я и что в'Ьсомъ нити можно пренебречь сравнительно съ 
действу юо[ин1[ на ея концы силами. 

На такую нить д-Ьйствуютъ только даовыя натяжешя ковцовг и дав- 
лсшя кривой. Если ЛЙ5 есть давдбН1е кривой яа элеменгь (?8 нити, 
то В есть давлен1е кривой на единицу длины нити. Это дав-чете обыкно- 
венно считается положительнымъ въ наиравлен1н противуположнонт. на- 
11равлен|ш рад1уса кривизны. 

Уравнешя (877) и (8751) дадутъ: 

ЛТ=0 (а82) 

Т— - Вйа = (883) 

Р 

Эти тР'^'Внешя выражаютъ, что если легкая вить принуждена оставаться 
ва совершенно гладкой кривой нодъ д11Вств1емъ сялъ цриложенныхъ кг 
концамъ и находится въ равно8'ЁС1и, то наряжон1е Т постоянно (одина- 
ково во вс'Ьхъ э.1ементахъ нити) и давлен1е В иропорп1онально кривизне. 
§ 340. Равнов-Ьо1е тяжелой нити на совершенно гладкой кривой. Поло- 
жинъ теперь, что в'Ьсь янти настолько велвкъ. что нельзя имъ пре- 
небречь (фиг. 133). 

Элементъ йя = Р^ находится иодъ д11Йств1еиъ си.п.: 
гг 11з — направленной по ординатЬ РЛ'. 
В (}з — направленной но нормали РО, 
и натяжетй въ точкагь Р п (^. 
Разлагая эти силы по касательной и по нормали, получнмъ; 

(77" — гсйв . 8т(р = О (883) 

Г— — 1ГГ/5. со8^ ■ В. (18— О . . . .(884) 

Такъ какъ /^1р = ^, то (883), по интегрированш, даетъ: 

Т=иу-*-с (885) 

11йэТ01Л% если Г, и Т^ суть натяжен1я въ точкахъ, ординаты кото- 
рыхъ сутъ у, и у^. то: 

Т, - Г, = «-■ О/. - у,) (886) 
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Этотъ важный резудьтатъ можетъ быть вьфаженъ такъ: если тжж^ 
лая нить принуждена оставаться на совершенно гладкой кривой лежа- 
щей въ вертикальной плоскости и находится еъ раеноегьсги подь дпйг 
ствгемь данныхь натяженгй на конгщхъ, то разность натяженгй вь %&- 
кихЪ'Ли^о двухь ея точкахъ равна вп»су такой же нити^ ампюьцей дмщ 
равную разности ординатъ зтихь точекъ. 

Этотъ результать выведенъ только изъ уравнвН1я (883), то есть изъ 
равнов'Ьсая силъ д']^Ёствующихъ только по направленхи касательной. По- 
этому онъ не зависитъ отъ уравнешя (884). Следовательно, если нить 
только некоторыми своими частями принуадена лежать на совершено 





Фиг. 134. 

гладкихъ кривыхъ, какъ это показано на чертежЬ (фиг. 134), то урав- 

неше (886) и результатъ, имъ выражаемый, остаются верными н т 

такой нити. Если при этомъ нить виситъ такимъ образомъ только подь 

действ1емъ собственной тяжести безъ особыхъ грузовъ на концагь, то 

изъ сказаннаго по поводу (886) сл^дуеть, что концы ея ^ и ^ будуть 

находиться на одной горизонтали и ниже этой горизонтали не будетъ 

находиться ни одна точка нити, а наибольпия напряжешя будуть въ 

наивыспшхъ точкахъ нити. 

Для опред'Ьлен1я натяжешя въ какой-либо точк4 Р (фиг. 133) напв- 

шемъ (884) въ вид*: 

Вр = Т — и?р.со$ц) (887) 

Если Т1 есть натяжеше въ какой-нибудь точк* А я л высота точки Р 
надъ Л (разность высотъ точекъ Р и -4), то, согласно съ (886): 

и (887) принимаетъ видъ: 

Др = Т, -н м; (4г — р . соз^) (885) 

Отложивъ по нормали длину Р8 = р въ сторону противоположную о, 

получимъ точку 5, которую можно назвать антицентромъ. Высота антн- 

центра 5 надъ А равна 

2 — р . С05 ф (889) 

(888) выражаетъ, следовательно, что разность Вр — 1\ равна в4су жив, 
длина которой равна разности высотъ антицентра 5 и точки А. 
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Если конедъ Л свободенъ (фиг. 134), то Др въ точк-Ь В равно 
произведенш и? на высоту В надъ А, Въ гЬхъ точкахъ С, С'..., въ 
которыгь нить свободна, давлеше В равно нулю. Сл'^довательно, всЬ 
антицбнтры кривизны свободныхъ частей лежать на прямой, соединяющей 
свободные концы Л п В. Эта прямая называется общею директрисою 
пров-Ьсовъ С, С. 

Отсюда слЬдуетъ, что натяжен1е Т въ каждой точк'Ь Р нити равно щ, 
гд* у есть высота точки Р надъ горизонталью, называемою статическою 
директрисою. Величина Вр равна г^г/, гд* у' есть высота антицентра 
надъ статическою директрисою. Если имеются свободные концы Л я В, 
то они лежать на статической директрисЬ. 

§ 341. РавногЬс1е легкой нити на шероховатой кривой. Положимъ, что 
в*съ нити очень малъ но между нитью и кривою, на которой она лежитъ, 
существуетъ трен1е. Благодаря трен1ю, силы Рц Г' д'Ьйствующ1я на кон- 
цахъ Л и В (фиг. 133) не равны. 

Положимъ, что нить стремится сдвинуться въ направлеши АВ, Тре- 
ше на элеменгЬ Лз равно ]л.ВЛ8, гдЬ ^а коэффищентъ трен1я. Оно дЬй- 
ствуетъ въ направлен1и В А. 

Применяя къ настоящему случаю уравнен1я (883) и (884) съ пре- 
небрежешемъ в-Ьса и съ введетемъ трен1я, получимъ: 

йТ— 1лДЙ5 = (890) 



Т—~Ва$ = () (891) 



Исключая Л, найдемъ: 



у, = 1* — = ^(Ц (892) 

Интегрируя, получимъ: 

1дТ =^ ^^ -\- А 
или 

Т= Ве^'г (893) 

гд* А и в неопред'Ьленныя постоянный. 

Если Т^ и Тз суть натяжен1я въ гЬхъ точкахъ, въ которыхъ каса- 
тельныя составляютъ съ горизонталью углы ^^ и ^з? то: 

Т, = Т, . в" (^3-?!^ (894) 

Это уравнен1е (894) показываетъ, что если легкая нить находится 
на шероховатой кривой въ предЬльномъ равнов'Ьсш, то: 

^ __ р'* (?2— ?1) 

4 

Изъ (891) видимъ, что Лр равно натяжен1ю Т. 

Делоне. — Курсъ теоретической механики. 22 
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§ 342. Равиов'Ьс1е тяжелой нити на шероховатой кривой. Вводя въ 
уравнетя (883) и (884) и в'Ьсъ и треше, получимъ: 

йТ — гс . й8 . 8гп^ — ^Яйв ^ О (895) 

Т.йн 

— г€ . из . со8^ — 7? б/б' = О (896) 

Р 
Исключая 2?, получимъ: 

— [I. Т = и?р {8%п 9 — |х соб* ф) (897) 

Помноживъ об-Ь части на е"**^ и интегрируя, получимъ: 

Те-'*? = I* и)^ (5шср — р. . со5ф) . е-'*? д^-л- С . . (89&1 

Если дана форма кривой, то опред^ливъ р чрезъ ср, вставивъ въ (898) 
и взявъ интегралъ, получимъ: 

Г^-"? =/(9) -^ С (899) 

Давлен1е определится уравнешемъ: 

1гр = Г— г/;р . С08^ (9О0) 

Если нить огибаетъ небольшой блокъ, такъ что можно пренебречь 
в'Ьсомъ ея части прилегающей къ блоку, то можно пользоваться форму- 
лами предыдущаго параграфа и для тяжелой нити. 



ГЛАВА Ш. 

Равнов'Ёе1е гибкой нити на поверхности. 

§ 343. Равнов'Ьс1е гибкой нити на совершенно гладкой поверхносп 
подъ д'кйств1еиъ какихъ бы то ни было силъ. 

^У^^^- / (^, 2/, -^) = О (901) 

есть уравнен1е поверхности, на которой лежитъ нить. Пусть: 

ЕЛз — давлен1е поверхности на нить, направленное по внпАпш 
нормали, 
1,т,п — косинусы угловъ. составляемыхъ внутреннею нормалью съ 

осями. 
По.1ьзуясь уравнешями (881) и включая въ нихъ силу Яй^ получимы 

(1 I ^ йх\ 



С[8 



из] 



-л- Х-- Е1 =0 



аз \ аз 
аз \ а8 



. (902) 



- 33^> — 




Зд*сь мы им^емъ однимъ неизв*стнымъ К больше, ч'Ьмъ въ (881), но 
зато им'Ьемъ еще уравнеше (901). 

§ 344. Уравнен1я равновЪсЁя нити, лежащей на поверхности въ пере- 
М'кнныхъ присущихъ задаче. Пусть (фиг. 135): 

Р^ — элементъ Лз нити. 
ГА — касательная къ нитивъ точк4 Р, 
АРВ — плоскость касательная къ по- 
верхности въ ТОЧК'Ь Р, 
РВ — перпендикуляръ къ РА въ плос- 
кости АРВ, 
РN — нормаль къ поверхности въ Р, 
РС — рад1усъ кривизны нити, лежа- 
пцй въ плоскости БР-У, 
Ь — уголъ СРN образуемый плоскостью СРА соприкосновен1Я 
нити и нормалью РN, 
Элеменгь нити находится подъ д'Ьйств1емъ сл^дующихъ силъ: ХЙ5, 
У (18, 2 с1$ д'Ьйствуюпщхъ по осямъ координатъ, которыя не изображены 
на чертеже (фиг. 135), 

давлен1я Вс18 по Л^Р, натяжешй въ Р и ^, которыя, согласно съ 

§ 339-мъ, суть: с1Т по Рд и Т — по РС. 

Равнов1^с1е силъ, направленныхъ по касательной даетъ: 



Фиг. 135. 



ат 



(18 аз 



2й8 -^ = 0. 
а8 



Отсюда: 



т н- 1\х11х ч- гду ч- га^) = а . 



(903) 



гд* А постоянное интегращи. 

Положимъ, что сила консервативна (X, 3', 2 — суть производныя по 

л, I/, ;? силовой фукши ТГ). Тогда / (Хах н- Уау ч- 2а^) есть работа 

заданныхъ силъ. Уравнен1е (903) выралоьетъ, что сумма натяженгя Т 
и работы заданныхъ силъ есть величина поапоянная (одинакова во всЬхъ 
точкахъ нити). 

Взявъ интегралъ / {Хах ч- Уау -ь Еаг) въ пред1'»лахъ между двумя 

точками Р и Р' нити, получимъ: разность Т^ — Т^ натяжений въ двухъ 
точкахъ нити не зависитъ отъ длины и формы нити п равна разности ра- 
ботъ въ этихъ точкахъ, пронзводпмыхъ заданными силами. 

Условимся измерять р внутрь по РС и В внп> по NР. Положимъ. 
что /, т, п суть косинусы, составляемые съ осями координатт» внутрен- 
нею нормалью РN, Равнов'Ьс1е силъ направленныхъ по нормали дастъ: 

таз 



С08 Ь ч- ХЫз -ь Тта8 -ь 2па8 — ваз = о 



. (904) 
22* 
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По изв'Ьстной теорем'Ь о кривизне лии1й, лежащихъ на поверхностях!. 
рад1усъ кривизны р нити будетъ равенъ 

р = Р'соб'6, (905) 

гд* р' есть рад1усъ кривизны нормальиаго с'Ьчен1я поверхности, сд^лан- 
наго плоскостью NРА, содержащею нормаль поверхности и касательную 
къ нити. Поэтому (904) приметь видъ: 

Т 
, -^- XI ч- Ут ч- 2п = Л (1Ю<)| 

Р 

Это уравнен1е (906) показываетъ, что равнодМствующее давлеше К 
на поверхность равно суммЬ нормальиаго давлешя, происходящаго оп. 
натяжешя, и даатенхя равнаго проложешю заданныхъ силъ на норма1ь. 

Разсмотримъ наконецъ равнов'Ьс1е силъ, направленныхъ по касатель- 
ной РВ къ поверхности. Пусть X, }х, V суть косинусы наклонешя пря- 
мой РВ къ осямъ координатъ, удовлетворяющ1е уравнеюямъ перпенди- 
кулярности: 

ОХ ду ог 

. их (^у Л^ 

л на— ^ ч-у — • 

Равнов'Ьс1е силъ направленныхъ по РВ дастъ: • 

- бшО -ь XX ч- 1> -ь ^Гу = О (907) 

Р 

Уравнешя (903), (900) и (907) суть искомый уравнен1Я равнов'к1Я. 

§ 345. Геодезичеси1я лин1и. Если на какую-нибудь^ часть нити нед^й- 
ствуютъ заданный силы, а только натяжен1я, то для этой части X = 0. 
Г := О, ^ = 0. Это можетъ быть, наприм'Ьръ, въ томъ случае, если мы. 
держа нить въ рукахъ, наложимъ ее на поверхность такъ, что концы, 
идупце отъ рукъ къ поверхности, будутъ вытянуты въ прямыя лиши, а 
остальная часть нити натянется на поверхности, принявъ видъ некото- 
рой кривой; эта именно часть нити, .1ежащая на поверхности и разсма- 
тривается, 

Уравнен1е (903) показываетъ, что натяжен1я во всЬхъ точкахъ части 
лежащей на поверхности одинаково. 

Уравнеше (906) показываетъ, что давление пропорщонально кривизне 
поверхности по нити. 

Уравнеше (907) показываетъ, что 6 = 0, то-есть, что плоскость со- 
прикосновен1я нити содержитъ въ себ'Ь нормаль къ поверхности. Кривая, 
идущая по поверхности такъ, что во всЬхъ ея точкахъ нормаль поверх- 
ности находится въ плоскости соприкосновен1я, называется геодезическою 
лингею. 
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Итакъ: Нить, натянутая на поверхность, принимасупь видь одной изь 
геодезически хъ лиши поверхности. 
Поэтому, наприм'Ьръ: 

1) Нить, натянутая на шарь, располагается по дугп» больгиого круга, 

2) Нить, натянутая на круглый цилиндръ, располагается по винто- 
вой линШу частными случаями которой могутъ быть также окружность 
перпендикулярная къ образующимь или одна изь образующихь. 



ГЛАВА IV. 

Равнов'Ьс1е растяжимой гибкой нити. 

§ 346. Законъ Гуна. Положимъ, что растяжимая (эластическая) нить 
им'Ьетъ, въ обыкновенномъ (нерастянутомъ) состояши длину ?, . Если при- 
ложить къ ея концамъ дв'Ь равныя п противуположныя силы, изъ коип* 
каждая равна Т, то нить растянется и длина ея сделается равною /. 
Опытъ показываетъ, что полное удлинеше I — /, нити пропорд10нально 
ея первоначальной длин'Ь ?, и пропоршонально сил'Ь Т. 

Въ этомъ и состоитъ законъ Гука, который можетъ быть выраженъ 
формулою: гр 

гд* ^^- есть н'Ькоторый постоянный для даннаго вещества коэффищентъ. 

Если ДВ'Ь равныя и параллельный нити будутъ растягиваемы силами, 
изъ которыхъ каждая равна Т и приложена къ совокупности об'Ьихъ ни- 
тей, то, само собою разумеется, что для такого же удлинен1я ихъ, какое 
было произведено надъ одною нитью, потребуется вдвое большая сила Т. 
Следовательно сила, -потребная для произведенья даннаго удлиненгя нити, 
приготовленной изь даннаго вргцоапва, пропорцгональна площади 'поггереч- 
наго сп>ченгя нити. 

Поэтому и коэффищентъ Е пропорщоналенъ площади поперечнаго сЬ- 
чешя нерастянутой нити. Однако обыкновенно коэффицхентъ Е относятъ 
къ единице площади поперепнаго сечен1я, для того чтобы можно было, 
составить таблицы такихъ коэффищентовъ для данныхъ веществъ. Ко- 
эффищентъ Е, отнесенный къ сднннцЬ площади поперечнаго сечен1я, на- 
зывается коэффицгентомь упругости пли модулемь Юнга. Ч^мъ больше 
коэффищентъ упругости вещества, гЬмъ менп>^ растягивается, подъ дЬй- 
ств1емъ данной силы, нить даннаго поперечнаго с'Ьчен1я, приготовленная 
изъ этого вещества. 

Если бы можно было растянуть нить вдвое противъ ея натуральной 
длины и нить при этомъ не рвалась бы и не переставала следовать за- 
кону Гука, то, какъ видно изъ (908), нужно было бы приложить къ ея 



{ишюшь тшия вит Т, изъ коихъ каждая раввашсь бы Е. . 
конецъ нити закр'Ьпленъ неподвижно, то достаточно приложить къ свобод- 
ному ея концу силу Т, д^тя того чтобы, по 3-ыу закою' Ньютона, ссл- 
часъ же появилось ровное и протнвунодожное противод'1.Йств1е Г у и- 
«р'Ьпленяаго конца. Поэтому можно сказать, та козффашентъупргр^кяо) 
равень тому грузу, который наОо иодиплить на свободный ком^иь нити, 
приготовленной изъ даннаго вещеспша и илчьющсй площа^ гюпе}>*читй 
спчпнгя равн'/ю е&инщп, дл/ тою чтоГ/ы, пи'оретически *о*1оря, удвоаи» 
длину нити. 

На самомъ д-ЬдЬ такое удвоовге длины безъ разрыва и безъ отсттп- 
лешя оть закона Гука яожеть быть произведено только съ нитью орн- 
готовленною изъ такого растяжимаго вещества, какъ каучукъ, Въ (лч^ 
шинств'Ь же случаевъ, при постепенной аагрузкЬ, раньше 'сЬыъ будеть 
достигнуто удвосн1е Д.ТИНЫ пронзойдетъ разрывъ, а еще раньте иачвупа 
отступлешя оть закона Гу!са. 

Тоть наибольш15 грузъ. который ложно подв'Ьсвть на нить 1и|1)ишу|| 
площадь поперечнаго с1!чен1я равную единпцЬ, не заставлая еще ея огш- 
пать отъ закона Гука, называется предгьломъ упругости. 

Топ, наименьшШ грузъ, при котороиъ происходить разрывъ нити, 
вкКющей площадь поперечнаго сЬчетя равную единицЬ, называется я^е- 
<)гьломъ вреятнаго сощюуптлешя. 

Въ посл'|1душщемъ мы будемъ пр1'ДП1"1лагать. что не заходимт. за пр^ 
дЬлъ упругости. 

§ 347. Равнов^Ые растяжинм нити, растягиваемой грузонъ ^У. Шс1Ь> 
дуемъ равиов'Ьс11' однородной нити, одивт. коИецъ которой заьр^иленъ ир- 
подвижао, а на другой надеть грузъ ТР. Пусть (.фиг. 136): 

0^А^ — нить въ состояй!!! нсрастянутомъ {ею грузомь. и 
•^ своимъ в'Ьсомъ), 

О.^— нить растянутая грузовгь ТГ, 
7*,^, ^элемент], нерастянутой нити, 
Р(^ — элементъ" растянутой нити, 
(Г — в+.съ единицы нерастянутоВ 'внтн. 



О, 



^ 






-- ОР 



НатяжеН1е Т въ точ!;* Р 
и грузомъ Ж. Поэтому: 



Е 

'[■.шивастся 



■Ьсоиъ части нити РА 



Г = № (/, — Хд) -н Ж . . . , 

Прилагая формулу (906) къ элементу Р^ нолучвиъ: 
их — Их, = <1х, . ^ Т . . . . 



(901'| 
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Исключая Т изъ (909) и (910), получимъ: 

-^ = 1 -Ь • [«г (г, — «,) -н ТГ] (911) 

Интегрируя (911), получимъ: 



X =Х1-^е\ и-и^х^^ — ^ ^^^ "^ ^^А "•" ^ • 



• • • 



(912) 



При «1 = О и л; =::= 0. Следовательно С = 0. Поэтому, полагая въ 
(912) ^1 = ?!, получимъ: 

I — ^^ =^ - г . г€ . 1^^ -ь еЖ . 1^ = удлинеше . • . (913) 

Еслибы не было груза, то удлинен1е, согласно съ (§ 913) было бы 

^ е . 1С . 1^^. Если бы нить не имЬла в^Ьса, то удлинеше подъ дЬйств1емъ 

груза, согласно (913), было бы еТГ^!, Следовательно: у(>л^^н€я^е ^ е1е??1' = 

= 17 ^1^1^ ш 1^ подъ дтшствгемь собственною вгьса нити равно тому удли- 

нент^ которое происходить отъ подвлшивашя груза равнаго половинп> 
впса ъи1^ нити, 

§ 348. Уравнен1я растяжимой нити, подвЪшенной въ двухъ точкахъ. Для 

опред^ленхн уравнешя той кривой, по которой располагается тяжелая 
растяжимая нить, подвешенная въ двухъ точкахъ, поступаемъ такъ, какъ 
въ § 331-мъ. Пусть СР = 8^ = длина нерастянутой части, считая отъ ниж- 
ней точки до Р, остальныя обозначен1я так1яже, какъ въ § 331-мъ. По- 

•^"^^^ Тсо8^ = Т, (914) 

• Т вгп^ = ТТ. &! (915) 

Отсюда: 

Т2 = и;3 (с^ -Ь 5,") (917) 

Но 

Ах Лу 

—- = ео8% -у- = агп ср. 

08 €к^ 

Поэтому изъ (914), (915) и (908), получимъ: 



(918) 



у = [~^^= и, 1'Ц 1 + |)йв.= 2*^ (с'^-V)-ьV'ё' 4-^(919) 
Исключая &1 изъ (918) и (919) получили бы искомое уравнеше. 



-^ ■ |<- 



ОТДЪЛЪ VIII. 
Равнов'Ье1е упругихъ стержней. 



ГЛАВА I. 

Растяжен1е стержней. 

§ 349. Растяжен1е вертикальнаго стержня, верхн!й конецъ которагоза- 
ир^пленъ неподвижно. Представимъ себ'Ь вертикальный стержень, верхнЦ 
конецъ котораго закр'Ьпленъ неподвижно. Такой стержень будетъ растя- 
гиваться подъ вл1ятемъ груза, подкЬшеннаго на его нижнемъ кошгЬ н 
даже подъ вл1ян1емъ собственнаго в'Ьса. Если со есть площадь попереч- 
наго с4чен1я стержня, которое мы предполагаемъ значительно меньпшгь 
длины его, и Т натяжеше на единиц'Ь площади поперечнаго с'Ьчен1Я, то 
натяжеше во всЬмъ сЬчеши со равно соТ. Такъ какъ стержень можно 
себ* представить состояпщмъ изъ множества волоконъ, то къ нему при- 
ложимъ законъ Гука, данный въ § 346-мъ, то-есть формула 

^^-^=1 (920) 

§ 350. Теор1Я растяжен1я пряного стержня. Разсмотримъ бо^г^>е подробно 
растяжен1е стержня. Подъ именемъ прямого стержня мы разум^емъ упру- 
гое твердое гЬло, имеющее въ нерастянутомъ состояши форму цилиндра 
съ поперечнымъ сЬчешемъ какого угодно вида. При растяженш стержень 
делается тоньше, такъ что его частицы подвергаются не только продоль- 
яымъ, но и поперечнымъ перем^Ьщен^ямъ и только одно прямолинейное 
волокно стержня не подвергаетси поперечнымъ перем^щенхямъ; оно на- 
зывается центральнымъ. 

Примемъ центральное волокно за ось х п возьмемъ начало коордн- 
натъ въ точк'Ь его закр!>плен1я. Положимъ, что растягиваюпця силы на 
концахъ распред'Ьл.ены такъ по поперечнымъ сЬчешямъ концовъ, что 
каждое плоское поперечное сЬчеше остается плоскимъ и перпендикудяр- 
нымъ къ центральному волокну и послЬ растяжен1я стержня. Пусть: 
X, у, 2~ координаты точки Р стержня до растяжен1я, 
{х-\-и\ (;у-\~г'), (^н-гг;— координаты точки Р посл^Ь растяженк. 
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Докажемъ, что полагая: 



и = Ах: V = — Ву; к := — Сг 



(921) 



Т г 




МОЖНО яайти так1я постоянный А, В, С, при которыхъ удовлетворятся 
уравнен1я равнов'Ьс1я стержня. 

Положимъ, что Р^1^8 (фиг. 137) есть элементъ стержня до растя- 
жен1я, им*ющШ видъ параллелепипеда, у котораго стороны Р^ и 7г5 пер- 
пендикулярны къ центральному волокну. По принятой нами гипотез'Ь, 
относительно того, что плосюя поперечный с'Ьчен1я остаются плоскими и 
перпендикулярными къ центральному волокну, параллелепипедъ Р^I^8, 
посл^ растяжен1я при- 
меть видъ тоже прямо- 
угольнаго параллелепи- 
педа Р'д'В'8' (фиг. 
137). Следовательно на- 
тяжен1я на всЬхъ его 
сторонахъ будутъ пер- 
пендикулярны къ этимъ 
сторонамъ. Пусть К^, 

N^, N^ натяжея1я параллельный осямъ и отнесенный къ единиц* пло- 
щади перпендикулярныхъ къ нимъ граней параллелепипеда, д-Ьйствугопйя 
на грани сходяпцяся въ Р'. Условимся считать ихъ положительными — 
когда они растягаваюгь (какъ въ нити) и отрицательными, когда они сжи- 
маютъ. Пусть: 

а, Ъ, с — ребра параллелепипеда до растяжен1я. 

а (1ч- а), Ь(1ч-Э), с (1-1-7) — ребра параллелепипеда посл1> растя- 
жен1я. 

Силы N^, Л^у, К^ будутъ функщями перем'Ьнныхъ а, р, 7- Разлагая 
эти функщи въ ряды по возрастающи51ъ степенямъ перем'Ьнныхъ а, р, у 
и пренебрегая степенями выше первой, получимъ: 



Фиг. 137. 



К^ = Ы ч- X (р н- т) 



(922) 



Зд^сь при Р и 7 коэффищенты одинаковы, потому что мы предпола- 
гаемъ вещество стержня однороднымъ по отношенш растягиван1я по ка- 
кимъ бы то ни было направлен1ямъ (изотропнымъ, а не кристаллически мъ 
или слоистымъ). По той же причинЬ N^ должно такъ же выражаться 
чрезъ р, у. а, какъ N^ выражено чрезъ а, р, 7. Поэтому: 



Точно такъ же: 



Полагая: 



л; = Лр -+- X (7 ч- а) 
Л^^ = 7^7 -ч- X (ос ч- р) 



к — Х = 2[х, 



(923) 



(924) 
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можно представить (922), (923) и. (924) въ болЬе симметричной фор1гЬ: 

:^;^ = 2[1.а ч- X (а -4- э -Ь т) 

^V^ = 2[1.р -4- X (а ч- Р -ь т) } (^25) 

Л^^ = 2[17 н- X (а ч- Р -4- 7) 

Ребра их йу йг нерастянутаго элемента превратились, посл-Ь растя- 
жен1я въ их -ь йк, Ау -ь йг?, йг -\- йгс. Следовательно: 

« = ^' 3=5^' •^ = ^ <^^*» 

Всл+>дств1е существован1я равенствъ (921) и (926) уравнешя (925), 
примутъ видъ:. 



^V, = 2}хА-+-'к{А — 2В) 
^V^ .= — 2^В ч- X (Л - 2В) 
N^ = — 2^В ч- л {А — 2В) 



■ (Щ 



Эти уравнен1я не завпсятъ отъ х, у, г, такъ что къжх1л!к внутрентн 
элементъ находится подъ д'Ьйств1емъ равныхъ и противуположныхъ сил. 
приложенныхъ къ его противуположнымъ гранямъ, такъ какъ, напрнгЬръ. 
правая грань одного служить л-Ьвою гранью сос4дняго. Сл1Ьдовательяо, 
при принятой гипотез*, выраженной уравнен1ями (921) внупцуеннге эле- 
менты находятся въ равновгьсги. 

Остается разсмотр-Ьть элементы пограничные^ то-есть так1е, у которьш. 
одна или несколько граней находятся на боковой поверх:ности стержня. 
Так1я грани параллельны центральной оси и (въ пустогЬ) не подвержены 
никакимъ вн^шнимъ давлен1ямъ. Следовательно для равнов^Ьсш погранич- 
ныхъ элементовъ необходимо, чтобы N^ и 3^, были равны нулю, то-есть, 
согласно съ (927), нужно, чтобы: 



— 2}хВ ч- X (Л — 2^9) = О 
или 

в X 



(928) 



А 2 (X ч- р.) 

Исключая В изъ (928) и перваго уравнен1я системы (927) получюгь: 

и.(ЗХч-2и.) ^ 

N^ = ^^^ ^ А (929 

* X ч- р. ^ 

Согласно нашимъ обозначен1ямъ: Ах — есть удлинеше, Вх — боковое 
сжат1е стержня длины х и ширины у; N^ — есть растягивающая сила на 
единицу площади поперечнаго С'Ьчен1я. Поэтому (928) и (929) даюгь: 



. удлииеше а , - 

А = ^-— = ^ ^ (^Ш 

первоначальная длина ^ (ЗХ ч- 2^) * * * " ' 



^У ^л^пошч 



уменьшеше ширины 



первоначальная гаприна 2|* (З*. -н 2^) 



■ К ■ 



(931) 



Прн такихъ А » В всЬ элементы уравновЬшены; что и треП|:1В!иос1. 
доказать. 

Сравнивая (930) съ закономъ Гуга: 

1 — 1, Т 



I, 



. (У20) 



ВИДИМ'!., что: 



Называя чрезъ Е^ соотвЬтствующШ коэ1М"'Ц1ент1. упругости бокового 
самт1Я, получимъ иаъ сравнеп1я (931) и (УЭО) съ (932): 

.. _ 2_(>.-|-|1.; ., ^,,„. 



\\Г 



Сгибан1е стержней. 

§ 351. Ойщ!я П0НЯТ1Й о сгибати горизонтальнаго прймого стержня, эа- 
дЪланнаго однииъ концомъ еъ стЬну. Положииъ, П1оАВ{ущ есть прямой 

горизонтальный уирупй стержень, аид1иаиный споимъ концомъ А въ не- 
подвижную сгЬну и ц(;су1ШЙ на спободнот. копцЬ В грузъ И'. Изсд1'.- 
дуеиъ, каковы напряжешя въ сиен1а ироюдяшемъ 
чрезъ точку С, которыми поддерживается часть СВ 
стержня и грузъ 1Г. \^ ^ В 

Положнмъ сначала, что вЬсомъ самого стержня | 1 

можно пренебречь. Реакшя въ С не можстъ состо- 
шъ изъ одной СИЛЫ, потому что тогда эта сила урав- 
иов'Ътива.тсь Оы силою 1Г, съ которою она не мо- Фиг. 13й. 

жетъ Л1'жать на одной прямой. Чтобы онред-клить 
совокупность реакцШ действующи хъ в-ь С, перенесемъ силу И' въ С. Для 
того чтобы при этомъ не нарушить равновЬс1я, мы обязаны, согласно 
съ § !М-мъ, добавить еще иару. им11ющую моменть Ц' . ВС. Очевидно, 
что внутренн1я уцруг1Я силы (иааряжен1я) должны пыть, для равнов'Ьс1я, 
81шнналентпы свл'!^ \У дриложенной въ С по вертикали внизъ и пар1; 
съ моиентомъ УС. ВС, но д1;Истиовать въ п]ютипоположную сторону. 

Если тяжестью стержня нельзя пренебречь, то можно разсмагрнвать 
В'Ьсъ 1Г' части ОВ еосредоточеннымъ въ средине отрЬзка СВ. Перенеся 
и его въ С, Д0.1ЖНЫ мы добавить иару съ моментомъ И".-^. Итакъ: 
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избравъ С центромъ приведен1я силъ, получимъ, что въ С д^йствулп; 
1) сила Ж н- ТГ' и 2) пара, имеющая моментъ ТТ. ВС ч- ТГ' . -^ 



Внутренн1я напряжен1я въ С должны уравновешивать эту пару и силу 
Моментъ ТГ. ВС -ч- Ж'. -:^ называется сттюгцнмъ моментомъ въ дан- 



номъ случае. 

Сила Жч- Ж' называется сдвиюмъ. 

Зам^тинъ, что оказалось достаточнызгь разсмотрЬть только силы, ео- 
торыя были приложены по одну сторону отъ С, для опрехЬлен1я реакцй 
въ С. Это происходить потому, что реакщи въ С противъ силъ, дЫ- 
ствующихъ на СВ, уравновешиваются этими силами; равный и противо- 
положяыя реакщи въ С противъ силъ, д^йствующихъ на АС, уравнс»- 
в4шиваются этими силами. Поэтому достаточно изсл^довать вн'Ьшшя силы. 
дМствуюпця по одну сторону разсматриваемаго сЬченхя; ихъ совокупносп. 
должна уравновешиваться реакщями этого сечен1я. 

Все внешхя силы, действуюпця по одну сторону разсматриваемаго 
сечен1я приводятся въ какую-нибудь точку С этого сечен1я, и получается 
пара, моментъ которой называется сгыбающимъ моментомъ и сила пер- 
пендикулярная къ балке, называемая сдвиюмъ. 

% 352. Нев-^соная балка, лежащая на двухъ опорахъ подъ д'Ьвств1е1ъ 
одного груза подгЬшаннаго между опорами. Балка, весомъ которой можно 
пренебречь, лежитъ горизонтально на двухъ опорахъ Л я В. Тяжелы! 
грузъ ^V передвигается весьма тихо по балке отъ одного конца до дру- 
гого. Найти напряжен1я въ каждой точке балки (фиг. 139). 

Положимъ, что грузъ 
. - . ^V находится въ точке Ж 

Пусть: 

А31= Е; 
ЛВ = 1; 
ВМ=1 — 1', 
Е и В* — давлешя 



.1 



а 






7 



.В 



Фиг. 139. 



на опоры А и л. 



Согласно §§ 81 и 83 получимъ: 

Е,1= ТГ(/ 



?) 



(934) 
(935) 



Этими уравнен1ями определяются В н В', 

Найдемъ напряжен1я въ точке Р, полагая АР = х. Для этого, со- 
гласно съ предыдупшмъ параграфомъ, достаточно разсмотреть равновесие 
части А Р балки, находящейся подъ действ1емъ только силы 7?. Перенеся 
эту силу въ Р впдимъ, что сдвип» въ Р равенъ В; сгибаюпцй моменгь 
равенъ Вх, 

Сгибаюпцй моментъ легче можетъ сломать балку чемъ сдвигъ, поэтому 
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его именно и изслЬдуемъ подробн'Ье. Откладывая отъ каадой точки балки 
ординату у равную Вх получимъ прямую 

у = Ех (936) 

Точно также съ другой стороны точки М получимъ прямую 

у = Е'(1 — х) (937) 

Эти двЬ прямыя ясно представить распредЬлен1е сгибающихъ моментовъ 
для даннаго положен1я точки М: сгибающ1й моментъ въ каждой точк* 
балки равенъ ординагЬ той или другой изъ прямыхъ (936), (937) начер- 
ченныхъ пунктиромъ. НаибольшШ сгибаюпцй моментъ, какъ видно изъ 
чертежа (фиг. 139) находится въ точк* 3/. Если М передвигается по 
балк']^, то и величина этого наибольшаго сгибающаго момента изменяется; 
такъ какъ она, согласно (936) и (937), равна К 5 или К' {I — Е). Под- 
ставляя сюда вм'Ьсто Я или В' ихъ величины изъ (934) и (935) получимъ 

сгибаюпцй моментъ въ 3/ = ТГ ;(/--;) /. 

Онъ достигаетъ максимума при 5 = 2' ^^ ^^^^ когда М находится въ 
средине АВ, 

Итакъ наибольшее напряжете вызывается, когда грузъ находится по- 
средин'Ь балки и оно находится тогда именно въ поперечномъ сЬчеши 
проходящемъ чрезъ средину балки. 

Пунктирный прямыя, УЯСНЯЮЩ1Я распред^ленхе сгибающихъ моментовъ, 
называются диаграммою сгибаюищхъ моментовъ. 

§ 353. Нев'Ьсоная не изн-Ьняющая своего вида балка подъ вд1ян1енъ 
Н'Ьскодькихъ поперечныхъ силъ. Положимъ, что на балку дМствуютъ пер- 
пендикулярный къ ней силы 2?4, В^, В^, В^ (фиг. 140) приложенный въ 
точкахъ А^, А^, А^, А^, Пусть: А^А^ =■ а^\ ^хА^ = а^; Л^А^ = а^ ... 
Сгибающ1й моментъ въ 



\ 



какой-нибудь точк'Ь Р бал- 
ки, лежащей, наприм!>ръ, К^ 
между А^ и А^ получится 1^ 



Ля 



В^ 



И. 



в 



изъ разсмотр'Ьн1я силъ, А^ А^ Аз А^ 

приложенныхъ съ одной ф . .^ 

какой-нибудь стороны отъ 

Р. Если положить А^Р = X, то сгибающШ моментъ въ Р будетъ: 

у =: В^х — В2 (х — а^) ч- В^ (х — «з) (938) 

Д1аграмма, представляющая сгибающ1е моменты для точекъ Р, лежа- 
щихъ между А г и А^, выражается уравнешемъ (938) есть прямая. 
Д1аграмма сгибающихъ моментовъ для точекъ, лежащихъ за А^ вы- 
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разится уравнешемъ: 

у = П,х — Л^ (х — а^)-^-1^^{x- а^) — В^(х — ^4)- • - (9391 

Это опять прямая. Такимъ образомъ полная д1аграмма сгибаюпшхъ мсн 
ментовъ выразится рядомъ наклонныхъ прямыхъ. Она можетъ быть по- 
строена весьма просто сл4дующимъ образомъ: вычисляемъ сгибаюпце мо- 
менты только для гЬхъ точекъ, въ которыхъ приложены силы и отыа- 
дываемъ эти моменты какъ ординаты. Соединяя загЬмъ концы такш 
ординатъ прямыми, получимъ полную д1аграмму. 

§ 354. Тяжелая не изменяющая своего вида 4(алка подъ вд1ян1еп IV 
сколькихъ поперечныхъ силъ. Если приходится принимать во внимаше е 
в'Ьсъ балки, то дхаграмма будетъ им^ть другой видъ. Сгнбаюпцй моменть 
будетъ, въ этомъ случа*, содержать не только силы -В^, -Вд... но и вкъ 
части -4,Р балки, приложенный въ средин* этой части. Онъ будетъ раве^ь 

у =}:Е{х — и)—1и^х^ (940) 

гд* ^V есть в'Ьсъ единицы длины балкн. 

Уравнен1с (940) представляетъ собою параболу. Такова д1аграмма ди 
точекъ Р лежащихъ въ промежутке между двумя посл'Ьдоватедьньаш си- 
лами В, Еолная Д1аграмма состоитъ изъ н'Ьсколькихъ параболъ, нзъ коигь 
каждая перссЬкаетъ следующую въ конц'Ь ординаты, возставленной изъ 
точки приложен1я одной изъ снлъ Л. Оси всЬхъ параболъ перпендпБт- 
лярны къ балк*. 

§ 355. Кривая балка подъ вл1ЯН1енъ н^сколькихъ силь, мало нзнЪшш- 
щихъ ея форму. Прсдставимъ себЬ топкую кривую балку (фиг. 141). 

Пусть: 
Т — натяжен1е въ точк^Р. 
д V — сдвигъ въ точк* Р. 
Ь — сгибаюпий моменп! 

въ точке Р, 
^\, 1^2 ... силы- приложен- 

Фиг. 141. НЫЯ въ 1)1,1)2..., 

6^, Од ... углы, состав- 
ляемый этими силами съ касательною, проведенною въ Р. 

Сог.1асно сказанному въ § 351, достаточно разсмотр'Ьть равнов^с1е въ 
части РВ балки. 

Равнов'Ьс1е по касательной дастъ: 

Тч-):Рсо8о — о (0411 

Равнов'1')С1е по нормали дастъ: 

[7-нХ^'то = о (942) 





г 




Фиг. 142. 



Иустг. р„ Рд ... суть перпендикуляры, опущеивые изъ Р яа сйлн 
/■',, Р,... Раннов1;с1е иаръ дасть: 

Х,-1 1:7-> = О {'(43) 

Нзъ (!)41), (942) и (943) можно опредКдить Т. V м /., если дана 
форн!! балки и сила ^^,, /',... 

§ 356, Кривая бална подъ вл1ян1емъ силъ, значительно изнйняющихг 
ея форну. Кслн приложен ныл пъ кривой оалкЬ силы зн;1Ч1т'Льно нзмЬ- 
вяки-ь ея форму, такъ что_ окон- 
чательный видъ, принимаемый ею 
нодъ вл1ян1е11ъ этихъ си.1ъ неиз- 
в^стенъ. то способъ предыдутаго 
параграфа уже не нриложныъ и 
приходится выводить уже не ко- 
нечныя а днффорепшальныя урав- 
нен1Я равнов'йсш, разсматрнпая 
дМстше С11.1ъ уже не на конечную 
часть балки, а на безконечно на- 
лыб ея элементъ (балка предполагается весьма тонкою). Пусть Сфиг. 1'12): 
^'^ — разсиатриваеный эленевтъ балки, 
Я; — дуга ВР счнтаенаа огь произвольно иыбраннаго нача.» I) 
Пусть: 
Т — ватяжен1е, считаемое иолохнтельным'Ь въ на11рнв.1ен1к РА. 
Г7— сдвирь. считаемый псиожшильяымъ но внцтргпней оорм;им РС. 
Ь — моменп. пары нъ Р. направленной по стр'Ьлк'Ь. 
Напряжен!!!, которыми часть АР д-кйствуетъ на РВ будутг 

Т,1Г ъ Ь . . . (94-11 

Напряжешя. которыми часть (^В д*йствуегъ на <^А будуп.: 

Т-\-аТ: С-ьйР; ^-\-в^ . . . . . .(915) 

Т -\- 1/2' направлено но ^В■. С-»- »11Т на1П)анлоно по (^С; паправлен1с 
□ары имеющей моментъ Ь-\- АЬ указано двойною стр11лкою. 

Пусть ф есть уголъ наклонен1Я касательной въ Р г;ъ оси х (взятой 
□ронзьольно). Тогда: 

(^ф = углу составляемому касательными въ Р а ^. 
= упу РС(^ составляемому нормалями въ Р и ^. 
Пусть: 
?Й8— проложен1е на ласат('дьну1п въ Рси.ш. д-ЬЙствующей на Ру, 
авз — проложеше на нормаль въ Р силы, действующей на Р^. 
Раннов11С1е по касательной дасть: 



— бог, 



% 



Равнов'Ьае по нормали дастъ: 

— п-\-{П'\'аи) со$ (йу) ч- (Г ч- ат) зы (ег^) -^ ^^ = о . . (94?) 

Равнов4с1е паръ дастъ: 

Въ пред'кгЬ эти три уравнен1я примутъ видъ: 

^^-^Ч-1' = (949) 

аь р 

- -Ь ^^ -н в = О (9501 

р аз 

^^и=-.0 (9511 

аз 

Эти три уравнен1я (949), (950) и (951) будутъ уравнешями равнов-Ьсш 
разсматриваемой балки. 

Для того чтобы определить видъ принимаемый балкою иодъ д'Ьйств1емъ 
приложенныхъ къ ней сплъ, требуется еще одно уравнеше. Пров1рено 
опытомъ и доказывается въ теор1и упругости что если 

?1 — рад1усъ кривизны тонкой балки до сгибашя, 
р — рад1усъ кривизны согнутой балки, то 

Ь = К I- -- -\ (У52) 



\Р ' М 



гд'Ь Ь им^етъ то же значеше какъ и въ уравненгяхъ (949), (950) и (95и 
К некоторое постоянное, зависящее отъ матер1ала, изъ котораго сд1;лана 
балка. 

§ 357. Пряная балка, немного изменяющая свой видъ, лежащая на 
н%сколькихъ опорахъ подъ Д'кйств1емъ собственной тяжести. Тяжелая тон- 
кая балка покоится на нЬсколькихъ опорахъ расиоложенныхъ по прямой 
горизонтальной лин1и и немного сгибается подъ д'Ьйствхемъ собственно! 
тяжести. Изсл^довать ея внутренн1я напряжен1я и прогибъ. 
Пусть (фиг. 1 43) 
А^ В, С ,.. точки опоры, 
АВ = а; ВС = Ъ..,, 
X - измеряется отъ В въ направлен1и ВС, 
у — ордината балки въ точкЬ ^, лежащей между В и С, 
р — считается положительнымъ въ гЬхъ точкахъ, въ которыхъ со- 
гнутая балка обрап1ена вогнутостью вверхъ. 

к 

Согласно съ (952) моментъ сгибающей пары равенъ - . Если р по- 
ложительно, то нижн1я волокна балки вытянуты, а верхшя сжаты. СхЬ- 
довательно Ь въ ^ действует!» на В^ въ сторону противуположную двя- 
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жен1ю стрелки часовъ и на ^С въ сторону движенк стр-Ьлки часовъ. 
Пусть сдвигъ въ ^, д'Ьйствующхй на ^С, равенъ 17 и его положительное 
направлеше идетъ по вертикали внизъ. Пусть: 

Хз и П^ — суть пара и сдвигъ въ точк* О безконечно близкой къ Д 

и лежащей вправо огь В, 
?/? — в-Ьсъ балки на единицЬ длины, 
гсх — в'Ьсъ части ^^. 

Равнов'Ьс1е моментовъ, д'Ьйствующихъ на ^^ дастъ: 






СГ^д: — - и>х^ 



(953) 



Мы полагаемъ, что балка сгибается только немного и что К очень 
велико; поэтому въ л4вой части уравнешя (953), въ которой К входитъ 
множителемъ, мы не прене- 
брегаемъ изгибомъ балки, с 

которымъ пренебрегаемъ 
въ правой, считая сдвигъ 
д^йствующимъ попрежне- 
му вертикально. Поэтому 
же въ формул* 

9 " 



[ 



- - ' I)' 




Черт. 143. 



пренебрегаемъ малою величиною ^ такъ какъ балка остается во вс4хъ 
частяхъ почти горизонтальною, и полагаемъ: 



(1х' 



. . . . (954) 



Изъ (953) и (954) им*емъ: 



и,х 



1 



гсх' 



(955) 



если X заключается между о и Ь, 
Пусть: 
Ь^\ и^' — пара и сдвигъ въ точк-Ь В' безконечно близкой къ В 

но лежащей вл'Ьво отъ В, 
Бг — давлен1е опоры на балку въ В. 

Равнов1>с1е безконечно малой части 2)2)' балки даетъ: 



2«о I^. 



(956) 



и^'^17^ = Е2 (957) 

Делоне. — Курсъ теоретической механики. ^ 
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Для точки Р, лежащей между А и В, такъ что ВР отрицательно, 
им4емъ подобно (955): 



К^, = Ц'—и,'Х''-=;ИХ^ (958) 



зд'Ьсь X заключается между х = и д; = — а. 

Наконедъ, обозначая чрезъ II сдвигъ въ кокой либо точк* бадш, 
согласно съ (951), им-Ьемъ: 

''--Ё^'^ш « 

Интегрируя дваады (955), получимъ: 

К^=1 К^-^ Ь^ — \и^'' —^их^ (900) 

гд* р = уголъ наклонешя балки къ горизонту въ В. 

Ку = К?Х'^1цх^ — ^и^х'^ — ^и;х'^ . . . .(961) 

2 6 24 

Въ посл^^днемъ интегрирован1и постоянное интегращи = О, такъ кагъ 
X и у одновременно обращаются въ нуль. 

Если у = при д: = Ь то изъ (961) получимъ: 

о = К'^^1 ЦЪ — 1 и^Ь' — ^ «е*' (962) 

Точно такъ же изъ (958) получимъ: 

о = К?—^Ь\а-^и^,а'-^^и;а^ (963) 

§ 358. Уравкен1е трехъ моментовъ. Если ^^^ Ь^, Ь^ суть моменты въ 
опорахъ А, Б, С, то равнов-Ъсхе паръ при С и Л дастъ: 

Цг=Ь^ — Т1^Ъ—\гоЬ' (964) 

Ь^ = Ц-^и^'а—^иа^ (965) 

Исключая г/а и г/з' изъ (962), (963), (964) и (965), получимъ: 

Ь^а-^21^(а-^Ь)-^ Ь^Ь-^-г4){а*ч-Ь^) . . . . (9бЬ) 

Это уравнеше, выражающее связь между тремя моментами Ь^, Хз и 1, 
чрезвычайно важно въ инженерномъ д'Ьл'Ь. Оно называется ураененкх» 
трехъ моментовъ. При помощи его можно, по двумъ даннымъ моментамъ 




въ двухъ ючкахъ опоры, вайтя иоменть во всякой точе11 бв^ки. Зат^иъ 

нзъ (964) » (9(15) можно найти сдвиги и изъ (95Т) давлсн1я на опоры. 

Это ураиаен1е (966) трехъ моментовъ особенно важно въ гсори! ыостоиъ, 

§ 359. Теор!я бинй, согнутой въ дугу окружности большего радиуса. 

Однородна п[1янля тонкая оа.1ка согнута бсзъ растяж('Н1я ш. дугу окруж- 
ности опвсанноЯ 0р.1ьшимъ рад|усоиъ. Осфедктптьсгибаюаий моментъ въ 
каждомъ ея сЬченш Р. 

Въ осиован1н р'1;шен1я этой задачи ссюжимт. гипотезу, справедли- 
вость которой докажетсл впосхЬдств1н гЬмъ, что уравнен1я равнов-Ьет 
окажутся удовлетворенными. Это гипотеза заключается въ сл-Ьдующемт.: 
1) ВС* волокна пара.1лсльния длпнЬ балки сгибаются въ дуги окружно- 
стей, центры которыгь лежать на одной прямой, которую мы назовем!, 
<кью аибатя, перпен- 
дикулярной къ плоско- 
стямъ этихъ дугъ; 2) 
всялоо а,10ское попе- 
речное сЬчеше остает- 
ся плоскимъ и въ со- 
гнутой бадк4; 3) вся- 
кое такое сЬчеше нор. 
нальпо къ увомянутымъ 
дугамъ. 

Пусть (фиг. 144) АВСВ представляетъ собою часть балки ограни- 
ченную нор11а.1ьными сЬчен1Ями ЛОС и В-1/А Примемъ плоскость АОС 
за плоскость ^^^в\ какой-нибудь перпендикуляръ къ ней за ось х. Поло- 
жимъ, что плоскость (я, г) есть нлоскость сгибан1Я, такъ что ось у па- 
ралле.1ьна оси сгибзшя, ОЛ есть ось г\ ОС ось у. Пусть ^Е есть одно 
иаъ продольныхъ волоконъ. Пусть: 

(о, (/, г) координаты точки ^, 
(х. I/. г) координа'1'и точки Л. 

На фигурЬ 141 изображена та же часть балзш только въ согнутомъ 
состояши. Волокна близкШ къ Л'В' сжаты, нижв1я волокна растянуты. 
Существуетъ, сл-Ьдовательво, такая поверхность, волокна которой не сжаты 
и не растянуты; она называется не11т11альным>, слоела; ея вродольныя 
волокна называются нейтральными. Согласно вашей гипотезе, нейтраль- 
ный слой есть поверхность круглаго цилиндра, перссКкаюдая плоскость 
(у, г) по цряаой параллельной оси сп1баи1я, служащей осью этого ци- 
линдра. Положимъ, что начало коордннатъ взято на вейтральпомъ сло1.; 
тогда ось X будеп. касате.тьпою гь одному изъ нейтра-тьвыхъ волоконъ и 

(?/? = ОМ = о'м: 

Пусть р есть рад1усъ кривизны нейтральнаго волокна О'М'. 

Волокно ^I^, принимая форму ^'Л', остается, приблизительно, парал- 



000 — 



лельнымъ оси л:, но разстояшя его точекъ отъ плоскостей (х, хг) и (х, у) 
превращаются изъ у п е ъъ 

у' =у -^ V (967 ) 

е' = ^ -ь- ю (96^) 

Длина X волокна ^Е вытягивается въ длину 

х'=^х-^и (96'л 

Точка В' лежитъ въ плоскости И'М'В' нормальной къ нейтральному 
волокну 0'М'\ поэтому: 

, / ч • /^\ {з-л- гс) . X /07ГИ 

а;' = (р — г — ьо) 81п\-\ — X — ^^ • • • ^ ^'^М 

\Р/ Р 

X — х' представляетъ собою удлинеше волокна ^I^, первоначальная длина 
котораго была х. Поэтому, согласно закону Гука, .натяженхе на единицу 
площади поперечнаго с4чен1я равно 

^ — ^ Е 

X 

или, согласно съ (970): 

— Ь 

Р 

Благодаря малости го сравнительно съ е можемъ принять натяжеше на 
единицу площади поперечнаго с'Ьчен1я равнымъ: 

--Е- ■ . . . .(971) 

Р 

Полное натяжен1е на площадь поперечнаго С'Ьчен1я всей балки равно, 

следовательно: 

Ез 

Р 



II 



Но, по услов1ямъ задачи, это натяжен1е равно нулю. Поэтому: 

Ег 



II 



йу . йг = (972) 

Р 



или ^ 



II 



или ^ ^ 

/ I гйудг = (9731 

• 

Это уравнеше, согласно (261), показываетъ, что центры тяжести шу 
перечныхъ сЬчешй лежать въ плоскости (х, у), то есть въ дентральномъ 
сло'Ь. Итакъ: центральная прямая цилиндрической балки^ сгибаемой безь 
натяженгя, есть нейтральная лгшгя. 
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^Мы внд'Ьлп въ (071), что натяжен1е на единицу площади поперечнаго 
с1,чен1я выражалось формулою: 

_ . _. « 
Р 

Следовательно натяжете на элеменгЬ дуйг равно: 

Е:: 

-— йуйг. 

Р 

Стати ческ1й моментъ этого натяжешя относительно оси у будстъ слЬ- 
дователыю: 

-Б . 2 . йуйг, 
Р ^ 

Поэтому сгибающ1й моментъ въ с'Ьчен1и (у, е\ будетъ: 

1=11 Е-аус1г 



II 



или 

Е = -1 I гЫуа:^ (974) 



Сравнивъ (1)74) съ (358) виднмъ, что / 1 г^ Ау й^ег есть моментъ инер- 

ши поперечнаго сЬченхя балки относительно прямой, по которой оно пе- 
ресЬкается нейтральнымъ слоемъ (сравн. § 168). 

Сравнивъ (974) съ (952) и замЬтивъ, что въ натуральномъ состоянш 

балка была прямая такъ, что — = О, замЬчаемъ, что постоянное К фор- 
мулы (952) опред'Ьляется формулою: 

К = Е^, (975) 

гд'Ь 7 упомянутый моментъ инерш». 

Моментъ X уравнов'Ьшивастся момснтомъ относительно В^М', потом)' 
что 1УМ' параллельна оси у. 

Статическ1й моментъ относительно оси ^, происходяпцй отъ натяженШ 
въ поперечномъ сЬченш (г/, 2), равснъ: 



Л 



Е 

угдуйе (976) 

г 



Этотъ моментъ не можеп^ быть уравнов'Ьшенъ моментомъ относительно 
31' В', такъ какъ М'Б' не параллельна оси 2. Сл1^.довательно, для равно- 
в'Ьс1Я необходизш, чтобы: 



// 



у^г Ау йг = 0. 



Значить плоскость {х, г) сгнбан1я должна быть перпендикулярна къ 
одной изъ главныхъ центральныхъ осей инердш поперечнаго сЬченхя. 
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§ 360. Лукъ согнутый тетивою. Представимъ себ* однородную цилин- 
дрическую нерастяжнмую палку согнутую иодъ вл1яшемъ стягивающей 
немного ея концы нитп (тетивы). Изсл-Ьдуемъ ея сгибанхе тетивою. 
Примемъ (фиг. 145) тетиву за ось х, Обозначимъ чрезъ Т натяже- 

н1е тетивы. СгибающШ мо- 
С р ментъ X, соглаx^но съ (952), 




Черт. 145. ^ — ~^' ^'^^'' 

потому что - = о, такъ какъ палка, до сгибашя, была прямою. Согласно 
съ (954), уравнение (977) принимаетъ видъ: 

— ' их' 
Но изъ условхй задачи и изъ чертежа видно, что: 

Ь = Ту (9710 

Изъ (978) и (979) имЬемъ: 



йх' 



^ К ^^,= Ту (980) 



Положимъ (фиг. 146), что А и В суть концы палки, С точка, въ 
которой касательная параллельна тетив*. Примемъ ОС за ось у, 

Зам^тимъ, что ^ = О при х = 0; загЬмъ -^ уменьшается съ уве- 
личешемъ х, сл'Ьдовательно ^ отрицательна. Поэтому въ (980) надо удер- 
жать нижшй знакъ. Получимъ: 

.-К^=Ту (961) 

им" 

Т есть величина постоянная (натяженхе тетивы). Положимъ, для удоб- 
ства Т = Кп^: 

Т= Кп^ (982) 

Тогда (981) приметь видъ: 

^^, = — п'у (983) 



Таково дифференщальное уравненхе кривой, форму которой принимаегь 
палка лука. Интегралъ этого уравнен1я будетъ: 

у = }1 С06 (их) (984) 

Вотъ конечное уравнеше кривой, по которой согнуть лукъ. При х = 
это уравненхе (984) даетъ у = к. Следовательно: 

Ь = ОС 

к есть, следовательно, разстоянхе тетивы отъ наиболее удаленной оть 
нея точки лука. 
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Уравнешв (!)84) показываетъ, что лукъ ыожетъ им^ть одну изъ форыъ: 

лев, АСВВ'; А'АСВВ... (фиг. 145). 

Предполагая, что длина 21 лука почти равна длин* тетивы 2 а, такъ 
что а = ?. Тогда у = О при а? = а; но это можетъ быть, согласно (984), 
если: 

па = - т: (2т -^ 1), 

гд-Ь т ц'Ьлое число. 

Поэтому, согласно съ (982): 

Т=^(2т-4-1)^ (985) 

или, на основаши (975): 



Т = ^^ (2т -н 1)2 (986) 



1г Ео 
4 а' 

§ 361. Т0НК1Й вертикальный столбъ. Формулы предыдущаго параграфа 
приложимы къ изсл'Ьдован1ю сгибан1я столба подъ д'Ьйствхемъ груза. 
Такъ какъ у = О при д: = а, то или 

па ^=^ -т.. (2т -4- 1) 

л = 0. 

Формула (986) показываетъ, что сгибан1е столба произойдетъ только 
тогда, если нагрузка Т будетъ равна: 

^{2т-л-\)\ .(987) 

4 а 

гд* а длина столба. 

Если нагрузка будетъ меньше (мы пренебрегаемъ в-Ьсомъ столба), 
то А = О и, согласно съ (984), у = О, то есть сгибаше не произойдетъ. 

Если нагрузка будетъ больше ч'Ьмъ '^-г-т- (2т-1-1)2, то отклонеше столба 

будетъ столь велико, что нельзя уже будетъ пренебречь членомъ ^ въ 
выражеши: 



.- [-ШТ 



их" 

и придется произвести изсл'Ьдованхе бол'Ье точное. Но, и не производя 
его, мы видимъ, что столбъ начинаетъ сгибаться только, когда нагрузка 

достигнетъ величины '^^гт- (2т-|-1)2. 

Припоминая формулу (373) видимъ, что сгибающая нагрузка для 
круглаго цилиндрическаго столба пропорщональна 4-й степени его д1аг 
метра и обрагно пропорщональна квадрату его высоты а (законъ Эйлера). 
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§ 362. Работа сгибающаго момента Ь при сгибанёи элемента йб. Най- 
демъ работу, производимую моментомъ I, когда, при сгибанш бадки. 

1 . 1 п 

кривизна - ооращается въ . Пусть: 

р1 Ра 

Р^ = йб — элементъ нейтральной лиши, 

ф — уголъ, составляемый касательными проведенными въ кондал. 

элемента Р^ въ какой-нибудь моментъ, 
р — рад1усъ кривизны элемента, 
ф, — уголъ, составляемый касательными, проведенными въ нонцап 

элемента Р^ до сгибашя. 

По формулЬ (952), им'Ьемъ: 

X = Л' (1 - 1) ^ А' ^-^ 1^3^ 

Работа момента Ь при изм'Ьненш угла ф на йф равна — Ьй^. Здкь 
знакъ ( — ) взятъ потому, что Ь принимаемъ положительнымъ когда онъ 
дМствуетъ въ сторону уменьшешя угла ф. Сл^&довательно полная ра<5ога 
момента X при изм^&нен^и угла ф отъ ф1 до фа равна: 

жл = _1л:^Ь1^ (981М 

2 аз 



или 

ТГЙ5 



2 \Р2 ?1/ 2К 



ГЛАВА III. 

Кручен! е. 



§ 363. Ч'Ьмъ измеряется кручен1е. Изв1>стно, что къ кривой въ про- 

странств'Ь можно провести, въ каждой изъ ся точекъ. безчисленное мн'> 
жество нормалей; всЬ онЬ лежатъ въ нормальной плоскости; та изъ нигь. 
которая находится и въ нормальной плоскости и въ плоскости соприкск:- 
новен1я называется главною нормалью. Положимъ, что Р^ есть одна изъ 
нормалей проведенныхъ въ точк* Р къ цеюпральной лиши упругаго 
стержня. Самый стержень мы представляемъ себ'Ь т^Ьломъ, геометрическ«зе 
образоваше котораго получается отъ движешя небольшой площади, огра- 
ниченной какимъ-нибудь замкнутымъ контуромъ; при чемъ центръ тяжести 
этой площади описываетъ кривую, называемую центральною лингею, в 
плоскость движущейся площади остается нормальною къ центральной лн- 
нш. Положимъ, что ^ лсжптъ на боковой поверхности стержня. Прямая 
Р^ называется шрансверсомъ, Итакъ трансверсъ Р^ есть прямолинейный 
отр'Ьзокъ нормальный къ центральной лнн1и и ограниченный перес1че- 



шсыъ его Р съ центральною л11Н11'ю |[ 11(.'р1'1:'Ьчен11!М-|. ого ^ съ боковою 
иоверхностьв) стержня. 

Положпмъ, что Р, Р\ Р" . . . суть "осд'Ьдовательныя безконРчно близ- 
кая одна огь другой точки цонтральвой лин111. 

За трансвсрсъ то'иги Р' мы прниниасмь пересЬчешс Р'<3' нормальной 
11лос1:ост11 въ Р' СТ. плоскостью ^РР'. За трансверсъ точки Р" зш П1)И- 
ннмаемъ перег'Ьчен1е Р"^' нормальной плоа;ости точки Р' съ плоскостью 
О'Р'Р", и такъ дал-Ье. 

Если стержень въ натуральаовт. состоянй! представляетъ собою пря- 
мой щинвдръ, то можно такъ выбрать травсверсы посл'Каовательныхъ 
точекъ центральной лннп1, чтобы они образовали 1фи натуральаомъ со- 
с1'оян1н стержня плоскость, цроходяшув) чрезъ его центральную прямую. 
такъ что ^, ^' §" . . . расположенн по прямой, Положнмъ, что эти травс- 
версы всизм'Ьпяемо соедннсны съ матср1альнымц точка»! стержня, чрезъ 
которыя овн проходятъ. 

]{ак|1Ъш|иъ поперечное с'Ьчев1е, проходящее чрезъ Р и положиыъ, что 
элементы стержня, лежащее между нормальными с1^чен1яыи, проходяпншн 
чрез1| Р. Р', Р" . . . скручены немного соотв'Ьтствснно около касатель- 
ныхъ РР'. Р'Р' . . . такъ. что (}, ^\ р" , . . располагаются уже на 
спиральной ЛНН111, 

Крцнстс элемента стеряснм, маходящагося меок&у нормальными сп- 
ченгя.чи л^юходятими чрсзь /' н /" измпряется безконечно малымъ угломь 
соспювАяемымъ пчямсвсртмъ Р'<^' съ плоскостью ()РР\ ^ювнымъ углу 
между плоскостями д1'[" и Р!"(^'. 

Если (/5 есть элемептт. дуги центральной лиН1и, (/О уголь меясду плос- 
костями (^РР' и РР'д\ то крученое отнесенное къ 1 длины будетъ: 
/1Ь 



Кручеи1е - 



. (991^ 



§ 364. Проложен1я кривизны. Положнмъ, что стержень такъ согнуп.. 
что центральная Л11Н1Л ирсдставляетт, собою кривую двоякой крини^шы. 
Еслв <Ы есть уголъ, составляемый нормальны»!! плоскостями къ цеп- 
тральной лнши, проведенными нъ точкахъ Р и Р'. то полная кривизна 
центральной лннп! въ точк'Ь Р взмГряется отиошенйемъ: 



(992) 



II говорятъ, ЧТО и,ентра,1Ы1ая Л!1Н1Я им1ет1, эту кринизну въ плоскости 
соарикоснобен1я. 

Положнмъ, что нормальныя плоскости, нронедснвыя въ точкахъ Р н 
Р' перес'|11:аются по прямой СО {фт: 140) п что СО пересЬкаетъ плос- 
кость соцрикосиовев!я, !1рохо,1яшую чрезъ Р и Р' въ тоше^Ь С. Тогда 
РС II Р'С суть двЬ сос'[1дн1я главный нормали; точка же С есть центръ 
кривизны, такъ чти: 



6'Р: 



. (993) 
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Проведемъ чрезъ касательную РР' плоскость РР^М составляющую 
какой-нибудь уголъ ф съ плоскостью соприкосновешя РР'С. Тогда РМ 
и РЛ1 ' суть сос'Ьдн1я нормали (не главныя) и Л/ есть центръ круга кри- 
визны, дежащаго въ плоскости РР^М. Назы- 
вая и рад1усъ этого круга им-Ьемъ: 




1 



1 



^-=рС0.9 



(994) 



Ч:ерт. 146. 



Такимъ образомъ мы можемъ говорить о крн- 
внзн'Ь р центральной лин1И въ любой плоскоств 
РР'М и опред4лять ее чрезъ кривизну - въ 

плоскости соприкосновен1я помощью формулы (994). Мы будезгь называл. 

- кривизною, а -^ проложенгямь кривузны на плоскость РР^^М. 

% 365. Подвижная система иоордииатъ для изсд'Ьдоватя кручеша. 

Проведемъ двЬ взаимно-перпендикулярныя плоскости Р'Р^ \\ РР1 
чрезъ касательную РР' (фиг. 147) Пусть л и ^ суть проложен1я кри- 
визны на эти плоскости. Тогда кривизна въ плоскости соприкосновешя 

равна: 



1 




(993) 



Уголъ, составляемый плоскостью Р'РЬ съ 
плоскостью соприкосновен1я таковъ, что тангенсъ 

его равенъ - , потому что, согласно съ (994), 



7 



= Уя^ -ь ^''' С05 ф 



Черт. 147. 



откуда 






(996) 



Прямыя Р^, РЬ и РР' могутъ быть приняты за оси координагь, н 
мы будемъ им'Ьть д'Ьло съ тремя величинами: 

д — кривизна въ плоскости Р^РЬ перпендикулярной къ Р^^ 
л -кривизна въ плоскости Р'Р^ перпендикулярной къ РХ, 
т— кручен1е около РР*, 

При переход* изъ точки Р въ точку Р' оси Р^^ РЬ^ РР' могуть 
быть перемещены въ положеше Р'С РХ' Р'Р"^ помощью вращешй 
др5, Ы8, хй8 около осей Р^, РЬ, РР' и поступательнаго перем^щеш 
начала координатъ изъ Р въ Р'. 

§ 366. Соотнои1ен1я между напряжен1ями и деформафяни. Напряжет 
которыми д-Ьйствуеть часть стержня, лежащая по одну сторону Р, ва 
другую его часть приводятся къ сил* и пар*. Положимъ, что сосгавляю- 
Щ1я этой пары по осямъ координатъ РЬ, Р^ и РР' суть ^5Г, Ц Т, тогда 
какъ ^, X, т кривизны въ плоскостяхъ Р'РЬ, Р'Р^ и кручеше, если 
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первоначально стержень былъ прямымъ. Если стержень первоначально 
былъ кривымъ, то д, >^, т суть изм'Ьнен1я въ кривизнахъ и крученп!. 

Не желая вдаваться въ теор1ю упругости, примемъ гипотезу состоя- 
щую въ томъ, что: 

1) Изм'Ьнешя въ крученхи и кривизн* стержня вблизи отъ Р зави- 
сятъ только отъ пары (7С Ь, Т) и не зависятъ отъ равнодействующей 
силы. 

2) К, Ь, Т суть линейныя функщи отъ д, X, т *). 

Пусть ^Vй8 есть работа напряженШ въ элеменгЬ Лз = РР '. Если, 
при неподвижности поперечнаго с11чен1я проходящаго чрезъ Р, кривизна 
X обратилась X -н ^Х, при чемъ д и т остались безъ изм'Ьнен1я. то эле- 
ментъ (1з повернулся около оси пары Ь на уголъ с?Х (1$ и работа мо- 
мента Ь равна ЫЫз, тогда какъ работы моментовъ К и Т равны нулю. 
При этомъ, следовательно йЖ . Л = Хс^Х . ^з, Так1я же выражен1Я по- 
лучимъ для К и Т если д и т увеличились на с/д и Лч, Такъ что: 



к = 



I = 



т = 



(1х 



(997) 



Ес.1и, по нашей гипотез!, К, />, Т суть линейпыя функщи отъ д, X, т, 
то (997) показываютъ, что Ж есть квадратичная функщя отъ д, X, т. 
Поэтому, вводя новыя буквы для обозначешя коэффищентовъ, получимъ: 



^V = ~ (М^ -4- РХ» -+- Ст2 -ь 2а . Хт 



2Ь . тд -н 2с . дХ) . . (998) 



Отсюда, согласно съ (997), получимъ: 

7|Г =: /1д -н сХ -ь Ьт 

Х = сд н- РХ ч- ат > (999) 

Г = Ьд ч- аХ -ь Ст 

Перем'Ьною осей координатъ можно всегда достигнуть того, что одно- 
родная квадратичная функд1Я, въ которой по (998) выражается ТГ, не 
будетъ содержать произведен1Й перемЬнныхъ. СлЬдовательно можно вы- 
брать координаты такъ, чтобы: 



^ = 2 ^^^'^^' 



в,К' -«- С.т,») 



(1000) 



Ьг = В^к, (1001) 

*) Линейною функщею называется алгебраическая функц1я перваго порядка. 




Та1;1я осп жазиваются равными осями на'пряо«'а1т. Псстояяняя -^|«^| 
называются маемыми коэф/рацн-нтами сгк^анг'л. С, валывастся (.киЯ^Н 
коэфф1Щ1'рнтомъ щп/чснгя. А,, В, гг С, называются главными коэф^^ 
н китами напряжснш. 

§ 367. Винтообразное крученте и сгибан!е стержня. Прямой, «лни]-!:- 
ный, тониШ стержень согпуп. там., что его центральная лин1Я оорагв- 
дась въ винтовую ллнш. Найдемъ силу н пару, которую надо при^оищ 
къ сво00;1вому концу стержня для того, чтобы удержать его вантовть 
форму, если другой конецъ стержня ыеподвпжно загр'ЬплсЕгь. 
Птсть (фиг. П8): 

А — закрЬплевный консцт. Щ'нтриь- 

ной лин1В. 
5 — топ. ея конецъ, на которы! дИ- 
стпуютъ сила Я и пара, шгЪв- 
щая моментт. О, 
АР8 - - винтовал аоктральная дини, 
АМВ - круговое сЬчеше ди,1вндра, в 
котором!, расположена АР8, 
"^ Ог-ось этого цилиндра. 

Черт. мн. Д1;Йсть№ части АР стержня на часа 

Р8 состоигь изъ силы н пары. 
Сила въ Р можетъ быть разложена на дв1) с.1ага^^ш^я, изъ конхъ ода 
направлена по образующей Р^^, а другая параллельна плоскости (X, И 
Лосл11дняя должна бы уравнов1".ш икаться слагающею пара.1лельною алоскося 
(X. Т) силы, приложенной нъ 5. Но такое уравнов'Ьшиван1е невозжохвц, 
потому что, вел'Ьдств^е геометрической однородности винтовов лввш.сш 
п пара въ точк11 Р не мЬняютъ своей величины при изи'Ьнсшн пиоас- 
Н1Я то^>'м /' на винтовой лиши, при чемъ ии ось этой пары, ни ншрас- 
лен|е атой силы не изи1&няют-ь своего наклйнеп!я къ глалвимъ осип 
Р^, Р1. и РР винтовой мшк в, между Имт. какъ, при пер('1йте1г11 
точки Р по винтовой ЛИН1Н, слагакрщая въ Р параллельная плоекоса 
{X, У) нзм'Ьняеп. свою величину, слагающад въ 5 остается постояннпь 
Поятому слагаюпця въ точкахъ Р и Я параллельный плоскости (X Г' 
должны равняться пулю. СлЬдовительно сила чъ Р иап/ювлема по й^ 
.гующей Р]''. Назовемъ ее И. Она можетъ быт1. перенесена на ось ш- 
линдра, если прибавить ,е1Ц1.1 пару На, гдЬ а ра,г1усъ цилиндра. Она к 
зависит!., следовательно, огъ положен1я Р ва винтовой линш. 

Теперь перейдемъ къ пар'Ь въ Р. Пусть 'ТРг есть касательная п 
винтовой ЛИНИ! въ Р; Рх перпенднкуляръ, опущенный изъ 7* па оо 
цилиндра, такъ что плоскость ТРх. по известному своВа-ву вннт^шовл- 
шп, есть ея плоскость сопрн1мсновев1я, Пусть Ру бинормаль. Тог,и: 
? ^= - ^ деформащя около Ру въ каправленш оп. е кь х. 
' = Еручен1е около Рг въ направленЙ! отъ * къ у. 
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'лЕ^ыо коэф<1|иц1онты сгЩЩя в круче! 
К = А^ =: У10лепть сгибанШ около Рц . . . .(1002) 

' Г= Ст = [;ру'1ен1у около Гг (1003) 

суть моменты наръ напряженШ т. Р. 

Эти моменты могуп, быть разлож(;ды по образующей Р1' и парал- 

I дельно плоскостн (X, У). 
С.тгающ1я г)ара.1лольныя плоскости (X, У) вм4стЬ съ введениою на- 
рою На должны уравновешивать собою соотв Ьтствтюв11Я слагаюпця въ 

' свободвомь К0Н1Й 8 стержня. Но ось равпод'Ьйствующрй цары въ Р со- 
станлюгь постоянный уголъ съ 03/ нри и(.феи1>н1ов1н точки Р по вин- 
товой лиЕШ. Поэтому ея на11рав.«>ню изм'Ьняется съ 111'реи11тен10иъ точки 
Р. тогда какъ ось пары ьъ 5 неподвижна. Сл1;д(Л!ательяо слагаюпие мо- 

, иенты направленные пара.1лольно плоскости (X, У) доли!иы быт1. равны 
нупо. Итакъ: моментъ пары въ тонкт Р долокемь бшпь направленъ па- 
раллельно оси цилиндра Такъ будстъ при всЬхъ ноложешяхъ точки Р 
ва винтовой ЛИН1И. Следовательно: однороОный спщкксень, стнупшй по 
вию1Ш№ои линш и подвергнутый равномпрному кручент, .чоэ/еепп быть 
удерзкань вь этола видть силою И » парию О, приложенными т его 
свободному концу, если сила Я направлена параллельно оси иилиндра 
несущаю эту аинтовую линью, а пара дпйстоуеть аь плоскости перпен- 
дикулярной кь Р (моментъ ря О напра&ленъ по Я). 

^ Если а есть уголъ, составляемый касатедьвою къ винтовой лннш съ 

нЮвован1емъ пинта, то (1002) и (1003) даютъ: 

^Н ии= — А(18тл-\- Схеонч (ЮО-!) 

^Р Й = ^д . сока -н Ст . 51иа (1005) 

7 Эти уравнен{я даютъ искомые: силу Л и момеагь О пары по задан- 

_' нымъ: углу а касательной винтовой лннЕн съ основан1емъ цшиндра, кри- 
визн!; ^ вннтоной ЛНП111 и крученш т матер1ала стержня. 

§ 368. Спиральный пружины. Первовача.1ЬШ11Й видъ тонкаго одиород- 
наго стержни или проволоки въ натуральнонъ состоян1и есть данная вин- 
товая ЛИН1Я, Проволока эта деформирована въ другую данную винтивую 
ЛИН1Ю. Найдемъ силу Р и моментъ О пары, который должны быть прило- 
жены къ свободному концу проволоки для того, чтобы удержать ее въ этомтр 
дефориированномъ вндЬ, если другой ея конедъ :1акр1|Пленъ неподвижно. 
Пусть: «, — рад1усъ цилиндра, на которонъ лежитт. пружина въ нату- 
ра.1ьномъ виД'Ь, 
а — рад1усъ цилиндра, на которимъ лежи п. пружина въ дефор- 

мированномг видЬ, 
а, — уголъ наклоиешя касата1ьной къ основанш цилиндра до 

деформац1П, 
а —уголъ каклонепо! касательной къ основанш цилип^'фа носл!; 
д.>ф^|рмац1н. 
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Р, Р . . . посл'Ьдовательныя точки винтовой лин1'и до деформаши, 
Р?, Р';' . . . главныя нормали этихъ точекъ, 
е Ру|, Р'т/ . . . бинормали этихъ точекъ, 
Р^, Р'С . . . касательныя этихъ точекъ, 
Рх — главная -нормаль деформированной спирали, 
Ру бинормаль деформированной спирали, 
Р-? — касательная деформированной сйирали. 

Совпадающ1я оси спиралей (цилиндровъ. на которыхъ он* лежать) 
примемъ за ось 2, и какую-нибудь перпендикулярную къ ней плоскоств 
за плоскость (X, 1'^. 

Дв* посл'Ьдовательныя плоскости соприкосновен1я въ спирали до де- 
формащи ^РР и РР'^^ образуютъ уголъ: 

8гпо^у . созо^^ . (1з 

Напряжен1я въ Р состтоятъ изъ: 

силы, которая можетъ быть, разложена по образующей и парал- 
лельно (X, Г), 
пары С (т — т^) около оси Рг, 
пары ^^ около Ру, 
пары — Лд1 около Рг], 
при чемъ: ^ _ зто^^^ова^ ^ ... (ЮОб) 

Ош — ■: • ... 11\Лг1'1 

о = (100^) 

а 

гдЬ т(75 уголъ между плоскостями ;РР и РР^. 

Точно такъ же какъ и въ предыдущемъ параграф* можно доказав, 
что слагающая силы параллельная (X, У) равна нулю. Остается сыа, 
направлен ная по обрузующей, которая можетъ быть перенесена на оск 
если добавить пару Еа. 

Точно такъ же какъ и въ предыдущемъ параграфе можно доказав, 
что проложен1е равнодействующей пары параллельное (X, Г^ равно нут 
Приравняемъ, поэтому, нулю моментъ по Рх, Назовемъ чрезъ ? уголъ 
и^х. Ось Рх, перпендикулярная къ Ру, Рг и къ моменту Ка^ образуеть 

съ Рт| уголъ ;} -н 9 • Поэтому: 

к^згп^ = (1009) 

Но к^ не равно нулю, поэтому ^ = О, Следовательно Р6 и Рд?*сов- 
падаютъ и моменты Ак и — Ак^ лежать на одной прямой Ру, то есгк 
на бинормали деформированной винтовой лиши. Поэтому уголъ тй^ ра- 
венъуглу, составляемому последовательными плоскостями соприкосновеш 
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деформированной винтовой лин1н, такъ что: 

^^.та.то. 

а 

Приравнивая нулю момснтъ, направленный по перпендикуляру къ 
плоскости проходящей чрезъ Рх и образующую, получимъ: 

На = — Л $гп а . (к — *,)-!- С созл , {-: — т^) . . (1011) 

Приравнивая моментъ въ Р, направленный по образующей къ соот- 
ветственному моменту О въ конц* проволоки, получимъ: 

в = Асоза . (к — к^)-^ С8{па (- — х^) . . . .(1012) 
При этомъ: 

, соа^ а, - созл згп а, . соз а. згпа , соза ,, ^, ^ , 

*, = ^- ; к -= ; т. = 5 ^ ; т = . (1013) 

^ ах а а^ а ^ ^ 

Если пружина им^етъ много оборотовъ, такъ что а и а! малы, то, 
пренебрегая малыми величинами 2-го порядка, получимъ: 

Если на конецъ 5 пружины д'Ьйствуетъ только сила, такъ что & = 0, 
то изъ (1015) им'Ьемъ п=1а^, то есть, значитъ, дааметръ цилиндра пру- 
жины не изменяется. Въ этомъ случае (1014) даетъ: 

Во = С ^""^^ (1016) 

а 

Формула (1016) заключающая только коэффищентъ С выражаетъ сле- 
дующее: 

Теорема Бине: Спиральная пруоюина, имгьюгцая видь винтовой 
линги сь большимь числомь оборотавъ, сопротивляется сжатгю по оси 
ея цилиндра только кручепгемъ^ а не сгибангемь. 

Если I длина такой пружины, А удлинеше высоты ея цилиндра, про- 
изводимое силою В направленною параллельно этой оси, то: 

1згпа — 1$гпа^=Н (1017) 

Полагая синусы равными угламъ (по ихъ малости) и пользуясь фор- 
мулою (1016) и (1017) получимъ: 

^г=с^ (1018) 

Эта формула (1018) бпределяеть силу 2?, потребную для произведен1я 
удлинен1я Л высоты цилиндра, или ея укорочешя, при надавдиванш. 
наприм'Ьръ, гладкою доскою на свободный конецъ пружины. 



ОТДЪЛЪ IX. 
Основан! я графической статики. 
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§ 369. Многоугольнинъ силъ. Даны величины и направленхя снлъ, дЦ- 
ствующихъ на твердое гЬло въ одной плоскости. Найти графичесит 
путемъ ихъ равнод'^йствующую. 

Обращаемъ вннмаше читателя на то, что въ этой задач* точки при- 
ложен1я заданныхъ силъ не даны. 

Пусть (фиг. 149) направлешя и величины заданныхъ силъ изобра- 
жены векторами Р^, Р^, Р^, Р^, Р^. Начиная отъ какой-нибудь произволь- 
ной точки той же плоско- 
Ъ т, сти откладываемъ посл*до- 

/ вательно яряныя равныя и 

параллельный этивгь силазгь 
(фиг. 149), отмечая эти прв- 
мыя соотв'Ьтственными ци- 
фрами, такъ что 1 па{ш- 
/ \ * лельна р1, 2 параллелью 

■р/^ ^я Ра, и такъ дагЬе. Получшгь 

Черт. 140. многоугольникъ, состощШ 

изъ сторонъ 1, 2, 3, 4, 5. 
Согласно съ § 65 замыкающая сторона 6 этого многоугольника пред- 
ставить собою силу, уравновешиваю И1,ую заданный силы. Сила равная 
этой сил* 6 и противоположная и будетъ искомою равнодействующею. 
Если бы заданный си.ты находились въ равнов^схи, то многоугольншгь 
1, 2, 3, 4, 5 замкнулся бы безъ стороны 6, потому что равнодМствующая 
бы.т бы равна нулю. 

§ 370. Веревочный многоугольнинъ. Построенхемъ предыдущаго пара- 
графа мы нашли величину и направлен1е равнодействующей, но не нашн 
точку ея прнложешя, и точки ириложсн1я заданныхъ силъ тоже остались 
неопред'Ьленными. Чтобы определить всЬ точки приложен1я силъ достраи- 
ваютъ фигуру, на которой были заданы силы сл'Ьдуюищмъ образогь 
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помощью полученнаго многоугольника снлъ. Пусть (фиг. 150) изобря- 
Ж1«'гь задаявыя силы, а (фиг. 131) 1шогоугольн111>г сихь. 

Визьмемъ какую-вибудь нроиявольную точку О на фигуре «яогоуголь- 
Н111;а силъ. Назовснъ эту точ1;у О полюсомь я соединит, ее со векш 
ксршинаии ивогоугольника снлъ иряимнн. Вершину ааходя1Ц)'Юсл въ пс- 
ресЬчен1и сторовъ I и 2 будрм!. о6(»значать такъ 12; вершину ваходя- 
щугся въ перел11чевш сторонъ 2 и 3, будсмъ обозначать такъ 23, и такъ 
дал+.е. Рад1усъ-векторъ, соедцвяющ1й Ост. вершиною 1 2, будемъ обозна- 
чать такъ 12: рад|усъ-векторъ, соединя«пий О съ першивою 2 а, будею. 

обозначать такъ 23. и 
Ра такъ дал-Ье. Эти рад1усы- 

^^н Н1'1;торы называются «о- 

лирнымн расИусаяи. 




РаД1усы-вокторы, соединяющ1е О съ вершинами, разоиваютъ многоуголь- 
ннкъ снлъ на гЬсколько треугольннковъ. Каждый изъ этнхъ троугольни- 
ковъ можегъ быть разсиатрнваемъ какъ 1реуго.1ьникъ си.1ъ. Такъ напри- 
«Ьръ по-шрный рад1усъ 23, напраал/^нныИ къ О уравновЬшиваетъ сиЛ)' 
2 и силу, изображенную ло.1ярыыиъ рад^усомъ 12 направ.1еввы»ъ изъ О; 
полнроыб рад1усъ 34 наирав-ювный къ О уравнов'кшинаетъ силу 3 и силу, 
Изобрал[еавую по,1ярни)1Ъ рад1у(;омъ 23 направленными т*л о. Полярный 
рад|усъ 23 считался нъ одномъ нзъ эти-\ъ сос'|1дви.ть треуго,и>никовъ на- 
правденныиъ въ одну сторону, а въ другомъ — въ другую. Тоже самое 
будетъ со вс&ми полярными рад1усани: каждые изъ нип, считзетсл въ 
одномъ треугольник* навравлеянымъ къ О, а въ другомъ навравлевнымъ 
изъ О: каждый изъ ннхъ предстаиляегь собою дв'}'! ранныя и противопо- 
ложныл силы. Поэтому мы и не ставинъ на нихъ цнфръ на фигур-к 

Теперь будемъ достраивать чертежъ (фиг. 150). Изъ какой-нибудь 
произвольной точк* ^ проводимъ 1.Л, пара.тл1.'.1ьно полярному рад1усу 
61 (фиг. 151) до перееЬчешя .41 съ на11рав.1еа1емъ силы 7-*,. Пзъ А, 
нроводнмъ прямую -4,, А^ иара^иельную полярному рад1усу 12 до пере - 
сЬч('Н1я .4^ съ направлев[емъ силы Р^. Изъ Л^ проводннъ Ля, А, парал- 
.1ельную полярному рад1уеу 23 до пересЬчешя ,4, съ ваправлешенъ силы 
7*3, II такъ дал'Ье. Паконецъ изъ А^ проводимъ прямув) ,4;,. Л„ 1 

Д ело н(.— Курск теории чг 



.тельную полярноиу рад1усу 56 до иересгЬчотя ^„ съ пряжда Л^ 
А^ н есть искомая точка приложения равнодпйстаующеи, къкь этр гЛ- 
часъ будетъ доказано. Заметишь только, предварительно, тго многотгол^ 
никъ А^, Л^, А^ ... А^ называется ве1»-аочиыла многоуюльмикомъ. 

Для доказательства того, что А^ есть точка приложенхя раанодМ. 
ствуищей силъ ?!, Р^ ... Р._, аамЬтимъ стЬдувидео. Сила 7*„ придожевжц 
въ А^, разлагается одвимъ изъ треугольннковъ многоугольника силг ш 
силу направленную по ЬА^ и на силу ио А,, А^. Сила по А^. А, а 
съ силою Р, вквпвалентна (по многоугольнику снлъ) си^'^ по А,. Л^ 
Сила по ^3, А, съ силою Р, эквивалентна си.тЬ но А„ А„ и такъ а- 
л^е. Такимъ образомъ оказывается, что заданный силы Р1, Р, ... Р^ 9Ш- 
валентны двуш. сидамъ: одна изъ нихъ направлена «о I^А^, другая— ш 
А^, А.^. Следовательно иересЬчеше А^ атнхъ двухъ силъ и есть пмв 
приложешя равнод'Ьаствув]Щихъ всЬхъ силъ: что н требовалось доказап. 

Проведя чресъ /!(, прямую Р^ равную и параллельную сторовЬ Г. 
многоугольника си.гь, внднмъ, что Р^ изображаетъ силу уравяов*шмвал- 
щую заданныя силы Р,, Р^ ... Р^,, приложенныя въ А^, Л, ... А^ ътлА, 
то есть по величин'Ь, по яапраыенш и по положенш. 

Но каждая изъ заданныхь силъ мохетъ считаться ирвложевною п 
любой точБ'Ё прямой, по которое она направлена. Поэтоиу задача нохш 
им'Ьть н11скодько р'Ьшешй. Этогь ироизволъ и отражается на пропзвол- 
номъ выбор!! точки Ь, огь которой мы начинаемъ строить веревочаа! 
многоугольникъ. Однако, при данномъ выбор-Ь точки Ь уже опредЬляиа 
точки приложен1я всЬхъ силъ и задапкыхъ и искомой равнод'Ьйствуишу» 
вс4 точки 1филожен1я оказываются въ вершннахъ веревочнаго 1Шоп>- 
угольника. 

Еслнбы мы выбрали другую точку Ь, то получили бы другой веревочяи! 
многоугольникъ. стороны которого были бы параллельны сторонамъ иря- 
няго веревочнаго многоугольника, потоку что онЬ были бы арове;т1 
параллельно гЬмъ же полярным!. рад|усамъ многоугольника снлъ. Пыт- 
чилась бы и другая точка приложешя равнодействующей; но она всегаа 
лежада-бы, конечно, на той же прямой Р^. 

Еслибы мы выбрали др}той солюсъ О, то получили бы оиять друпЛ 
веревочный многоугольникъ, стороны котораго уже не Оылн бы парю- 
дельны сторонамъ прежняго веревочнаго многоугольника, потому чти и- 
пврь были бы уже другЬ' полярные рад1усы въ мвогоугольнвк'Ь силъ. Не 
всетаки направление равнод'ЬйствующеЙ осталось бы прежнпмъ и точп 
ея приложен1я была бы на прямой по которой она направлена. (.Нсмя 
геометрическая теорема: для вс-Ьхъ исгюсовъ О многоугольника силъгео- 
метрическое м1.сто посл11Дней вершины А^ веревочнаго миогоугодьвна 
есть прямая (по которой направлена равнод-Ьйствующая Р^). 

Многоуго.тьникъ Л[, А^... А.^, А^ называетсл ве^чвочньикн потому, что псщ 
ы1ян1емъ силъ Р,, Р,. ... Р^, ириложенныхъ къего вершинаы'ь, ааходинч 



бы въ равнов11С1И такой «ногоугольникъ, состаыевный нзъ вер*>т)(гы 
А^А/, Л^А^ ... А^А^: А^Л„ такъ какъ именно равяыя » протишшолзж- 
ныя С1иы. иредсшвласныя П1).ирныни рад|у1:ами ыногоуголькика сил., 
были бы иатяяеихямн соотв'Ьтственнаи. ве{н.'Нокъ, и эти натнжншя ниЬст'к 
сь силам» Р,, Р, ... Р^ ура11Н01|1>111инал|1сь би, иакъ это ноказынаеп^ 

М110Г0уГ0.11.Ш!КЪ СП.П.. 

§ 371. Графическ1я ус110В1Я равнов%с1я. Изъ продыдушаго параграфа 
мы вндимъ, чти, рсли многоуго.1ЬНН1;ъ силъ 1. 2, 3, 1, 5 не занБнугь, ту 
сутествуетъ равнодействующая 6 зиданныхъ силъ ), 

Посмотри мъ, что будетъ если многоугодьниш. 1, 2, 3, 4, .'> заданвыхъ 
«иль самъ собою окажется замкнутым'!.. Строя иероночпый многоугольш1К1. 
но многоугольнику силъ дойденъ до топ- 
ки ^к и заданной ужи силы Р^. Дли 
заключ(;н1я построен1я останется про- 
вести изъ А^ прямую иараллельвую по- 
лярному рад|усу 51. Если эта прямая 
совпадешь съ прямою ЬА^, то вся си- 
4.'теиа. [фиведиЕаяся къ силамъ напра- 
вленны»'!, ио атимъ прямыш. въ иро- 
тивоположныя стороны и равнымъ иорознь 
одному и тому жо полярному радиусу 51 ^ 
будегь въ равнов'ЁС!!!. Такое равнонЬс1е 
6-ти силъ начерчено на (фнг. Ь'Ю). 

Ес1н же прямая, проведенная изъ А^ пара.1лельно полярному радиусу 
51 не совладеть съ прямою ЬА^, какъ это изображено на (фиг. 152). 
то равный и парал.1ельныя, но протнвополояшыя силы, наиравлеяныя по 
этимъ ирямымъ, Д!1Д1тъ пар^^ силь, къ которой, въ зтомъ стуча'Ь, и при- 
водится, сл^Ьдовательно, вся система заданныхъ си.гь. Она, значить, яе 
можетъ быть приведена къ равнод1^йствующей спл*, а приводится К1| ьарл. 
Въ этомъ случае веревочный многоугольннкъ не замкнуть. Моментъ этой 
пары ранеиъ пропзнсденш силы рапиой полярному рад1усу 51 на раз- 
стоян1е между прямо») !!риведепною изъ ,-1. параллельно ,"11 ипрямою/^,-!,, 

§ 372. Многоугольнинъ параллельныхъ силъ. Если задавныя силы па- 
рал.1ельвы между собою, то многоугольнинъ силъ обращается въ прямуи- 
Дйнш. Напри»!фъ, если заданы силы Р,, Р^. Р^ (фиг. 153) и мы начг 
немъ строить многоугодьяикъ силъ {фиг, 1.")4) начиная огь точен о, то 
получимъ прямую аЪ, на которой будуть лежать стороны: 

1 = Р,. 2 = Р,. 3 = Р,. 




•) Симо собой разук^ется, что наши иостроепЬ) и раэсужде<1|1я прп.10ИЕеа- 
выя иъ Ъ-^а эадиввыиъ силамь рвспростравшотся ПК какое угодао 'ШСШ 



даняыхъ с'шгь. 
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Черт. 154. 



Р'Ьшимъ атЬдующую задачу. Даны длины нитей АоА^, Л^А^^ А^А^, 
А^А^, грузы Р1Р2Р3 подвешенные въ точкахъ ^,, -4^, А^ и точки пол- 
в'Ьса А^ и А^ веревочнаго многоугольника А^А^А^А^А^. Найти распо- 
ложен1е, принимаемое нитями въ равнов'Ьсш и напряжешя нитей. 
Изъ сказаннаго въ §§ 370 и 371 сл^дуеть такое построеше: 
Чертимъ многоугольникъ силъ. Для этого отъ какой-нибудь точки в 
(фиг. 1Г)4) проводимъ прямую параллельную силамъ Р^, Рд, Р% и на 

ней откладываемъ последователь- 
но стороны: 

такъ что 

1 -+- 2 ч- 3 = об. 

Найдемъ теперь подюсъ О. Для 
этого изъ а рад1усомъ А^А^ е 
изъ Ь рад1усомъ А^А^ описывает» 
дуги; пересЬчеше ихъ и прнни- 
маемъ за полюсъ О. Соединяемъ 
О съ точками: а, 12, 23, 6 полярными рад1усами. 

Теперь строимъ веревочный многоугольникъ (фиг. 153). 
Проводимъ изъ -4о прямую А^А^ равную и параллельную полярному 
рад1усу Оа\ изъ А^ проводимъ прямую А^А^ равную и параллельную по- 
.тярному рад1усу 12; изъ А^ проводимъ прямую А^А^ равную и парал- 
лельную полярному рад1усу 23; соединяемъ А^ съ А^ прямою, которая 
окажется равною и параллельною полярному рад1усу ОЬ. 

Данный веревочный многоугольникъ будетъ имЬть видъ построеннаго 
многоугольника -^^^11^12^3-^^. 

Полярные рад1усы будутъ равны натяжешямъ параллельныхъ ихъ 
нитей. 

§ 373. Опред1]|ен1е дав4еи1й, производимыхъ пряною горнзоитадым 
балкою на точки опоры. Положимъ (фиг. 155), что прямая легкая бака 
(в1)Сомъ которой можно пренебречь) лежитъ горизонтально на точкахъ 
опоры ^0 и А^, На балку дМствуютъ въ точкахъ -4^, А^^ А^^ -4^ ™' 
желые грузы ТГ,, Жа, Жз, ТГ^. Найти давлешя въ точкахъ опоры. 

Изъ предыдущихъ параграфовъ настоящей главы вытекаетъ следую- 
щее построен1е. Отъ какой-нибудь точки а дгаграммы силъ (фиг. 156) 
проводимъ прямую параллельную вертикалямъ ТГ^, РГз, Ж» и на ней от- 
кладываемъ посЛдовательно 1 = ТГ,; 2 = ТГг; 3 = ТГ, и 4 = ТГ4, такъ 
что аЬ представляетъ собою полную нагрузку балки. Избираемъ произ- 
нольно полюсъ О и соединяемъ его съ точками а, 12, 23, 34, Ь. Строимъ, 
начиная отъ Л,,, веревочный многоугольникъ. Для этого проводимъ пря- 
мую Ло^! параллельную полярному рад1усу ао до перес'Ьчен1я ^В^ съ вер- 
тикалью Л1ТГ,; проводимъ изъ Б, прямую В^В^ параллельную поляр- 
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ному радаусу 12 до пересЬчешя Б, съ вертикалью А^^, и такъ дал'Ье. 
Наконецъ проводимъ изъ Ъ^ прямую В^^^ параллельную полярному ра- 
д1усу 60. Получаемъ веревочный многоугольникъ АоВ^В^В^В^В^. Замк- 
немъ его прямою В^Л^ и проведемъ полярный рад1усъ Оо параллельно 
прямой 7^5-4 01 Тогда давлен1е (ч-Л) балки на опору А^ будетъ равно ас: 
давлеше (-ьЛ') балки на опору А^ будетъ равно сЬ; потому что балка 
находится въ равнов'Ьсш подъ д-ЬЙстихемг силъ ( — В) ТГ^, ТГ^, ТГв, И^4г 
( — -К^), для которыхъ А^В^В^В^В^В^А^ есть замкнутый веревочный 
многоугольникъ, а (фиг. 156) д1аграмма силъ, 
изъ коихъ 1, 2, 3, 4 положительны, тогда какъ а 





Черт. 155. 



Черт. 156. 



Ьс 1\ са отрицательны, такъ что многоугольникъ силъ слившШся въ 
одну прямую аЪа тоже замкнутый. Но въ многоугольник'Ь силъ 



ас н- сЬ = аЬ = 1 



согласно тому, что 



Л -4- Л, = ТГ» -ь ТГз -ьТГз -4- ж,. 

§ 374. Кривая давлен1й. Представимъ себ^ гЬла симметричный отно- 
сительно плоскости чертежа (фиг. 1Г)7) и расположенный сл'Ьдующимъ 
образомъ. Т'Ьло АВ можетъ вра- 
щаться около неподвижной оси 
Л\ клинъ ВС упирается однимъ 
ребромъ въ гЬло АВ\ гЬло СВ 
опирается совершенно гладкою 
плоскостью (безъ третя въ плос- 
кость СС) въ грань клина; гЬло 
^^Е' можетъ вращаться около не- 
подвижной оси Е и скреплено 
шарниромъ В съ т^ломъ СВ, Найти графическое услов1е равнов'Ьс1я 
системы этихъ гЬлъ, подъ д-Ьйствхемъ силъ В, ^, Л, приложенныхъ въ 
а, р и В, 

Давлен1е въ А д'Ьйствуетъ по некоторой прямой Ар и иересЬкаетъ 
силу Р въ какой-нибудь точк'Ь р. Равнодействующая этого давлен1я и 




Черт. 157. 
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силы Р должна быть уравнов^Ьшена давлен1емъ въ ^В и потому должна 
проходить чрезъ В. Эта сила, дЬйствующая въ В пересЬкаетъ силу ^ 
въ какой-нибудь точк* д. Равнод^Ьйствующая силы, дМствующей въ Б и 
силы ^ должна быть уравновешена давлешемъ плоскостей клина и гка 
СВ; поэтому она должна быть направлена по перпендикуляру 3/ къ плос- 
кости СС Основанге Ж этого перпендикуляра должно, слтьдовательщ 
лежать внутри площади по ко^порой* соприкасается клинь ВС съ пт- 
ломь СВ, Это давлеше должно проходить чрезъ В и равнодействующая 
этого давлен1я и силы В должна быть направлена по ВЕ. 

Не трудно видеть, что лишя АрдВЕ есть веревочный многоуголг 
никъ силъ Р, ^, В. Изъ разсмотр'Ьшя этого частнаго случая вытекаегь 
общее заключеше: система гЬлъ прислоненныхъ другъ къ другу, изъ ко- 
ихъ некоторый могуп> быть соединены шарнирами, находится въ равно- 
вес1И, если можно провести веревочный многоуюльникъ заданныхъ аш 
такь, чпюбы онь проходиль чрезъ всп» шарниры и пересгькалб нормально 
всп> плоскости соприкосновенгя въ предплахъ площадей сопргтосноветя. 

Такой веревочный многоугольникъ (въ нашемъ прим'Ьре ЛрдЛЕ) на- 
зывается кривою давленгй. Кривая давлен1й играетъ важную роль въ тео- 
ргп сводовъ. 
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/ Твор1я удара и другйхъ мгновенныхъ 

ГЛХВА I. — " 



Ударъ въ плоскомъ движен1и. 

§ 375. Общ1й видъ уравнен1й, опред'Ьляющихъ Д'Ы1ств1е удара. Ударъ, 
направленный въ твердое гЬло, можетъ изменить его поступательныя ско- 
рости и его вращательный скорости. Мы начнемъ изсл*дован1е съ такихъ 
движений, въ которыхъ траскторш всЬхъ точекъ до и поел* удара нахо- 
дятся въ плоскостяхъ взаимно параллельныхъ; такое движете называется 
плоскймь, Въ такого рода движешяхъ вращешя происходятъ около осей 
перпендикулярныхъ къ плоскостямъ траектор1й. 

Примемъ за плоскость {х, у) плоскость параллельную плоскостямъ 
вс'Ьхъ траектор1й. Всяк1я вращательный движен1я, производимыя ударомъ, 
Д0.1ЖНЫ, согласно съ § 146, подчиняться уравнен1ю: 

Правая часть этого уравнен1е есть моментъ Ь мгновенной пары удара. 
Такъ что: 

^»и-»|)=^ <'»'»> 

Но согласно съ (136): 

Если разсматриваеыъ дМствхе удара на твердое гЬло, то: 

^ = «) (1021) 
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при чемъ (О есть угловая скорость около оси пары Х, одинаковая лдя 
всего гЬла. Поэтому 



Ут(x^—у^^\ = Ут^^)^^ = ^^1т^'' = 0}^, . .(1022 



гд-Ь ^ есть моментъ инерщи относительно оси вращения со. 

Изъ (1019) и (1022) им-Ьемъ: 
моментъ количества движен1я вносимый ударомъ въ неподвижное гЬло равенъ 

(!) ^ = X (1023; . 

гд'Ь О) внесенная ударомъ вращательная скорость. 

Если же гЬло им'Ьло до удара вращательную скорость <о, а поо! 
удара его вращательная скорость сд'Ьлалась равною о>', такъ что внесен- 
ная ударомъ вращательная скорость равна (о' — со, то, вместо (1023). 

получимъ: 

^ {ну' — ау) = Ь (1024) 

Если масса тЬла Ж, а его рад1усъ инерщи относительно оси враще- 
шя к, то ^ = Мк^ и (1024) принимаетъ видъ:- 

Мк^ (0)^ — а>) = X (1025) 

Пусть: 

(и, V) — проложешя скорости центра тяжести ударяемаго гЬла Оо удари, 
{и! V') — » > » » » > послп» ус^ра, "^ 

(О — угловая скорость вращен1я около мгновенной оси прохощкщей 

чрезъ центръ тяжести до удара, 
О)' — угловая скорость вращешя около мгновенной оси проходящей 

чрезъ центръ тяжести 7юсл^ь удара, 
М — масса ударяемаго гЬла, 
Мк^ — моментъ инерщи ударяемаго гЬла, 
X, Т — проложешя удара, 

Ь — мгновенная пара удара. 

Тогда, согласно съ 5$ 146 и (1025), получимъ: 

М (и' - и) = X I 

М {^^ — ^;) = Г I (102Г,) 

Мк' (о>' — со) = I. ) 

Вообще уравнен1я § 146 могутъ быть выражены такъ: 

(пролож. колич. движен. посл'Ь удара) — (пролож. колич. движ. до удара) = 

= (проложен, удара) (1027) 

(момент, колич. движ. посл4 удара) — (момент, колич. движ. до удара) = 

= (момент, пары удара) (1028) 



Уравнены (1026) суть частные случаи втигь уравнен1й, нмряно вт. 
при)гЬнен1|| ихъ къ одиночному удару производимому въ твердое г11ло. 

§ 376. Ударь гладнихъ шаровъ. Положимъ, что два шара, ин'Ьишде 
масс1.1 т и т' движутся на встречу друп> 1П) другу, по прямой сосдинжо- 
шей пхъ центры, со скоростями « и г, и, ударившись одинъ о другой. 
расходятся со скоростями м' и с'. Согласно съ (1026). пм'Ьумъ: 

Л 1 



И 



га11 а есть сила происшедигаго удара. Само собою раэум+*тся. что такой 
ударъ НС вносить никакой мгновенной пары Ь. 

Этнхъ двухъ уравненШ недостаточно для опред'кк'яхя трехъ" велп- 
чинъ «', (' и и по заданнымъ и и г. ,1!дя пол)чешя третьего уран- 
вен1я разсмотримъ подробн'Ье, что происходить съ шарана въ течени! 
удара, какъ оы ни быль коротокъ проиежутокъ времени его д4йств1я. 

Процессъ удара раэд11ляетсл на два иер10да: 1) перюдъ ст-апня. вт. 
тсчеши котораго шары сжимаются, нриченъ раастоян1в между ихъ цен- 
трами уменьшается; этотъ перюдъ начннаетсл сопри1;основен1еН1. шаровъ: 
2) ги-р'/тУь возстаноелетя формы, въ течен1Н котораго шары опять нр1о6- 
р4таютъ свой первоначальный видъ; атотъ перюдъ кончается гЬмъ, что 
шарм разстаются. 

Отношеше взаимод-1;йств1я въ течении 2-го 11ер10да къ взаимодействии 
въ течен1н 1-го пер10дя для различныхъ гЬдъ различно. Оно зависать 
от"ь того, насколько скоро тЬло способно пр1обр1)тать. посхЬ небольшой 
дефор11ац1и, свою первоначальн>т() форму. Если это происходить сравнн- 
те.1ЬН0 медленно, то П1ары усп^ютъ уже разстаться, не ус1гЬв1. принять 
первоначальный видь: тогда вааимод'Ъйств1е во 2-мъ пер1од'Ь меньше ч1|мъ 
въ 1-мъ. Если же форма воэстановляетса еще ран^е, ч'Ънъ шары раз- 
стаются, то взаямод4йств1е въ обоихъ першдахъ одинаковы. 

Если взаимод-Ьйств1Я вь второмъ перюд-Ь столь мало, что имъ можно 
пренебречь, то т^ла называются иецнр^/тми. Въ этомъ случае и' = »■' 
к (1028) даютъ; 

В = ^'^^,и^-V) (ПШ) 



. (1030) 



Если нельзя пренебречь ваанмод11Йств1сиъ во второмь нер!од1;, то по- 
ступпнъ такь. Обозначимъ чрезъ В^ дМств1е удара въ теченш 1-го першда, 
продолжая обозначать чрезт. К полное д-Ьйств1е удара. Производя опыты 
съ шарямп [!р1гготовлРннымп |[;п. различныхь матер1аловъ и на6лн1Дая 
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скорость «*' и г;' послЬ удара, опредЬдяемъ по формудамъ (1028) велн- 
чину В, полагаевгь: 

~ = {1-^е\ (1031) 

гд'Ь е никогда не бол*е единицы и разсуждаемъ такъ: Е^ можно вычи- 
слить по (1029), принимая шары за неупрупе (обращая внимаше только 
на 1-й пер1одъ), а загЬмъ, согласно (1031), В найдется помножая Е^ 
на (1 -4- р), то есть по формул-Ь: 

В = ^^^' (и — ,;) (1 -4- О • . • • . . - (1032) 

Эта формула при такихъ опытахъ служить для опредЬленш е для 
разныхъ матер1аловъ. Когда е найдены и для нихъ составлены таблицы, 
то (1032) можетъ служить для р'Ьшешя задачъ объ удар'Ь шаровъ, обла- 
дающихъ упругостью. Шары, для которыхъ е= 1, называются совершенно 
упругими. Но такихъ не существуетъ. Наибольшее в, близкое къ 1 , свой- 
ственно стеклу и слоновой кости. Наименьшее е, близкое къ О, свой- 
ственно свинцу. 

§ 377. Балка, подвешенная на оси проходящей чреаъ ея центръ тя- 
жести, ударяется абсолютно упругимъ шарогь. Однородная балка надетая 
на поперечную ось, проходящую чрезъ ея центръ тяжести, выводится изъ 
состоян1я покоя ударомъ, направленнымъ въ одинъ изъ ея концовъ пер- 
пендикулярно ея длин'Ь, произведеннымъ абсолютно упругимъ шаромъ, дви- 
жущимся перпендикулярно къ балк* со скоростью V. 

Пусть: 
М — масса балки, 

^ — ея моментъ инерцш, 

т — масса шара, 

V' — скорость шара посл'Ь удара, 
О)' — вращательная скорость балки посл'Ь удара, 
2а — длина блаки. 

Въ этой задаче мы не можемъ пользоваться непосредственно форму- 
лою (1032) удара упругихъ шаровъ, потому что зд-Ьсь сила удара В мо- 
жетъ быть зависитъ отъ того, въ какую точку балки попадаетъ шарь. 
Воспользуемся сначала формулами (1026). 

Ударъ В происходитъ въ конецъ балки, находяпцйся на разстояши а 

отъ ея центра тяжести. СлЬдовательно моментъ /> вносимой ударомъ пары 

равенъ: 

Ь = Ва (1033) 

Вставляя эту величину въ постЬднее изъ уравненШ (1026), получимъ: 

ЖЛ^ш' = Ва (1034) 
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такъ какъ угловая скорость со балки до удара равна нулю по условш 
задачи. Изъ (1034), им^емъ: 

!^^о>'=В (1035) 

Называя чрезъ и' линейную скорость посл'Ь удара конца балки, и)гЬемъ: 

и' = (о'а . (1036) 

Исключая а>' изъ (1035) и (1036), получимъ: 

^,,^«'=Д (1037) 

Сравнивая эту формулу съ первою изъ (1026) и замЬтивъ, что на- 
чальная скорость и конца балки равна нулю, видимъ, что формула (1037) 
показываетъ, что балка ударяется въ конецъ съ такою силою, съ какою 

ударяется свободная сфера, имеющая массу — ^ . Ударъ балки шаромъ 
приведенъ теперь къ удару даннаго шара массы т обладающаго ско- 
ростью V О шаръ обладающШ массою — д- . Вставивъ эту массу, вместо 
т' въ формулу (1032) и полагая въ ней е= 1, и = 0, получимъ: 

т 



«•( 



а» 



Для удара шара объ гЬло получимъ ту же величину съ знакомъ 
Зная, что 31к^ = «7, получимъ: 

2^шV _^^ 

(а^т н- «7) 

Сравнивая (1038) съ (1034), имЬемъ: 

2^тVа 

или 

н.<„' = _^!?!!^ (1039) 

Но (1028) даетъ: 

«^ - ^ = ^ (1040) 

Сравнивая (1038) съ (1040), получимъ: 

2^тV (а^т-\-^—2^) 

или 

V = 7-а 7^; ^ (1041) 
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Если, наприм^ръ, балка очень тон1{а въ вертикальномъ направлен1н. 
то ея моментъ инерцш, согласно съ § 181-мъ, равенъ: 

Тогда (1038), (1039) и (1041) даютъ: 

2тVМ 



В = 



(0 = 



6тV 



г' = V 



(Зт -^ М) а 

Ъ т — М 
Зтч-Ж 



Если же балка представляетъ собою параллелепипедъ съ ребрами 2а, 
2Ь, 2с, то, согласно съ § 181: 



Тогда (1038), (1039) и (1041) даютъ: 

_ 2ту {а^ ч- с^) М 
За^ш -ь (а^ -4- О Л/ ' 

^'^ ~ За^т -ь {а} ч- с^) М ' 

, _ За^т — (а" -н с^) М 
'' ~^ ' За^т-ь(а»~-нс2)^М'' 

§ 378. Законы трен1Я во время удара одинаковы съ закоианм тремя 
сиольжен1Я. Опытъ Морена. Во время удара т^ла соприкасаются меяц} 
собою, и если ударъ направленъ не по общей нормали къ соприкасаю- 
щимся поверхностямъ, то должно явиться трете. Спрашивается, будеп. 
ли ударное тренхе им'Ьть то же отношен1е къ нормальновсу удару какъ 
тренге скольжен1я къ давленш, то есть одинаковъ ли коэффищентъ удар- 
наго и обыкновеннаго трен1я. 

Моренъ произвелъ несколько опытовъ, которые показали, что коэф- 
фицгентъ ударнаго трешя равенъ обыкновенному, коэффищенту третя. 
Эти опыты производились сл'Ьдующимъ способомъ. 

Къ ящику АВ было прид'Ьлано два столбика съ перекладиною, на 

которой помощью нитки подв-Ьшивался грузъ тд, Ящикъ наполнялся 

дробью до желаемаго вЬса Мд, Ящикъ ставился своимъ плоскимъ дномъ 

на горизонтальную плоскость и опред'Ьлялся предварительными опытами 

коэффиц1ентъ [а трешя ящика о плоскость. Отъ ящика шелъ горизон- 

та1ьно шнуръ перекинутый чрезъ блокъ, и на свободный конецъ этого 

ишура подвешивался грузъ: 

{М-+-т)д]1 (1042) 
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При д'Ьйств1И такого груза ящикъ, немного подтолкнутый, двигался 
горизонтально и равномерно со скоростью V. Во время этого движешя 
перерезывали нитку, всл-Ьдствхе чего грузъ шд падаль въ ящикъ и уда- 
рившись о дробь оставался неподвижнымъ относительно ящика. Этимъ 
ударомъ груза тд объ ящикъ вызывалось ударное треше между ящикомъ 
и горизонтальною плоскостью, по которой онъ двигался. Оказалось, что 
скорость ящика V до удара о ящикъ груза тд оставалась такою же и 
посгЬ этого удара. Покажемъ, что этимъ доказывалось равенство коэф- 
фищентовъ трен1я обыкновеннаго и ударнаго. 

Ударъ груза о ящикъ передается, и происходить ударъ ящика о пло- 
скость по которой онъ скользить. Пусть: 

-Р — горизонтальная слагающая удара ящика о плоскость, 
Е — вертикальная слагающая удара ящика о плоскость. 
V' — скорость ящика посл-Ь удара, 
I — время, въ течен1и котораго падаетъ грузъ тд. 

По законавгь паден1Я грузъ тд ударяется о ящикъ со скоростью д^ 

Поэтому вертикальная слагающая К удара определяется, согласно 

(1026), уравнешемь 

П1д1 = В 

Отделившись отъ перекладины, грузъ шд уже не принадлежить къ 
системе ящика вплоть до конца своего паден1я. Поэтому масса системы 
двигаемой грузомь (Л/ -ь т) д\1 уменьшается, и, вследств1е этого ско- 
рость V системы увеличивается на величину пропорщональную ( именно 

на /I где 

\».тд 



ЛГ -+- (-Д/ н- т) [1 



/ = 

Такимь образомь въ моментъ начала удара ящикъ обладает!» гори- 
зонтальною скоростью 

До удара (но после перереза нити) масса движимая грузомь (М н- т)^^[А 

состояла изъ массы М ящика и массы {М ч- т) \>. самого движущаго 

груза. Вся эта масса 

-М^ -ь (Ж н- ш) 1* 

двигалась со скоростью V -л- /I. 

После удара грузъ тд опять сд'Ьлался частью системы; масса ея сде- 
лалась, следовательно равною 

М -\- т -^ (М -+- т) [1 

и скорость сделалась равною V'. Поэтому количество движен1Я въ гори- 
зонтальномь направлен1и всей системы вместе сь грузомь тд до удара 

равно 

[М -ь (Л/ -ь т) [1] (у -н /О -+• ^ь\ 
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Количество движешя въ горизонтальномъ направленш всей снстешл 
вмЪсгЬ съ грузовгь посл^ удара равно: 

Следовательно, согласно съ (1027): 

[Ж-+-?/*-ь(Л/-+-ш)»1]г;' — [Д/ч- (21/-1-т)|1](!;-ь/*0 — ть= — К 

Если согласно результату опытовъ Морена сд'Ьлать зд'Ьсь V = г ъ 
вставить вместо /* его величину получимъ: 

которое и показываетъ, что отношен1е ^ ударнаго трен1Я къ нормальномт 

удару равно тому же [х, которому равно отношеше обыкновеннаго тренм 
скольжешя къ давлешю. 

§ 379. Уравнеи'т удара совершенно неупругихъ н шероховатыхъ тЬдъ 

Пусть (фиг. 158) 

О и О' — центры тяжести ударяющихся гЬлъ, 

А — точка соприкосновешя ихъ поверхностей, 
Л — проложеше скорости точки О на касательную, до удара, 
V — проложеше скорости точки в на нормаль до удара, 
и и г — проложетя этихъ скоростей тотчасъ поел* начала удара, 
I — весьма малое время, протекшее отъ начала удара до изм-Ьнешя 

скоростей и, V ъъ V, г, 
^ — угловая скорость гЬла О до удара, 
со — угловая скорость гЬла О въ^ моментъ I, 
М — масса гЬла в, 

к — радаусъ инерщи относительно оси вращен1я проходяп^ей чрезъ (^. 
0N — перпендикуляръ на касательную, 

АН = х\ Кв = у. 

Т^ми же буквами, но со значками «примъ» обозначаемъ соотв'Ьтственнш 
величины и точки второго т^да. 

Въ случа* абсолютно неупругихъ т4лъ относительная скорость сколь- 
жен1я и относительная скорость сжат1Я делаются равными нулю въ кошй 
удара. Если положить ^ равнымъ продолжительности всего удара, то вели- 
чины «, V, О), и\ V', со' относятся къ концу удара. 

Найдемъ проложеше скорости точки А на касательную, по окончанш 
удара, разсматривая А какъ точку гЬла в. 

Всл1>дств1е поступательнаго движен1я гЬла О точка Л обладаетъ ж» 
касательной въ конц-Ь удара скоростью и. Всл'Ьдствхе вращатедьнаго дви- 
жен1я точка А обладаетъ скоростью -н со . ОА, проложеше которой на 
касательную равно ( — у со). Поэтому полное проложеше на касательнш 
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скорости точки А въ конц'Ь удара равно и — у а>. Точно такъ же полное 
лродожеше точки А гЬла С на касательную въ конц'Ь удара равно 
и! -ь у' О)'. Но относительная скорость по касательной (скольжен1е) благо- 
даря шероховатости гЬлъ равна нулю. 
Следовательно: 

1^ _. у(о — и' — у'ш' = О . . (1043) 



Вследств1е абсолютной неупругости 
т^Ьлъ относительная скорость по нор- 
мали въ КОНЦ'Ь удара равна нулю; это 
можетъ быть, помощью такихъ же раз- 
суждешй, выражено такъ: 

V 



/ ^ 




д;и> _ г;' -_ а;'а>' = О . . (1044) 

Ударъ 1-го гЬла о второе равенъ 
удару 2-го гЬла о первое, и потому, 
согласно съ (1027), им^евть для проло- 
жен1Я ударовъ на касательную: ^^^' ^^' 

Ж (к — СГ) -н -ЗЙР (и' —Щ =0 (1045) 

и для проложенШ ударовъ на нормаль: 

ЛГ(г7- - Г)-ьЖ'(г;'— Г) = (1046) 

Наконецъ (1028( дастъ: 

Мк^(}^^ --^)-^М[и — Т^)^^ — М(V—V)x==^ . .(1047) 

ЗI%'{^^^^--^^)-^М\и' — ^^) — ]^^(V'—Г)x' = . .(1048) 

Этихъ 6-ти уравненШ (1043), (1044), (1045), (1046), (1047) и (1048) 
достаточно для опред^ленхн движешя посл^Ь удара по заданному движен1ю 
до удара. 

§ 380. Уравнен1Я удара совершенно неупругихъ и абсолютно гладиихъ 
Т"Ьлъ. Если гЬла совершенно не упруги и абсолютно гладки, то уравнен1е 
(1043) теряетъ смыслъ, а вместо уравнешя (1045) ивгЬемъ: 

и — и = О (1049) 

и' — П'= О (1050) 

§ 381. Уравнен1я удара совершенно гладиихъ упругихъ т-Ьлъ. Если гЬла 
упруги, то надо ввести еще реакщю возстановлен1я формы; если при 
этомъ между гЬлами н'Ьтъ трен1я (или мы имъ пренебрегаемъ), то проло- 
жен1е удара на касательную равно нулю для каждаю тгьла. Поэтом)-, 
въ этомъ случаЬ, получимъ: 

31{и- и)==0 (1051) 

.1/(г ~. Г\ -^П (1052) 



ЪИс" {_т—Щ=1Вх (1033) 

!/'(«'— СГ') = . . (1054) 

М {V'— Г) = — В (1055) 

МЧс,' («)' й')=:~Вх' (1056) 

Кром'!°> того скорость С сжатия получится изъ уравнен1я: 

С ^ г)' -н ж' с«' — V — л<о (1057) 

Подставляя сюда величины, опредЬляемыя изъ (1051) .... (105*)) по- 

^У'""'^^ С=С„-а<В (1058, 

гд'Ь Со и «' постоянный. 

Полагая зд'Ьсь С = 0, подучимъ величину В„ = -у удара, дМств?!»- 

щаго въ пер10дъ сжат1я; помножая его на (1 -ь в) получимъ полную ве- 
чилину II удара; подставляя это Е въ (1051) ... (1056), получит»: 
М!;сог*'г;'«)' по заданнымъ I], V, 2, [1\ У\ ^^, 

§ 382. Урав11еи1я удара гЬлъ уяругихъ и несовершенно шероховатыхъ. 

Изсл-Ьдуемъ наконецъ ударъ несовершенно упругихъ гЬлъ, принимая в») 
вниман1е и ударное трен1е Р. Принимая моментъ начала удара за начало 
времени. 
Пусть: 

В = количество движения, сообщаемое гЬлу М по нормали въ те- 

чеши малаго времени ^ 
2-'= количество движешя, сообщаемое гЬлу М по касательной XI 

въ течен1и ^, 

Уравнен1я удара будутъ: 

М(и — и) = — Р (1059) 

М(у — V) = В (1060) 

Мк' (^10- Я) =Ру-^Вх (1061) 

31' {и'—и')= Р (1062) 

И' (V'—V^)= — В (1063) 

М'к,'((о'—Я') = Р1/--Вх' (1064) 

Относительная скорость скольоюешя 8 определится уравнен1емъ: 

5 = ^— усо — и'— уЧо' (1065) 

составленнымъ помощью разсужден1й, примЬненныхъ къ составленш ура- 
внен1я (1043). 

Относительная скорость сжатгя С определится уравнешенъ: 

С = г;'ч-л;'а>' — у; — д:«) (1066) 
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Если подставимъ въ (1065) и (1066) величины, опред'Ьляемыя изъ 
уравненШ (1059) ... (1064), то получивгь: 

8 = 8^-'аР—ЪЕ (1067) 

С = С^ — ЬР—шП (1068) 

8« = и— 1/9 — 17' — у^^' (1069) 

Со=Г-+-а;2'— Г - х2 (1070) 

1 1 и^ и ^ 

ху х'^ /пптач 

^ = мк^~м%^ ^ ^ 

•^\ //1 ^'^ ?/' им-Ьютъ т^Ь же значен1Я (фиг. 158) какъ и въ § 379-омъ. 

Величины Яд, Со, а, а', Ъ называются постоянными даннаго удара, 
причемъ: 

5^ — начальная скорость скольжешя, 
Со — начальная скорость сжатия, 
а, а\Ь — не зависятъ отъ скоростей. 

а и а' существенно положительны, Ь можетъ быть и положительнымъ 
и отрицательнымъ. Зам'Ьтимъ, что изъ (1071), (1072) и (1073) сл'Ьдуетъ: 

аа»>Ь^ (1074) 

§ 383. Изображающая точка. Пользоваше уравнен1ями лредыдущаго 
параграфа значительно облегчается прим'Ьнешемъ особаго графическаго 
метода, основаннаго на понят1и объ изображающей 7почкть, Къ изложен!» 
этого метода мы и приступимъ. Припомнимъ, что чрезъ Е мы обозна- 
чили въ предыдущемъ параграф* количество движен1я, сообщаемое 
т4лу М по нормали въ течении весьма малаго времени ^, считаемаго отъ 
начала удара. 

Это В равно нулю въ начал* удара; загЬмъ оно возрастаетъ и до- 
стигаетъ максимальной величины въ конд* удара. Въ теченш времени Л 
это Е возрастаетъ на с1Е. Удобнее, для изсл'Ьдован1я процесса происхо- 
дящаго въ течен1и удара, принять не ^ а Л за независимое перемЬнное 
п разсматривать последовательный ЛЕ равными между собою. 

Съ возрасташемъ Е изменяется и Р, но с1Р могутъ быть и положи- 
тельными; можетъ случиться, что какое-нибудь ЛР достаточно для уничто- 
жешя скольжешя. Согласно опытамъ Морена (§ 378) 

йР=^аЕ (1075) 

гд* ^1 коэффищентъ трен1я. 

Делоне. — Курсъ тсоретнчсекоб механики. 25 
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Примемъ касательную н нормаль за оси координатъ АР и АВ, (фиг. 159) 
съ началомъ въ Л. На АК будемъ откладывать абсциссы Я; на АГбт- 
демъ откладывать ординаупы Р, Точка Р, опредгьляемая с1ба4иссою В и 
ординатою Р, называется изображающею точкою. 

Изсл-Ьдоваше процесса, происходящаго во время удара, сводится къ 
изсл-Ьдованш движен1я изображающей точки Р. 

Въ начале) удара Л = О и Р = О, поэтому Р находится въ начал! 
координатъ. 

Ординату Р откладываемъ положительною въ сторону противоположнтю 
той, въ которую треше д'Ьйствуеп> на тЬло Ж, такъ что проложеше ско- 
рости точки Р на ось АР^ направлено 
въ ту сторону, въ кот-орую скользить 
гЬло М, Въ тсченш удара это полозк^ 
н1е можетъ быть и положительнъигь и 
отрицательнымъ. 

Изъ уравнешй (1067) сд^дуетъ, что 
геометрическое м4сто, вьфажаемое въ 
перем'Ьнныхъ Р и Л уравнешемъ 

5 = 0.... (1076) 

есть прямая. Назовемъ эту прямую 5У 
(фиг. 159) прямою нулеваго скольоктж. 
Изъ уравнен1я (1068) сл4дуетъ, что геометрическое вгЬсто, выражае- 
мое въ перем'Ьнныхъ Р и Л уравнен1емъ: 

С = (1077) 

есть прямая. Назовемъ ее прямою наибольшаго сжатгяу потону что ско- 
рость С относительнаго сжат1я д'Ьлается равною нулю въ моментъ наи- 
большаго сжат1я. 

Для того, чтобы можно было изобразить эти дв^^ прямыя на чертех! 
(фиг. 159), нужно найти координаты ихъ точекъ пересЬчешя съ осям 
координатъ. Уравнешя ихъ, написанныя виолЕ% таковы: 

5о — аР — ЬЛ = О прямая нулеваго скольжешя /8 = 0. (1078) 
С^ — ЪР — а'В = О прямая наибольшаго сжат1Я С = О . (1079) 
Изъ этихъ уравнешй им-Ьевть (фиг. 159): 




Черт. 159. 



^; А8 =^ 



а 



АС =^ 

О 



А8' = 



а 



Во 



По этимъ даннымъ и чертимъ прямыя СС и 55' (фиг. 159). 
На основанш неравенства (1074) заключаемъ, что пряная 6*5' с^ 
ставляетъ съ осью АР больш1й уголъ, ч'Ьмъ прямая СС\ Это обстоя- 
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тельство и положительность постоянныхъ а и а' показываетъ, что пря- 
мыя 55' и СС не могутъ пересЬкаться въ углу отрицательныхъ Р и В, 

Просл-Ьдимь теперь движете изображающей точки Р. 

При началЬ удара гЬла М и М' скользятъ одно по другому; при этомъ: 

Г= \1Е (1080) 

И точка Р двигается по прямой АЬ (фиг. 159), определяемой уравне- 
Н1емъ (1080) пока не достигнетъ пересЬчешя ЛЬ съ 55'. Во все это 
время треше достигало своей пред'ккьной величины (какъ при тклЬ, 
скользяшемъ по наклонной плоскости, составляющей съ горизонтомъ уголъ 
больпий угла трен1я). Абсцисса В^ точки пересЬчешя прямыхъ АЬ и 55' 
определяется изъ (1078) и (1080) формулою: 

^0=^ 0081) 

при чемъ В^ есть количество движешя по нормали, вносимое ударомъ за 
время отъ начала удара до того момента, когда скольжеше можетъ обра- 
титься въ катате. ПослЬ этого момента, въ который Р достигаетъ пря- 
мой 5'5, возбуждается только 
трете достаточное для удер- ^^ 
ясашя гЬлъ М и М' отъ 
скольжен1я (какъ при т^л^, ^ 
леясащемъ на наклонной плос- 
кости, составляющей съ го- 
ризонтомъ уголъ не большШ 
угла трен1я). д 

Случай 1'Ый (фиг. 160). 
Если уголъ 88' А ментье ч-Ьмъ 
а^е^д \к *), то трете ЛР не- 
обходимое для удержатя отъ скольжетя мен^е пред^льнаго третя \1с1В. 
Трете уже не достигаетъ въ теченш остального процесса удара пред*ль- 
наго значен1я; скольжетя уже не будетъ больше до конца удара. Поэтому 
Р, дойдя по АЬ до прямой 55', двигается дал'Ье по этой прямой въ 
сторону возрастающихъ В. Итакъ получился путь А^8' точки Р. 

Случай 2'Ой (фиг. 161). Если же уголъ 88^ А бол9ье ч'Ьмъ агс(д\»>, то 

аг ^ 
ав>^ 

и требуется бод'Ье третя, ч'Ьмъ гЬла могутъ обнаружить, для удержан1я 
ихъ отъ скольжен1я. Трете удерживаетъ свою пред'Ьльную величину и 
скольжете возможно. 

Когда Р дойдетъ до прямой 55', то не пойдетъ по 55', потому что 
скольжете существуетъ; но при переход* точки Р по ту сторону прямой 




Черт. 160. 




♦) Изъ (1080) видно, что агЬд ^ = ЬАЕ. 



25* 
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55' скольженхе мгЬняетъ знакъ, всл4дств1е чего и трен1е м^няегь свой 
знакъ: йР станутъ отрицательными, но трен1е удерживаетъ свою абс» 
.тютную величину. Следовательно Р пойдетъ по прямой ^В^ тоже состав- 
ляющей острый уголь агсЬд\1 съ осью АЯ^ какъ и ЛЬ уже съ умень- 
шающимися ординатами Р. Итакъ, получился путь Л^В точки Р. 

Случай 3-гй, Прямыя не пересЬкаются въ положительномъ угл*. Точка 
Р не встр-Ьчается съ прямою 55' и идетъ по ЛЬ, Трен1е все время до- 

стигаетъ своей пред-Ьльной величины. Получается пуп 
АЬ точки Р (фиг. 162). 

Когда Р доходить до прямой СС\ то прекра- 
щается сжат1е гЬль и начинается перходъ возспшо- 
влен1я формы гЬль. Если Е^ есть абсцисса точн. 
вь которой Р встр'Ьчаетъ прямую СС\ то абсцисса 
Рз той точки, вь которую Р приходить вь само» 
конд'Ь удара, равна: 

Рз = -^1 (1 -+- в) (1082) 

согласно сь (1031). 

Изсл-Ьдоваше удара приводится кь следующему: 

Точка Р идетъ по прямого АЬ, состпавляющей съ осью ЛИ уюлърм- 
ный аг1д^, до шгьхъ по2гъ, пока встрппштъ прямую 88\ Далгье она идет 
или по 88' или по ^В, и именно по той изь нихъ, которая составляет 1 
съ осью АН меньшгй острый уголъ; при иемъ ^В составляешь съ осью 
АВ уголъ аНу^, Точка Р движапся по эупимъ прямымъ въ сторону в05- 
раопающихъ В, Полная сила В всего нормальною удара получается що- \ 
множенгемъ на (1 -ь е) абсциссы В^ той точки, вь которой Р вапрь- 
часть прямую СС. Ордината точки, имп»ющ€и (гбсг^иссу В^(1-\-е) 
есть полная величина Р касательнаго удара (удара тренгя). Подтю- 
вивь эти величины В и Р въ уравненья (1059) . . . (1064), найдемь деь^ 
женге тпль (скорости) послгь удара. 

Остается разсмотр1>ть н'Ькоторые особенные случаи. Можетъ случиться, 
что 5о = 0; тогда (1078) принимаеть видь: 

аР-}-ЪВ = (1083) 

прямая 55' проходить чрезь начало. 

Если при этомь острый уго.1Ь составляемый прямою ^55' съ осью АК 

мен^е ч-Ьмъ агс1д^, то есть если 

Ь 

- <^ 
а 

то Р идеть изь начала А по А8 вь сторону возрастающихъ Р; трете 

все время мен1^е пред^льнаго; скольжен1я нЬть. 

Если, при 5о = О, 

Ь 

а 
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то Р движется по ЛЬ составляющей съ осью АВ^толъ ЬАВ=^агЫд^, 
Треше все время достигаетъ пред-Ьльной величины; все время происхо- 
дить скольжен1е. 

§ 384. Ударъ шара объ сгЬну. Шаръ движется, не вращаясь, по 
гладкой горизонтальной плоскости со скоростью V и ударяется въ вер- 
тикальную сгЬну, съ которою V составляетъ уголъ а; коэффищентъ тре- 
н1я шара и сгЬны равенъ [1. Опред11лить движете шара поел* удара о 
сгЬну (фиг. 163). 



К В' 



Обозначая чрезъ г рад1усъ шара, 
пользуясь формулами (1059) — 
(1066) и замечая, что трен1емъ 
возбудится вращен1е, получимъ: 

М{и — Гзгп а) = — ^^ . (1084) 
М{^^ Гсоза) = В . . (1085) 

ЖА^О) = Рг (1086) 

8 = и — га) (1087) 

С = — V (1088) 

Исключая и, г;, ю изъ этихъ пяти уравнен1й получимъ соотв'Ьтствен- 
ныя уравнен1ямъ (1067) и (1068) уравнен1я: 

г^-^-к^ Р^ 




Черт. 163. 



8 = V 8гп а 



(1089) 



С = V С08 а — 



М 



(1090) 



Видимъ, что въ настоящемъ случае: 



^8. 



V згп а; С^= V соз а 
к^ 



а = 



к^М 

6 = 
1 



а' = 



М 



(1091) 

(1092) 

(1093) 
(1094) 



Поэтому уравнеше (1078) принимаетъ видъ: 



V згп а — 



к'' 



к'М 



. ^Р = О прямая нулеваго скольжешя 5 = 0. (1095) 



Уравнеше (1079) принимаетъ видъ: 

V соза — — В = О прямая наибольшаго сжат1я С = О . (1096) 
•Видимъ, что прямая 5/5' нулеваго сжат1я представляется прямою. 



проведенною параллельно оси ЛВ на разстоян1и 



г-* 



1.8 



МУ ^па. 
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Прямая СС\ определяемая уравнен1емъ (1096), представляется пря- 
мою проведенною параллельно оси ЛТ на разстояши МТ сов а огь не« 
(фиг. 163). 

Пусть В есть точка перес'Ьчен1я этихъ прямыхъ. Не трудно найтн: 

Но, согласно (403), для сферы *^ = 5 ^'- Сл4довате:1Ьно: 

1дВАС=^ гда. 

1) Шарь совершенно неупругъ. 

Если I* > у ^^ а, то прямая АЬ наклонная къ АН подъ утломъ 

аг(д\к пересЬкаетъ прямую 8В нулеваго скольжен1Я въ точк^^ ^ преаце 
ч^мъ идущая по ней изображающая точка Р встретится съ прямою СВ 
наибольшаго сжат1я. Точка Р опнсываетъ путь АЬВ. Въ моментъ нап- 
большаго сжат1я Р ^ В суть координаты точки В и потому опреде- 
ляются изъ уравнешй: 

Р=^ МГ , 8гпа (1097) 

Е = МГсоза (1098) 

Подставляя эти величины въ (1084), (1085), (1086) найдемъ скоросп 
к, г, О) шара поел* удара. 

Если [1<у ^^а, то прямая ^Р=р.Л пересЬкаетъ прямую СБ п 

какой-нибудь точк* Н прежде, ч-Ьмъ она достигнетъ прямой 8В: трете 
не останавливаетъ скольжешя. Въ моментъ наибольшаго сжат1я Р е Я 
суть координаты точки Н, и потому опред'Ьляются ура^нешями: 

Р=\кМГс08а (1099) 

Е = МУша (1100) 

Подставляя эти величины въ (1084), (1085), (1086), найдемъ ско- 
рости и, г, (О шара поел* удара. 

2) Шарь обладаепгг, упругостью^ характеризуемою постояннымъ е. 
Р движется пока достигнетъ абсциссы 

В = ЗГГ С08а(1 -ье). 



Если эта абсцисса равна АС (фиг. 163), то проводимъ С В' параа- 
лельно СБ; получаемъ 

//, К' I Г' — ^ ^^д 



I 
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Если И- > 7 (Хч^еГ ^^ ^ описываетъ путь АЬВ' 

2 

^Р = " МТ нгп а 

7 



й = .Т/ГС05 ос . (1 +-в). 

Если ^<-^-— -^,то, 

2^ = {Л ЖТ С08 а . (I -4- е) 
Е = МГ . соза .(I -^ в). 

Если Э есть уголъ, составляемый скоростью центра шара по окончаши 
удара со сгЬною, такъ что (д ^ = ^ , то при \^> ^ ^^ 



^2 <</ а 



^^^ = 1-^ 



^^р^<^«- Н1+е) 



Если трешя н'Ьтъ, такъ что {1 = и если шаръ совершенно упругъ, 
такъ что в= 1, то 

уюль падеигя рав^нъ углу отраженгя. Но это только при в= 1; {х = 0. 
Этотъ способъ изсл^довашя можно распространить и на движете, въ 
которомъ траектор1и не параллельны одной плоскости. Но мы этого де- 
лать не будемъ; желаюпце познакомиться съ такимъ обобщешемъ найдутъ 
его въ Динамик* Раута: Тгеа1;15е оп 1,Ье (1упат1с8 оГ а 8у81;еш оГ п^хй 
ЪосИез. ВоиЬН. 1897 или въ нЬмецкомъ переводе: Б1е Ву11ат1к йег 8у- 
8!ете 81аггег КОгрег КоШЬ. 1898 съ предислов1емъ Р. К1еш*а. 



ГЛАВА П. 

Общ1я теоремы о мгновенныхъ силахпь. 

§ 385. Общее уравнен1е возножныхъ перен-ЬщенЖ для нгновенныхъ 
силъ. Пусть: 

•^» У» г, — координаты точки т системы, 
X, Г, 2 — проложен1я дМствующихъ на точку т мгновенныхъ силъ, 

и, г, г1\ — проложешя скорости точки т до удара, 
и\ г', го' — проложешя скорости точки т поел* удара. 

Согласно съ началомъ возможныхъ перемЬщешй им*емъ: 
1;л [(и'— г*) &гч-(1;'—1;) буч- (««;'—««;) 6;?]= Х; (Ход; -+-Гог/н-2Го^) . (1101) с^ 



г г' 



гд'Ь За:, Ьу, Ьл: суть возможные перем4щен1я, мевду которыми могутъ суше 
ствовать соотношенк, обусловливаемыя связями. 

* ^»,г § 386. Теорема Карно. Примемъ сначала, что разсматриваемыя мгао- 
венныя силы происходятъ только отъ взаимодМств1я составляющнхъ ел- 
'^■стему гЬлъ (ударъ двухъ гЬлъ, внезапно устанавливающаяся связь двугь 
. ' . точекъ нитью и проч.). Въ этомъ случае д'Ьйств1я и противод:Ьйств1я уравн(^ 
^^ вышиваются, и сумма ихъ возможныхъ работъ равна нулю для всЬхъ п^ 
ремЫщешй, не изм'Ьняюпщхъ разстоян1й между взаимод1>йствующимн точ- 
ками. Если ударяющ1яся тЫла абсолютно неупруги, то скорости непосред- 
ственно ггос^51ь удара, удаляюпця_гЬл_а одно отъ другого^^ равны нулю. При- 
мемъ, поэтому, за возможный перемЫщенги, перемЫщешя, происходяпця ш. 
теченш безконечно-иалаго времени й1 сл'Ьдующаго за ударомъ, такъ что: 



п 






т 



(1102 



Благодаря равенству нулю суммы возможныхъ работъ мгновенныгь 
силъ (то есть первой части уравнешя (1101) и согласно съ(1102), урав- 
неше (1101) принимаетъ видъ: 

Пт \{и' — и) и' -+- (г;' — г;) I;' -н (ьо — и^ м;'] = О . . . (ПОЗ, 

или 

I т (и'2 -ч- V^^ н- и^") = I т (ии' ч- VV^ -ь шг') ... (1 104) 

или 

= -- Ет \{и! — иУ -+- (г;' — г)^ ч- (е^ — г«^^] .... (^105^ 



Это уравнеше выражаетъ собою теорему Сагпо!;. 

Теорема Карно. Луи ударть абсолютно неупругихь т^ьлъ всегда 
теряется онтвая сила^ и по^перянная оюывая сила роена оюивой сил% 
потерянныхъ скоростей. Подъ именемъ потерянныхъ скоростей здкь 
разумеются (и' — и), {V' — г), (««?' — гс). 

% 387. 2-я теорема Карно. Положимъ теперь, что мгновенныя силы 
производятся не ударомъ, а взрывомъ системы. Зд^Ьсь взаимод^Ьйств1я уравнс»- 
в^шиваются непосредственно передъ ударомъ. Поэтому зд'Ьсь вмкто 
(1102) будутъ так1я соотношения 

ох = и Ы 

относяпцяся къ скоростямъ и, V, и- до взрыва, а не къ скоростямъ и\ г'. »' 
посл^ь удара. Поэтому (1101) приметъ видъ: 

I т [(«*' — и) и-^ (г' — г) V -+- («(;' —г/') гс] = О 
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ИЛИ 

X ш {п'2 ч- г'' н- ?г'^) — ^: т (м^ -+- г^ н- гг') = 

= У:т{{и^ — иУч-(V' — VУ-^-{гV^ — 7VУ] . . . .(1106) 

Это уравнен1е выражаетъ 2-ую теорему Карно. 

2-ая теорема Карно. /Т^ж взрывуь всегда пргобр^ьтается оюгшая 
сила, при чемь пргобртьтенная живая сглла равна 01СШои силгь пргобргь- 
7пенныхь скоростей, 

% 388. 3-я теорема Карно. Если ударъ происходить между совершенно 
упругими гЬлами, то весь продессъ удара разделяется на два перюда. Въ 
первомъ перход* гЬла сжимаются какъ неупруг1я, и теряется живая си.1а 
по 1-й теореме Карно. Во второмъ перход* происходить то же, что при 
взрыв'Ь, и пр1обр'Ьтается живая сила по 2-й теорем^^ Карно равная той, 
которая была потеряна вь 1-мь пергод*. Вь результате остается та же 
самая живая сила, которая была бы до удара. Отсюда: 

3-я теорема Карно. При ударп» абсолютно упругихъ тгьль оюи- 
ван сила остается безъ измпненгя. 



> г.л Г . . .- 
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ОТДЪЛЪ XI. 
Общая теор1я уравненШ механики. 



4 // й^'У 

I т Г ./€■■. 

I 



ГЛАВА I. 

Уравнен1я Лагранжа во 2ч>й Форм1Ь. 

Теперь мы приступилъ къ изучен1ю общихъ свойствъ уравнешй ме- 
ханики, то есть къ изучен1ю предмета, составляющаго существеннейшую 
часть аналитической механики. 

§ 389. Выражен1я декартовыхъ координатъ чрезъ независииыя коорА>* 
наты. Еа1и движущаяся система состоитъ изъ п точекъ, то положеше 
каждой точки определяется тремя декартовыми координатами (х, у, г). 
Для определешн движешя такой системы потребуется следовательно, 
кроме времени I, еще Зп декартовыхъ координатъ. 

Если при этомъ движен1е точекъ системы стеснено связями, то всегда 
можно применить къ делу так1я незаеисимыя между собою координат 
31» За» Зз — 3*» которыхъ было бы меньше чемъ Зп, и чрезъ который мо- 
жетъ быть выражена каадая изъ декартовыхъ координатъ, такъ что 
уравнен1я связей тождественно удовлетворяются при подстановке въ нить 
независимыхъ координатъ вместо декартовыхъ. НапривгЬръ: если система 
состоитъ изъ одной точки, принужденной двигаться по сфере 

х^^у^-^е^ = г^ (1107) 

то положеше точки можетъ быть вполне определено двумя только неза- 
висимыми координатами, именно широтою д^ и долготою ^2; при чемъ 
декартовы координаты выражаются чрезъ широту и долготу такъ: 

X = г . созд^ . совд^. 
у = г . С08 д^ ' згп д^, 
2 =1 г , згп д^. 

Вставляя вместо х, у, е эти ихъ выражен1я чрезъ д| и д^ въ уравнеше 
связи [сферы (1107)], получимъ тождество. 
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Итакъ, декартовы координаты выражаются чрезъ независиныя такими 
к формуламя 

2/. = Л («1. За ) 

^. =/з(?и?. ) \ (1108) 

ж, = ^'(з,, д, ) 

• • * ' • ■ • • 

ПОМОЩЬЮ которыхъ уравнен1я связей тождественно удовлетворяются. 
Число к независимыхъ коордннатъ меньше числа Зл декартовыхъ, и 
еслибы можно было установить дифференщальныя уравнешя движешя 
для независимыхъ коордннатъ, то загЬмъ можно было бы изсл4дова1ъ 
движенге, уже не за ботясь о связяхъ. Таюя обпця уравнешя движешя 
въ независимыхъ координатахъ и были, какъ мы это увидимъ въ § 392, 
установлены Лагранжемъ. Число к независимыхъ коордннатъ ^^, ^2 ••^• 
называется степенью свободы системы. 

§ 390. Выражен1е 'Живой силы въ независимыхъ координатахъ. Обозна- 
чимъ первый производный отъ координятъ по времени значками вверху, 
такъ что 



йх^ , йу^ 



аг 



= X 



1 > 



ЛЬ 



= У] 









Тогда выражеше живой силы Т въ декартовыхъ координатахъ дастъ 



2Т = Е ш (ж'* -ь у'' -ь к'^) 



(1109) 



Для общности предположимъ, что некоторый связи изм^^няютъ свой 
видъ или положен1е съ течешемъ времени (зависятъ отъ времени). Тогда 
въ первый части уравнен1й (1108) войдетъ также и время, и изъ нихъ 



получимъ: 



а?/ = 



дх» дх. , 



>-.^1 



У1 = 



д1 









92 



За 



(1110) 



Подставивъ 8ти выражен1я вм'Ьсто [х^ у', г') въ (1109) и опред^днвъ изъ 

(1108) вошедш1Я въ (1110) величины ^^, т~^-- д "" ^Р^^'^ ^1' ва •— > 
найдемъ: 

2Т=^1,д/2-^-2^,од/д,Ч-...'4-Б^д/-ь-Бзда'ч-....-+-С. . (1111) 



гд* коэффищенты А^^, А^^, В^, В^, С суть функщи перем^нныхъ 

Чрезвычайно важно заметить, что въ первой части уравнешя (1111) 
не будетъ членовъ 1-го порядка и нулевого порядка относительно д/, да', 
//з\..., если не будетъ въ правыхъ частяхъ уравнешй (1110) первыхъ 
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членовъ; а эти члены -~ , -^ .... равны нуд1б въ товгъ случае, когда 

уравнентя связей не заключаютъ явно времени. Итакъ, если связи н^ 
зависятъ отъ времени, то живая сила выражается такою функц[ею отъ 
5п Я.1 ••• йк-> Я.!-* 42 - (?аЛ въ которой перем'Ьнныя я^\ ^^ ^% ... д*', входяп 
только или квадратами или попарными произведен1ями. 

Другими словами: если связи не зависятъ отъ времени, то живая сила 
выражается однородною функдхею второго порядка относительно перем^я- 
ныхъ д^', ^^\ ^^' ...., представляющихъ собою первый ггроизводныя по 
времени отъ независимыхъ координатъ. 

§ 391. Элементарная работа ускорительныхъ силъ. Элементарная ра- 
бота ускорительныхъ силъ получится, если въ общее выражен1е элемен- 
тарной работы Хоа?-4- Гоу-н^б^, данное въ § 67-мъ, подставимъзм^сто 
X, Т, 2, произведенк массъ на ускорешя и возьмемъ сумму этихъ про- 
изведешй для всЬхъ тррекъ системы. Получимъ: 

5;т(д:"ож-ь /оуч-^б^) .^ (1112) 

гд-Ь двойными значками отмечены вторыя производныя координатъ по 
времени, такъ что наприм'Ьръ ж" = ^ • 

Элементарная работа на пути возможныхъ перем4щенШ, произведен- 
ныхъ изм*нен1емъ координаты д^ будетъ: 

2^/^"^_ну'^ + ^.^\бд. (1113) 

Не трудно вид'Ьть, что это выражен1е равно: 
Ет [х' -г^ -ь.... I — Ит \^' -т.-^ -^-•— {^О^х = ^^^м. раб. . (1114) 

Изъ (1109) находимъ: 

дТ у. / , дх' , ду' \ ,,,,.. 

Взявъ частную производную по ^'1 отъ (1110) находимъ ^, =:^. 
Следовательно изъ (1115) получимъ: 

^8,. = 1,(..|ч-у'|-Н...)8д, . . .(1116.) 

Съ другой стороны, взявъ отъ (1109) частную производную по ^,. 

. (1117) 



а* 



демъ: 


дТ 




1,т 


е 


дх' 
д2х 




■•)•• 


* - • 


• 


Дифференцируя же 


(11 


110) 


по 


«Р 


получимъ: 








дх' 


д^х 
(Я . дслх 


-Н 




-з', 


-ь 


д'х , 




д. 


дх 
дд^ 



. . (111?) 
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По этому 



Изъ (1114), (1116) и (1119) находивгь: 



элем, работ, ускор. силъ = 



=( 



1 ^ _ ^?1Ь 



. . . (1120) 



Зам'Ьтимъ, что зд'Ьсь мы брали частныя производныя только по ^^^ 
такъ что опред'Ьлили ту элементарную работу ускорительныхъ силъ, ко- 
торую он* производятъ на пути только гЬхъ возможныхъ перем-Ьщенхй, 
которыя происходятъ отъ изм1>нен1я только одной изъ независимыхъ коор- 
динатъ, именно — отъ изм^нешя координаты д,. 

§ 392. Уравнён1Я Лагранжа во 2-ой форм-Ь. Пусть силовая функщя 
для разсматриваемой системы есть П. Она должна быть функщею коор- 
динатъ ^^, ^2 ••• ^* и времени ^. Согласно съ § 133 элементарная работа 
дп>йствуюи^г1хъ силъ, на пути возможныхъ пецм&щешй, произведенныхъ 

изм4нен1емъ координаты д^ должна быть равна ^ Ц^. Эта работа, на 

основанш начала Да.1амбера (§ 74), должна быть равна опред']^ленной въ 
предыдущемъ параграф* элементарной рабогЬ ускорительныхъ силъ. Сл*- 
довательно: ^ ^^ ^^ ^^ 

(1121) 



Л йд,' (^з! д^^ 

Для каждой изъ независимыхъ координатъ д,, 9, ... ^|, получимъ такое 
уравнеше. Всего будетъ к уравненШ: 

<г дТ дТ дП 



сИ 


дд' 


Чх 


дд^ 


(1 


дТ 


дТ 

^2 


ди 


а 


дТ 


дТ 


т 



(1122) 



({( ад^' д^^ д^^ 

Эти уравнен1я и называются лагранжевыми уравнен1ями во 2-ой форм1.. 

Они удобны, потому что содержать меньшее число координатъ ч'Ьмъ ура- 

внен1я (284) и кром'Ь того избавляютъ отъ дальнейшей заботы о связяхъ. 

Если положить: 

[7-+- Т = 1 (1123) 

то эти уравнен1я можно представить въ еще бол^е простой форм^: 



= 



а дь 


дЬ 

Чх 

т • 


а дь 


дЬ 



I I ^ « 



1 



К 



Функц1я Ь называется функцхею Лагранжа. 



(1124) ' 
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§ 393. Движен1е тяжелой точки по сфер-Ь. Какъ пртгЬръ на прюг!- 
неше . лагранжевыхъ уравнешй во 2-ой форвгЬ къ частнымъ вопроса^. 



с- изсд-Ьдуемь движенхе тяжелой точки по сфер*. 

■^ Примемъ за независимыя координаты долготу ф и дополнеше 6 до 



*< широты, такъ что: 







I/ = г . 5«П в . 5гП ф > 
г '=' Т . 008^ I 



(1125) 



Если обозначимъ чрезъ Т живую силу и чрезъ в89 ч- Ч^оф работу . 



силы тяжести, то уравнешя (1122) дадутъ: 






X/. 






С1ф 



«Р = 



Но 



Щ^1^^;^1^^''^(7^1 



т = 



г'йб'-нг» . мп'в.^гф» 



-^7 _ 






/ ». 



= 5 ('■ •" 



2<й' 



г» . «V е 



• ф") • 



Следовательно: 



I 






й6 



^^=г»тв.со.е.ф-^ = о 



вЗе -ь- Ф'бф = дЬг = — гд . $гпЬ . 86 
I С в = — г^ . 5гп 6 



^Г = 



По этому уравнешя (1126) принимаютъ видь: 



г -•< -' А1 '''' а.ггр- 



■ I 






— г т 6 . созЬ 



т- 



Второе изъ этихъ уравнешй да«ть: 



д . $%пЬ =^ 



"{ 



г' 8гпЧ --^1 = 



а1 



гдЪ е постоянная интегращи. 

1-ов изъ уравнешй (ИЗО) вм4ст* съ (1131) даютъ: 

(14 С\ С08 6 



г 



сН' 



г* . згп^ Ь 



д зт 6 = 0. 



(1126) 



(1127) 



(1128) 



(1129) 



(ИЗО) 



(1131) 



(1132) 
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1 (аь\ 



•^ о^» 1^.. . —9созЬ = а, (1133) 



. . . (1134) 



< = У' ^/г-. 0-^.1-^^-^--^-- ^ (1135) 



Помноживъ это уравнея1е на йв и интегрируя, получимъ: 

.2 

гд'Ь а постоянная интегращи. 
Интегрируя (1133), получимъ: 

— г' згп Ь . ЛЬ 
2дг^ зт^ Ь . со$ Ьч-2г^. а . т^ 6 

Полагая зд4сь г созЬ :=^ 1^, получимъ: 

г йг 
^/(^^^^^У( 2аг -\-~2дг) — с" 

Корни многочлена, стоящаго подъ радикаломъ этого выражен1я, всЬ 
д'Ьйствительные, потому что этотъ многочленъ отрицателенъ при ^ег = 1*= г, 
во положителенъ при ^е^ = — ос; следовательно меяаду — оо и — г на- 
ходится одинъ изъ корней; между ч- г и — г существуетъ еще корень; 
следовательно и третШ корень д1>йствителенъ (потому что при двухъ д4й- 
ствительныхъ корняхъ кубичнаго уравнен1я и третШ д^йствителенъ). По- 
этому (1135) можетъ быть представлено въ вид*: 

а — ^)"(^Ю(Т — Ю 
гд4 а, р, 7 суть упомянутые корни многочлена. Полагая 

^ = а — О - а) 5^ ] 

й^ = — 2 (Р — а) иИ ' 
получимъ: 

2гйе 



1= 1 -г — ^-^ (1136) 



(1137) 



^ 1/2^(«-Т)(1-5»)(1-5-тГ^5») 

Если а > 7 > Р, то ^-3- положительна и < 1 . Полагая 

т 



. (1138) 



2г 1 



\/2д{а — ^) (1 



Р-«_» 



получимъ: 



I 



(1139) 



\^.^ 



= Л ^^ (1140) 

^ |/(1— г')(1— л»?») 

Полагая ^ ^ агп ф, гд^ ф новое вводимое нами перем']^нное, получимъ: 



_ 400 — 

Сравнивая съ (629) и припоминая сказанное въ § 277-01ГЬ вндшпц 
что 1*^ выражается чрезъ ср эллиптическимъ интеграломъ и что 

5т ср = згп ат ({л^* 

Следовательно: 

5 = 5т ф = 5т а»г (}1<) (1142) 

ЗагЬмъ, согласно съ (1137): 

г . С05 в = а — (а — Э) [згп ат (\и)']^ (1143) 

Пзъ (1131) получимъ: 

Дф с с 

Л "" г^ згп^ Ь ~ т" — [а^ — (а — Р) {ргп ат ([|^)]^] 

ф= Г ?_^? . . . (1144» 

Этотъ интегралъ выражается помощью якобхевской тета-функц1и. 
Если положимъ й^г = О, то (^ = сопв1\ 

/йф\^ 

, _ <л 



йф 






ГЛАВА II. 

Каноническ1я уравнен1я механики. 

§ 394. Взаииныя функц1И. Положимъ, что ии^ажь функщю Т, пер^ 
мЬнныхъ ^^\ д^^ ^з'--- Примемъ сл-Ьдушпия обозначен1я: 

^^. ^т, ^т. 

Каждая изъ частныхъ производныхъ, стоящихъ въ л^Ьвыxъ частягь 
этихъ ]гравненШ, представляетъ собою, очевидно, тоже функщю отъ пе- 
рем'Ьнныхъ д/, дз', д»' •••; самихъ же такихъ уравнешй изгЬется ровно 
столько же, сколько этихъ перем'Ьнныхъ. Сл^^довательно эта уравнетя 
даютъ возможность выразить каждое изъ перем'Ьнныхъ ^/, д,', д,'... по- 
резъ рр Рз. рз . . . 

Положимъ, что имеется другая функщя Т^, определяемая уравнен^емъ: 

Т^ = — Т,-^р,и'-}-р,а^'-^ (1И^> 



' 01фе1*.1ЯОТ>. какъ выте Лыяо укязаяп, 9,'. (/,' тсревт, р,, р, 
нскл1»чить иэъ Г, ВС* ^^', ^1 ... и выразить Г, въ видЬ функцш только 
перем1'.нныхъ р,, р,, р1 . . . Изъ (1146) сл1'|Дуеть: 
гИ, _ , дТ^ 

<1»уцк1[1я г, можегь содержать еще и друпя персм-Ьвкыя, ваприм-^.ръ. 
гашя ч„ ^3- ?!• Тогда, п Т, содсржитъ эти пере>гЬнния- Докажемг. что 
Еп. такомт. случаЬ: 

д1\ _ _ д1\_ дТ, _ ДГ, 

Возьмет, для доказательства полный дифф'-реищалъ отъ Г,. Согласно' 
СЪ (1116) полуянмъ: 

Всл1!дств1е (1145) заключенная въ скобки часть въ (1149) равна нулю. 
Если ВЫразнМЪ У, ТОЛЬВО въ Пере1гЬННЫХЪ у,, р,, ^^, Р■^ . . . 1,Н0 НС 

въ переи'Ьвиыхъ ^^. у, . . - ^,\ у,' . • .)- то- 






I 11д,' ■*- д,'11р1 



- (1147) 



, (1148) 



. (1149) 



'12\ 



д/}, ' ар, ' 



.(II 50 ) 



Сра 



ЬТ. 



(1КЮ) СЪ (П4У)' получииъ: 
дТ, _ дТ, дТ, 

ЧТО и требовалось доказать, Изъ (11^0) и (1140) видно кром-Ь того, что; 



.{1151) , 



>И, 



др. 



9,' ■ . .(1152) 



Функщи 2", II Т, называются взаимними. Взаимность ихъ видна изъ 
сопоставлен1я уравнен1й (1145) и (1147); Т, находится по Т, нсключе- 
Н1емъ, 1фи помопш уравненШ (1145) перемЬнныхъ д ,\ ^^' . . . Вйоооротъ 
Т^ находлтся по Т, нс1;лючсн1емъ 111грем1'.ннихъ р„ р,, Ра . . . при по- 
мощи уравнсн1й 1 1147). 2", гсть функЩя перем11нвыхъ д,.д^... ^^',^■,'... 
Тогда какъ Т^ есть функщя перим^нныхъ д^ д,, ... р,, р, ... 

§ 395. Случай, въ нотороиъ Т, есть однородная функц!я второго по- 
рядка. Если Г[ 1'сть однородная функц1я 2-гп порядка птноситрльео пе- 
рем-Ьнныхъ ^^\ ?,'..., то, по теорем* Эйлера объ однородных!. функц1яхъ, 
сумма ггроизведен1а частныхъ сронзводныхъ однородной функцш на со- 
отв'Ьтствуюшдя перемЬкныя равна цронзведен!!) самой функцш на пока- 
затель однородности, Въ данноиъ случа'Ь следовательно: 



.{11531 
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или, благодаря уравнен1ямъ (1145): 

Р1^/-»-;'а?2' -»-••• = 2^1 - • •(П^»^! 

Поэтому въ этомъ случае, сообразуясь съ (1146), получимъ: 

Тз = Г, (115.У) 

Только каждая изъ этихъ функцШ выражена въ своихъ перем'Ьнныгь, по- 
тому что мы всегда разсматриваемъ Т, какъ функщю, изъ которой иск-Ин 
чены р,, ;?2, Рз> тогда какъ разсматриваемъ Т^ какъ функщю, изъ ко- 
торой исключены д/, ^2 *-• При этомъ Т.^ окажется однородною функше|! 
второго порядка отъ р^, Рз, Рз • • • 

Пргшгьръ 1-ый. Положимъ, что Т, неоднородная функщя. заданная 
такъ 

Найти функц1ю Т^ и показать, что на этомъ привгЬр'Ь выполняются 
уравнешя (1151) и (1152). Изъ (1166) им^емъ: 

^^==р^ = 2з', (1157. 

Вычисляя по формул-Ь (1146) функщю Т^ получимъ: 

Т, = — ^," — ^1 -н Р,а/. 
Исключая отсюда д/ помощью найденнаго соотношенш (1157) нм1емъ: 



Т, = — -р,' — ^,-^ - р,' =: - р,' — д,. . . . (1158) 



Отюда 



или, на основанш (1157) 



&р, 2 



^ = д/ (По9) 



др^ 



Следовательно уравнеше (1152) выполнилось. Изъ (1158) и (1156) 
им-Ьемъ: 

^ = -1- ^=н-1 

Следовательно и уравнен1е (1151) выполняется. 

Примтьръ 2'Ой. Дана Т^^=(1^ -л-с^^д^^^ такъ что Ту^ выражается одно- 
родною функщею 2-го порядка чрезъ д\. с^^. Найти сопряженную ей 
функщю Т^ и показать, что она будетъ однородною 2-го порядка отно- 
сительно Ру, Рз. 

По (1146) им'^емъ: 
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Следовательно Т, = 1\ согласно съ (1155). 
Изъ выражешя, которымъ задана Т^ ажкежъ: 

Рх = ^^^ = 2(7'з -+- ?' (1161) 

Р2=^^ = ^\ 0162) 

Определяя отсюда 2\ и «у'з чрезъ р^ р^ и вставивъ въ (1160) по- 
лучимъ: 

Т^ = р,^ -^- р, (Р1 — 2р^) ~ р^р^ — р^^ . . . .(1163) 

Итакъ, убеждаемся, что Та выражается однородною функщею 2-го по- 
рядка чрезъ р^, р^. 

§ 396. Каноничеси1я уравиен1я неханики. Если действуюпця на систему 
силы (внутренн1я и вн'Ьшн1я) им4ютъ потенщалъ ?7, то, получаются Ла- 
гранжевы уравнен1я (1124) въ видЬ 

11=1 а-' 

При этомъ Ь = Т ч- и. Если И есть функщя взаимная съ Х, то, 

согласно съ § 394: 

Но II не содержитъ производныхъ ^\ Следовательно: 

'=1=1 ^"«« 

На основаши (1152) им4емъ ^' = -т-^ На основаши же (1166) и 
(1164), им^емъ: 

_ й дЬ дЬ 
Р -Л ^' = -^ ^^^^^^ 

ЗатЬиъ, согласно съ (1 151), И)г1емъ: 

Такимъ образомъ для каждой независимой координаты получимъ, вм']Ьсто 
Лангражевыхъ, сл'Ьдуюпця каноническ!я уравнен1я: 

,_дП ,_ дН 



^ =^' ^"^-09 



26* 
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^: 



Всего получимъ 2к сл4дующихъ уравнешб: 



= 3 



19 



дН 
дН 



дН 
дН 



= р- 



-^='' 



(11«!|) 



дН 
др. 



к) 



дН 



Это 2Л уравненШ и называются каноническими. Они были выведены 
Гамильтономъ. Функщя Я называется гамильтоновскою функщею. 

Подставляя значен1я величинъ р' и ^' получимъ калоническ1Я уравне- 
шя въ наиболее употребительной форм*: 



&р,_ 
дрп_ 



дН 

1 

дН 

д^2 






(1170) 



др,__дН 



дЬ Ор^ 



Чрезвычайно важно заметить, что если связи не зависать отъ вре- 
мени, то согласно съ § 390, Т есть однородная функщя 2-го порядка 
отъ д\, д\ .... д\, такъ что по теорем-Ь Эйлера 

Р1(11 -*- Р^Я.^ '^РгЯ!г Н- •••• = 2Т. (1171) 



Поэтому, на основанш (1146) получимъ въ этомъ случае: 



я= т—и 



. . (1172) 



Лагранжъ привелъ всю механику къ теор1И дифференщальныгь урав- 
ненШ (1122). Якоби показалъ, что интегрироваше уравненШ механики 
удобнее производится, когда они представлены въ канонической форм* 
(1170). Съ временъ Якоби главнымъ предметомъ аналитической меха- 
ники является теор1я интегрирован1я каноническихъ уравнен1й, совпадаю- 
щая, какъ показалъ Якоби съ интегрирован1емъ уравненШ съ частными 
производными 1-го порядка. 



ЗАДАЧИ. 



Отд-Ьдъ I. — Глава I. 

1) Ниписать уравнен1е равном'Ьрно-прямолинейнаго движешя, если 
точка проходить 5 сантиметровъ въ секунду и время считается отътого 
момента, когда точка находилась на разстояши 2 метровъ отъ начала 
координатъ. 

2) Найти скорость въ прямолинейномъ движен1и, опред'Ьляемомъ урав- 
нешемъ х = згп^ -^ соз I, 

3) Найти скорость въ движенги, оиред'Ьляемомъ уравнен1емъ 

4) Найти скорость въ движеши, оиред'Ьляемомъ уравнен1емъ 

X = УаЬ -4- Ь. 

5) Найти ускорен1я въ движешяхъ, данныхъ въ задачахъ: 2, 3 и 4. 

6) Найти силы, подъ вл1ян1емъ которыхъ происходятъ движешя, за- 
данный въ задачахъ 2, 3 и 4. 

7) Изсл'Ьдовать движен1е, заданное дифференщальнымъ уравнешемъ 
Х = а1'^ Ъ. 

8) Изсл'Ьдовать движен1е точки, брошенной вверхъ въ воздух-Ь, при- 
нимая, что сопротивлен1е воздуха пропорд10нально квадрату скорости. 

9) Изсл4довать прямолинейное движете точки, притягиваемой къ на- 
ч^глу координатъ съ силою обратно-пропорщональною квадрату разстоян1я 
ея отъ начала. 

Отд-Ьлъ I. — Глава II. 

10) Опред'Ьлить троектор1ю и скорость въ движен1и, заданномъ урав- 
нен1ями: х =^ а^Ь '\- Ъ{^ у = а^^ -ь^ Ъ^; г = л,^ -^ ^з- 

11) Опред'Ьлить скорость V въ движеши точки, брошенной въпустогЬ 
наклонно къ горизонту. 

1 2) ' Определить ^коростъ и ея направлеше, ускорешеи его направле- 
н1е въ движеши оиред'Ьляемомъ уравнен1ями: 

X =^ Асо8 {Ы) -4- В 8т {кЬ) 
у = А'соз {Ы) -4- В' згп ^0- 
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13) Опред'Ьлить тангенщальное и нормальное ускорен1я въ движен1и, 
заданномъ въ задач* 12-ой. 

Отд-Ьдъ I, — Глава III. 

14) Опред'Ьлить равнодействующую В силъ Р^ и Ра д'Ьйствуюпщгь 
на свободную точку и составляющихъ между собою уголь 6. 

15) На свободную точку, помещенную въ начал* координатъ, д-Ьй- 
ствуютъ: силы Р^ и Р,, составляюпця съ осью иксовъ углы а^ и а,. Опре- 
делить уголъ ср, составленный съ осью иксовъ равнодействующею В. 

16) Силы Р и ^ действуюпця на точку, составляютъ уголь а, равно- 
действующая ихъ равна В. Показать, что, при увеличеши каждой изъ 
составляющихъ силъ на В, новая равнодействующая составить съ преж- 
нею уголъ, тангенсъ котораго равенъ р ^ д^^^\р'^^^ ^ —^ ' 

17) Равнодействующая силъ Ри ^ равна В. Силы заданы такъ, что 
при удвоеши ^ сила В удвояется, при действ1и ^ въ обратномъ напра- 
влеши В тоже удвояется. Показать, что при такихъ условшхь Р:^:В = 
= ]/"2: 1/3 : |/2. 

Отд'Ьлъ II.— Глава II. 

18) Дано приведете силъ, дЬйствующихъ на твердое т^ло, кь точке 0. 
при чемъ проложешя равнодействующей В суть И X, ^I У, 52 ^ и 1фОло- 
жешя паръ ^ = I (^у — Г^); М = 1.(Х^ — 2х); N = I. (Тх—Ху). 
Найти приведете къ точке О" координаты которой суть (Е, у\, ь). 

19) Дано приведете 12 X, ЕГ, 1^2, Ь, М, N. Найти моментъГди- 
намы равнодействующей этимъ силамъ и парамъ и параметръ р этой 
динамы. 

20) По даннымъ задачи 18-й найти уравнете оси динамы. 

21) Шесть равныхъ между собою силъ действуютъ по сторонамъ ЛВ, 
ВС, С А, В А, 1)В\ ВС правильнаго тетраэдра, показать, что ось равно- 
действующей динамы расположена по перпендикуляру, опущенному изъ Л 
на АВС, 

Отд'Ьлъ II, — Глава IV. 

22) Палитра для красокъ имеетъ форму диска рад1уса а, въ которозгь 
сделано эксцентричное круглое отверст1е рад1уса Ъ, Разстояте. между 
центрами диска и отверст1я равно с. Найти центръ тяжести палитры. 

23) Показать, что центръ тяжести площади треугольника совпадаетъ 
съ центромъ тяжести трехъ равныхъ матер! ал ьныгь точекъ помеп^енныхъ 
въ срединахъ сторонъ. 

24) Показать, что центръ тяжести периметра треугольника АВС на- 
ходится въ центре круга вписаннаго въ треугольникъ ВЕР^ где 2), Д Т 
суть средины сторонъ даннаго треугольника. 
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25) Показать, что центръ тяжести дуги какой-либо кривой опред'Ь- 

ля(»тся координатами: 

1 х^8 - Г ус[а 

2Г)) Найти координаты центра тяжести дуги тгЬпной лиши 

с I '- _ л 

лежащей между абсциссами а: = О и :с = а:. 

27) Обозначивъ чрезъ О центръ тяжести дуги АР лемнискаты 
г^ = а^ С08 (2ф), показать что Ов д'Ьлитъ пополамъ уголъ ЛОР, прини- 
мая О за полюсъ полярныхъ координагь. • 

28) Показать, что центръ тяжести ортогональной проэкцп! данной 
площади совпадаеп» съ проэкцхею центра тяжести данной площади. 

29) Найти координаты центра тяжести кругового квадранта АОВ, при- 
нимая рад1усы ОЛ и ОВ за оси координатъ. 

30) Основываясь на задачахъ 28 и 29 показать, что координаты центра 

тяжести квадранта эллипса -а -*- ^^ = 1 , суть: х =^^; У—ь:.' 

31) Показать, что разстоян1е центра тяжести половины площади эллипса, 
находящейся по одну сторону большей оси, отъ центра эллипса, равна ^ • 

32) Показать, что координаты центра тяжести какой-либо площади равны 

^ ^ ]хус1х^^ -^^у'Лх^^ 
^уйх ' 2^у(1х 

33) Основываясь на задач-Ь 32, показать, что координаты площади, 
ограниченной параболою, ея осью 0N и ординатою КР суть: 

- 3 - 3 

31) Основываясь на теоремахъ Гюльдена-Паппуса определить поверх- 
ность 5 и объемъ V гЬла, получаемаго отъ вращешя треугольника ЛВС 
около А В, если перпендикуляръ, опущенный изъ С из. А В равенъ р\ 

ВС = а; АС = Ь; АВ = с. 

35) Дуга 5 какой-либо кривой вращается около оси ^ лежащей въ ея 
плоскости на уголъ 2а; показать, что координаты центра тяжести опи- 
санной дугою поверхности суть: 

- _ ^ хЧз I ^п а \ - _{хгй8 

X — — ~-р * I I ; 2 — — л~ - -- • 

) хйз V * / ] хй8 

36) Ограниченная замкнутымъ контуромъ площадь о, плоскость кото- 
рой проходить черезъ ось г, вращается около оси ^ на уголъ 2а. Пока- 
зать, что координаты центра тяжести объема, описаннаго площадью о, суть: 



X = 






Отд-Ьлъ 11Ь -Глава!. 

37) Тонкая, прямая, гладкая трубка вращается въгоризопта-чьноВ пло- 
скости съ такою угловон! скоростью, что тангенсъ описаннаго груОко». 
угла иропорщоналеиъ времени, Опред-Ьлить движете тяжелой |1аТ(!р1ад1- 
пой точки, пом'Ьщевной въ га1*ой труосЬ. 

38) Основываясь ва начале; сохран1>ц1я Д11ижен!я центра тяжести, иоп- 
зать, что ружье или 1Г)'Ш1;а при выстр'Ьл1'. «отдають», то-есть получазип 
толчокъ В1. сторону иротивуиоложвун» выстрелу. 

39) Пользуясь нача.1омъ сохраиен1Я дв1г,г.ен1я центра тяжести 
юмъ площадей изсл^^овать двнжен1е брошенной тяжелой палки, иревебрк. 
гая сопротивлен^емъ воздуха. 

40) Показать, что въ сферическнхъ коордиватахъ г, ■^. >- 

(Ш^^т (Нйг ■+- Фг(7ф м- Хгй>.втф), 
гд'Ь Л=ускореа1е дЬйствующее аъ направлен!» г; Ф— ускорев1е переев- 
дикулярное къ г и лежащее въ шоскости иерид1ана; /• — ускороШ1е шр- 
11енднкуля])ное къ плоскости нерид^ана. 

И) Опред'Ьлить разность работы, совершенной въ 'П'чен1е о млнугь 
машиною, дМстповавшеш съ мощностью ЮН иаровыхъ лошадей к работ, 
совершенной въ течен10 80 минутъ машиною, дМстпопавшею сь 
ностью 20 паровыхъ лошадей. 

42) Определить въ товиахъ сгл1ротивлен1о воды, иреодолЬваемое 
ходомъ, который, работая съ мощностью 6000 паровыхъ лошадей (■ 
»(ы*гиы.о>, то-есть за вычетомъ мощности идущей на иреодол-Ьнйк др1 
сопротивлеН1Й), ндетъ со скоростью 32 килоиетровъ въ часъ. 

43) Найти, съ какою мо!цностьн> вертится равномерно колесо, если 
яов'Ьшиваетъ тормозящую силу, д'ЬЙствующув) по касательной равхун 
килогр., дЪаеп, п оборотовъ въ минуту, и рздусъ его раиснъ г шсздши 

44) Какой тормозящ1Й моисип> уравнов!11пнваетъ колесо, осла 
щается равномЬрно съ мощностью ^ паровыхъ лошадей, д'каая я 
товъ въ минуту. 

■1Г)) Велосипедистъ вЬсящ1Й съ велоснпедоыъ 90 килограм. сиуск! 
не действуя на подножки, но дороге, имеющей уыонъ въ ,дк, съ П( 
ною скоростью 13 кылоиотровъ въ часъ, преодолевая сопротишеа1Я 
Н1Я и воздуха. Съ какою мощностью оиъ долженъ работать, чтобы 
тою же постоянною скоростью Кхать вверхъ по дорог*, яы'Ьющей укл( 
въ ^^. Уклонъ въ -- обозначаеп.. что тачгевсъ угла наклоыени до| 
къ горизонту равонъ - ■ 

Отд-Ьл-ъ IV.— Глава I, II и 111. 

Показать справедливость сл'Ьдующихъ фориулъ, выражающн.ты1о«1 
пнерц1и. 



1 



■16) Для прямой АВ, отаосительяо осн. проходящей чреэъ А ш с»- 
стиазяющой уголь р еъ АВ, называя ;д.1ину пряной ^^ -^-- М. 

47) Ям прямой, им1^.1пщеЙ длину 2«. относительно пернендикулярноЯ 

кт. ней оси, ве лежащей въ ея плоскисти. если Ь есть д-шна перпенди- 
куляра, опушениаго изъ средины прямой аа.ось: ^ = I „- а- -ь Ь') М. 

48) Для дуги ь'руга, относительно оси иер[1ендикуляриой кг ев пло- 
■скости II проходящей чрезъ ея цевтръ тяжести, если г — радусг. с— хорда, 
«' — ^длпна душ, -/ = -^ (а' ^ с'^ М. 

4',!) Для дуги круга, относительно оси пернекдикуляраой къ ея пло- 
скости и проходящей чрезъ ея средину, ^ ^ -- (а — с) М. 

аО) ,1ля эллиптической пластинки, ограниченной эдлипсояъ '^^ -ь |} = 3 
омоситедьно оси 2Л мы нашли въ 1Т'^-иъиараграф'Ь •! ^ ^ М. 

61) Для аллнптнческой пластинки, относительно оси исрпендикулярной 
къ ней и проходящей преуъ ея центръ; ^= ^(в'-кЬ') Л/. 

^2) Для пластинки, изгЬюиий видъраввосг-оронняго треугольника отно- 
сительно высоты, ес1и 2Ь есть сторона о ^ -^ М. 

53) Для треугольной пластинки, стороны которой суть а, Ь. с, отно- 
ситешьно оси аериендикулярноб къ пластинк!) н проходящей чрезъ вер- 
шину противоположную сторон-Ь "; «'^ ^= 12 С^*' -*- 3^' ~~ "') ■^■ 

.'14) Для треугольной пластинки, етноснтельно оси перпендикулярной 
къ жей н проходящей чрезъ центръ тяжести ^ = ^^-^^ (а"-»-Ь*-1-с')Ж 

55) Для пластинки, им1-.юшей видъ параллелограмма, относительно осп 
ис'рпевдикулярной къ ней и ироходящей чрезъ перес'Ьчея1я д|агпналей. 
если 2о и 2Ь суть стороны, ^ = — д — М. 

0(1) Д.ЧЯ пластинки. им-11ющеИ видъ правильиаго многоугольника, относи- 
тельно оси перпендикулярной къ ней и проходящей чрезъ центръ тяжести, 
если м -число сторонъ, с — длина стороны. 



(?)). 



57) Для сфсрическаго слоя, заключеннаго мевду сферическими поверх- 



ностями рад|усовъ а и 6. относительно Д1аметра: .7 = 






М. 



58) Для прямого круглаго цилиндра, относительно оси, ^=^-^М. 

5!)) Для прямого вруг,тго цилиндра относительно оси периендикг.1Я[ь 
ной къ оси цилиндра я проходящей чрезъ ея середину, если а — рад1усъ, 
2й — высота. '^ ^ ( ,- Н- а) Д/- 
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Отд'Ьлъ IV. — Глава IV. 

60) Опред'Ьлить угловую скорость <о, съ которою равном'Ьрно вра- 
щается гЬло, совершан)щее п оборотовъ въ минуту. 

1 ) Оиред'Ьлить время колебан1я куба около одного изъ реберъ расцол(ь 
жеянаго горизонтально. Оиред'Ьлить время колебашя того же куба око*} 
расположенной горизонтально д1агоналн одной изъ его граней. Показать, 
что длина изохроннаго математическаго маятника въ первомъ случа* 

^ а}/ 2, во второмъ ^-а, если ребро куба равно 2а. 

62) Круговая дуга качается около перпендикулярной къ ея плоскости 
оси, проходящей чрезъ ея центръ. Показать, что время полнаго колебаш 
не зависитъ отъ длины качающейся дуги и что длина изохроннаго мате- 
матическаго маятники равна двойному радгусу. 

63) Определить ту изъ осей, лежащихъ въ плоскости эл-типтн ческой 
пластинки, около которой пластинка совершаетъ наиболее коротк1я колебашя. 

64) Тонкая однородная палка качается около горизонта.1ьной оси, про- 
ходящей чрезъ верхн1й конедъ ея. Палку эту проводятъ въ горнзонталг 
ное положеше и оставляютъ загЬмъ двигаться, не сообщая начальной ск(^- 
рости, подъ вл1ян1емъ тяжести. Показать, что, когда горизонтальное д11- 
ств1е на ось будетъ наибольшимъ, то вертикальное д'Ьйств1е на ось отно- 
сится къ в^Ьсу палки какъ 11:8. 

Отд'Ьлъ IV. — Глава V. 

65) .Истница ^^? прислонена верхиимъ концомъ В къ гладкой сгЬй, 
тогда какъ нижн1й ея конецъ упирается о шероховатую горизонтальнтю ! 
плоскость. По л'Ьстниц'Ь перемещается грузъ, в1>съ котораго въ п рал 
бол'Ье в'Ьса лестницы. Показать, что трешя въ А при крайнихъ полож- 
шяхъ груза относятся какъ (2пн-1): 1. 

66) Однородная балка проходитъ надъ однимъ и подъ другимъ гори- 
зонтальнымъ неподвижнымъ стержнемъ. Показать, что равнов*С1е ба1И 

возможно только въ томъ случае, когда длина балки > Ь 1 1 -н — , 

гд'Ь Ь — разстоян1е между стержнями, р — уголъ наклонен1я къ горизонту 
этого разстоян1я, [л — коэффицхентъ трешя. 

Отд'Ьлъ VI. 

67) Показать, что двЬ равныя массы, сосредоточенныя въ точкахъ, 
отстоящихъ одна отъ другой на разстоян1и 1 сантиметра, притягиваюп. 
одна другою съ силою, равною одному дину, если каждая изъ массъ равна 
3928 граммъ. 

68) Показать, что два соприкасающихся одинаковыхъ щара, плотность 
которыхъ равна единицЬ и рад1усъ которыхъ равенъ 43,3 сант., притя- 
ваются съ сплою, равною одному дину. 




РЪШЕН1Я ЗАДАЧЪ. 



1) х = Ы-^ 200. 

2) V = С081 — 8гп1. 

3) V =^ а . С08 {а(), 

4) V = ^ ' 

5) У = — ьгп I — со$Ь\ ; = — а* . «ш (о^); ^" = ^ - 

6) Х= — т^^тЬ-^-созЬ)'^ Х=^— а^т .8гп{аС)\ Х= ^* 

7) 17 = -— ^2 4 ^-+-С,; X = -— ^^-Нтг— ^' -Н с. ^ -Н Са, ГД* с. ИСд — 

2т т ^ 6т 2т I 4^ I ^ 

постоянный интегращи. 

8) На точку д'Ьйствуетъ тяжесть и сопротивлеше, которое можно вы- 
разить чрезъ тдк^V'. Получимъ: 

^ =-(, (1 + *■«■); ^ = -!, (И-№); 

*^ = »,, (Ч) - ^, (м = «.,, (^ (^0 - »)) ^ „ = ^^к;!^ ^ 
^ = 1 ^Ш$еЩ ■■ '"^' = '^(-«) -ь. .„„ми. 

9) т -г;^ = г ; Помноживъ об* части на 2 ^- и интегрируя полу- 



чимъ: 



тV^ — шу^ 



-^Г-^-Н'-^) 



Зд^сь Оо скорость на разстояши x^ отъ начала. Если точка начинаетъ 
движен1е, выходя изъ покоя въ то время, когда она находилась на раз- 
стоя нш а отъ начала, то: 

X 



— — - ^ 

^0 = <^; ^0 = 0; ^«» = 2Л(^— 1] = ^ 
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< 



^2А (а-^) й< = 1/^.1/ 
У та X ' \ 2к \ < 

а -и /та (а — 2х\ -, / п 



10) - = - = - -; г; = Ка ^ч-аа^ч-Ов - 

а, «3 «а 

11) г = |/г^» с05^ ср -+- (г;^ . «т <?— ^)*. 



12у^^ = — кА 8гп (М) -+- АБ . С05 {Ы); ^ = — кЛ' згп (Ы) -+- 

-л-ЬВ' . со$ Ос1)\ 
V =\/[—кА згп ф1)-^кВсо8 («)]' -н [— АЛ ' згп ф1) -н А-В' . соз (ЩТ 

— А згп Ш) л- В .соз Ш) 

соз (V, х) = , ■^-- - ^ — - — ^, ,, - - 

У[—Азгп(Ы)-^В.ш{,Ы)У-^{—А'згп{Ы)-^В',соз(Ы)]' 

■ , —А' згп (Ы) -^В'.соз (Ы) 

\/[— А згп (Ы) -^В.соз (Ы)]' -н[— Л' . згп {Ы) н- В\ соз (Ы)]- 

В' соз (Щ — А' згп (Ы) 
^ *^^' '^^~ В.. соз (Ы) — А згп (Ы) 



0= \/^с'^ [А соз (Ы) -н В^п (АО]' -ь ** [^' С05 С*0 -+- ^' ^^ (*^)]' 

^• = А^^^^^ 

со^О»= /^— ^ ; сози.У)=-7===^' 

13) См. задачу (И); 

^ {д^ — ^0 . 8гп у) .у 

^^ VV^^ соз^ 9 н- (г;^ згп 9 — ^)* 

Изъ § 52 знаемъ, что траектор1я есть парабола х^^ = — 2рг1, въ ког 
рой 2р = — ^^^ ^ . Радхусъ кривизны параболы равенъ 

(х^ -ь р')"2 

Нормальное ускорен1е равно: 

V^ [!^о^ ео5^ у Н- (г;о ^'п у — д1у ]р'^ 

14) Изъ треугольника силъ им^емг Е = \/ Р^^-^' Р^ -ь 2Р^Р^ео$^ 



15) X = Р^ С05 а^ -+- Р^ С05 «25 У = -?! «та! н-Ра^шад; ^д(р = -^ 

Л, 

Р, згп о, -4- Ра 5гп а. 

/йгф = — -» 

Р^ соз «1 -4- Ра соз «а 
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18) Равнодействующая остается та же по величин']^ и направленш, 
но приложена уже въ О'. 11роложсн1я пари получаются друт, а ииенно: 

^' = 2 [(у — Т1) ^ — (г — С) Г] = X — Т1йг -ь 12:г 
л/' = у:[{е — <:) X — (х — ^) 2] = м—^к -^лу:г 

N^ =1. [{х— е) у — (1/ — ■ц)Х] = N— еЕГ-ь Т1ЕХ. 

19) Ось динамы называется также центральною осью. Пусть I, т, п 
суть косинусы наклонен1я центральноЁ оси. И1гЬемъ 

, у:х 1Г ^2 

гд* -й — равнод-Ьйствующая силъ Е X; 1] У и 2 2Г. Если обозначимъ чрезъ 
О моментъ, равнод'ЬйствующШ моментамъ Ь, Ж, Д чрезъ 6 уголь соста- 
вляемый моментами Г я в, то: 

Отсюда: 

ГЕ = Ь1.Х н- ЛГЕ Г -ь N1.2 

_ Г _ Ь^^Х-^-М'^^У - ^-N1.2 
Ь - -цУ^г -^О^Т _М-Х,ЪХ -^-\1:2 _ 1! -А1.У - ^у[1.Х 

гд^ {\, ^, ^ суть координаты точекъ оси динамы. 

22) Пусть О— центръ диска, С— центръ отверст1я. Принимая ОС за 
ось иксовъ,- получимъ: 

— 1.тх тга'.о — иЬ'.с — Ь^с 

Зд'Ьсь мы считаемъ массу вынутаго изъ отверст1я матерхала отрицательною. 

о^ч - с (V — с) - 1 / ех\ т,, - 

26) а: = ж ^^^ '- ; у = — [ у -\ \ . Можно показать, что х 

о \ I 

равенъ абсциссе точки Г, въ которой пересЬкаются касательныя, прове- 
денныя въ концахъ изсл4дуемой дуги цепной линш, и что у равно по- 
ловин* ординаты точки N. въ которой пересЬкаются нормали, проведен- 
ный въ концахъ дуги. 

опл - 4г - 4г 
29)0^ = 3^; ^=3^- 

34) 8 ^= т: (а -{- Ь) р; V = - ср^. 

о 

37) Уравнен1е трубки таково: 

у = кх,(: X = О, Г = 0. 
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Въ формул^^ Лагранжа (278) достаточно разсматрпвать только • 

X и у\ Ьу = ЫЬх, 
Формула (278) даетъ: 






йР 



Уравнсше трубки даетъ: 



^'У = ы ^'"^ 



а 



а^ 



2к 



их 
"Л 



Л'у 



1 



Исключая ■^, получнзгь: 



й^х их 



2кН 



кЧ' 



Интегрируя, получимъ: 

19 



йх^ 



1д (1 -ь кЧ^) — сопвЬ. 



Если обозначимъ чрезъ р начальную скорость точки по трубк*, то: 



их 



Если а есть начашое значеше координаты х^ то: 

д: = а -4- ^ аг1д {Ы)\ у = аЛ^ -ь р/ аНд (Ы). 

Если г, 9 суть полярныя координаты, полярная ось которыхъ напраккв 
по начальному положешю трубки, то: 



'-5 






; у = ( а-+-||/^ср. 



Траектор1я будетъ 



г = 



ак н- Р<р 



А со» 9 

39) Центръ тяжести палки описываетъ параболу. Проведемъ чрезъ центръ 
тяжести оси координатъ Оху Оу, О0 постояннаго направлешя. Моментн 
вн']^шней силы (тяжести) по отношенш къ каадой изъ этихъ осей раинн 
нулю, потому что вс]^ силы тяжести, дМствуюпця на точки палки при- 
водятся къ' одной равнодМствующеЁ. По этому получимъ интегралы кю- 
щадей (323). Пусть р есть точка палки помещенная на единица раз- 
стоятя отъ центра тяжести и пусть координаты ея относительно осе! 
Сгх, Оу, Ое суть а, 6, с. Если г есть разстояше какой либо точки пала 
отъ центра тяжести и если палку принять за прямую лишю, то коорди- 
наты точки т будутъ х = га; у = гЬ; ^ег = гс такъ что 



с1х йа 


(1у с1Ь 


Лг Лс 


л» • 


сИ *" Л ' 


сИ ^ (И 



4 
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'равнен1я (323) дадутъ: 

I йЬ йа\ , 

[омноживъ эти уравнения соотвЬтственно на /I, 6, с и сложнвъ, иолучнмъ: 
в_1_<.^Й4-с,с=0. Сл'Ьдовательно точка р находится постоянно въ нлоско- 
ги неподвижной по отношению къ иодвижнымъ осямъ Ох, Су, Ог. Вра- 
сен1е палки происходить въ этой плоскости около О. Такъ какъ законъ 
лощадей остается в'Ьрнымъ и для этой плоскооЦ, то вращен1е палки 
авном1фное. Движен1е палки состоитъ, слЬдоватежьно, изъ параболиче- 
каго движешя центра тяжести и изъ равном+эрнаго вращен1Я около него 
алки въ плоскости, проходящей чрезъ него и остающейся параллельной) 
"Ькоторой неподвижной плоскости, направлен1е которой зависитъ отъ 
зго, какъ была брошена палка. 

40) Такъ какъ е?[7 = I {Хйх -+- УЛу -\- 2йг) = элементарной ра- 
огЬ, то вообще для всякихъ координатъ йТ1 равно сумм'Ь элементарныхъ 
аботъ силъ. Въ сферическихъ координатахъ г, «р, X точки приложешя 
илъ тВ, тМ\тЬ проходятъ по направлешю этихъ силъ, соотвЬтственно, 
ути: йг\ гй^\ гзгп^ЛУ.. Следовательно 

(Ш = 1т (В(1г ч- 4>йф ч- Ьг . 8гпц^ ЙХ). 

И) 1*абота, совершенная первою машиною, равна 2250000 кило- 
эамметр. Работа, совершенная второю машиною равна 7200000 к. Иско- 
ая разность равна 4950000 килограмметр. Слабая машина сд-Ьлала 
ольше работы, потому что работала дол-Ье. 

42) Мощность въ килограмметрахъ равна зд-Ьсь произведенш пути, 
ройденному въ секунду, на силу уравновЬпшвающую сопротивлен1е воды, 
э есть V . Р, гд'Ь V скорость въ секунду, Р сопротивлен1е въ килограм- 

ахъ. Если Л' мощность въ паровыхъ лошадяхъ, то Р=" 



V 



г 

32000 I метр. ^ 



[ 



3600 [секунд. 



-. 8000 . 75 .■ 3600 8000 . 75 . 3600 ^^ . 

^ = 32000 ^«^^^Р- = -320-00-1000- ^^^"^ = ^''' ''^'''' 

21ГГ 

43) За одинъ оборотъ точка окружности колеса проходить ^^ ме- 
ровъ, за п оборотовъ она проходить 'ЛС^^" метровъ; въ секунду она 
роходитъ -^оА0\-.л метровъ. Работа, совершаемая колесомъ въ секунду 

27ГГ п Р 

авна - 1000—^ - килограмметр. Мощность Л" въ паровыхъ лопгадяхъ 

дт 2т:г . п . Р 

а,вна ^> — 1000760775 • 
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Р г 

41) Искомый моментъ 3/ равенъ -що", если радусъ колеса выра- 

женъ въ миллиметрахъ, Р выражено въ килограммахъ и за единицу мо- 
мента принимаемъ моментъ, производимый силою равною в-Ьсу одно!^ 
килограмма, действующею на плечо въ 1 метръ. Поэтому, согласно съ 

задачею 43, искомый моментт, определится изъ формулы N = '1^ ' ' . 

45) Такъ какъ уголъ наклонен1я дороги къ горизонту въ обоихъ с-тт- 
чаяхъ очень малъ, то можно принять, что уклонъ равенъ его синусу, то 

есть, что про'Ьзжая какой либо путь по уклону въ г^ вс'^'Йкпедистъ под- 
нимается въ вертикальномъ направленхи на щ этого пути. Спускаясь, 

велосипедистъ не д'Ьй ^уетъ на педали; следовательно для равном^рнаго 
движен1я должно существовать равенство работы силы тяжести съ работою 

13000 90 

сопротивлен1й. Поэтому мощность сопротивл. = з(ЮО 100 ^^^-^^Т^^^^^^Р'''- 
въ секунду. Чтобы подниматься равномЬрнымъ движешемъ велосипедистъ 
долженъ производить работу равную сумм1Ь работъ 'сопротивлен1й и тя- 
жести. Поэтому искомая мощность N велосипедиста при поднят1и равна: 

^^ 90 . 13000 13000 .90 39 

^= ЗбОО :Т00 "^ ЗбООТТоО = ^- килограмметр. въ секунду. 

или 

39 
Л^= 7г "^ 0,065 паровыхъ лошадей. 

^^, 27ГГ . п ■ ^ 2::п 

60) V = - — - = гсо. Отсюда со = - . 

63) Искомая ось параллельна большой оси эллипса и делить ма1ую 

полуось пополамъ. 

И. Делоне. 
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